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1 Construction de I’ensemble N des entiers natu-
rels

Le mathématicien italien Giuseppe Peano introduit en 1889 des axiomes pour
entrevoir la construction de l’ensemble N. Il s’agit de poser les régles de base
permettant les futurs raisonnements par récurrence.

1.1 Axiomatique de PEANO

Il existe un ensemble noté N, une application s : N — N et un élément noté 0 de
N tel que :
— pour tous éléments p et ¢ dans N,

— 0 ¢ s(N)
— ‘ axtome d’induction ‘
Pour toute partie P incluse dans N, si P vérifie :

0eP
VpeN, pe P—= s(p) € P
alors P = N.

Avec les notations ci-dessus, pour tout p € N, I'image s(p) est appelée le succes-
seur de p.

On note 1 = s(0), puis 2 = s(1). Plus généralement, pour tout entier naturel n,
Ientier naturel s(n) est le successeur immeédiat de I'entier naturel n.

1.2 Un exemple de construction

On admet D'existence de ’ensemble vide.
On note 0 = 0.
Si A est un ensemble, on admet ’existence d’un autre ensemble obtenu par la
réunion A U {A}.
On définit ainsi récursivement une fonction que I'on note s par :
e on rappelle que 0 = ()
e on pose 1 =0 U {0} = {0}
e on pose 2 = {0} U {{@}}

e on pose 3 = {0} U {{@}} U {{@} U {{@}}}




e A une certaine étape de construction, si I’ensemble n vient d’étre construit,
on pose le successeur
s(n) =nuU{n}.

L’axiome de I'infini admet ’existence d’un ensemble que I’on note N qui contient
exactement tous les ensembles 0, 1,2, - - - construits précédemment par ce procédé.
Cet ensemble est appelé ensemble des entiers naturels.

1.3 Principe de récurrence

Soit Z(n), un prédicat dépendant de I’entier naturel n.

On suppose que le prédicat Z2(0) est vrai et que pour tout entier naturel n, si le
prédicat & (n) est vrai, alors le prédicat &?(s(n)) est encore vrai.

Alors, pour tout entier naturel n, le prédicat & (n) est vrai.

Démonstration
On note 'ensemble :

P = {n € N | le prédicat & (n) est vrai }

L’ensemble P est trivialement inclus dans N.

Par hypothése, 1’élément 0 appartient a ’ensemble P. De plus, on voit que pour
tout élément n € P, ’élément s(n) appartient encore a P. D’aprés "axiome d’in-
duction, les ensembles P et N sont égaux.

1.4 Une construction de 1’addition

Il existe une unique application ¢ : N x N — N appelée addition vérifiant :
e pour tout entier naturel p, ¢(p,0) = p

e pour tous entiers naturels p et g, @(p, s(q)) = s(go(p, q))

Démonstration

Existence :

On note P, I’ensemble des entiers naturels n tels qu’il existe une application :
On:N—N

vérifiant :
on(0) =netVm eN, ¢, <s(m)) = s(cpn(m)>.

L’ensemble P est trivialement inclus dans N.
L’élément O appartient déja a cet ensemble en prenant ¢y = idy.
Donnons-nous un élément quelconque n dans ’ensemble P.
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On considére 'application suivante :
N — N

v m —> s<g0n(m))

Alors,
$(0) = s(n(0)) = s(n) =n + 1

et pour tout m € N,
v(s0m) = s(palsm)
= s(s(pa(m)))  [H.R]
_ sos(gpn(m)>
_ s<w(m)).

On en déduit grace a cette application ¢ que 'entier s(n) = n + 1 appartient a
I’ensemble P.
Par I'axiome d’induction, P = N.

Supposons qu’il existe une autre application y : N — N vérifiant les mémes
conditions que 'application ¢ de I'énoncé.

On fixe un entier naturel n.

On pose ’ensemble :

P, = {m eN| p(n,m)= X(n,m)}.

L’ensemble P, est trivialement inclus dans N.

De plus, comme ¢(n,0) =n = x(n,0), alors 0 € B,.
Enfin, soit m un élément de ’ensemble P,.

On en déduit :

@(n,s(m)) = s<g0(n, m)) et X(n,s(m)) = 3<X(n, m))

Comme m € P,, alors p(n,m) = x(n,m) et donc :

@(n, s(m)) = X(n, s(m)) :

Ceci montre que 1’élément s(m) appartient a P,.
Par I'axiome d’induction, on a : P, = N et les applications ¢ et x sont égales sur
N x N.




1.5 Propriétés de ’addition

Dans la suite, on note pour tous entiers naturels p et ¢ :

o(p,q) =p+q.

Il s’agit de la notation définitive pour ’addition.
On dispose des propriétés suivantes sur ’addition :

— pourtout p e N, p+0=pet s(p)=p+1
— pour tous p, q et r dans N,

(P+aq)+r=p+(g+r)

L’addition est assoczative.
— pour tous p et ¢ dans N,

P+q=q+p
L’addition est commutative.
— pour tous p, ¢ et r dans N,
ptr=q+r=p=q.

L’addition est réguliére.
— pour tous p et ¢ dans N,

p+qg=0 <= p=q=0.

Démonstration
e Soit p dans N. Par la notation « + », on en déduit

p+0=pp0)=p

De plus,
p+1=p+50) = (ps(0) = s(¢(p.0)) = s(p).
e On fixe p et ¢ dans N.
On montre ’associativité par récurrence sur I’entier r.
—> initialisation :
(p+a)+0=p+qg=p+(¢+0).

— hérédité :

Supposons la formule « (p 4+ ¢q) + 7 = p+ (¢ + r) » vraie pour un certain entier

naturel r.




Alors,

(p+q) +s(r) = ¢@+m s(r

= s(ep+ar
= 3(

)

)
@nq+ﬂ) [H.R.]

)

= ( s(g+r
= @(p,q+r+1), par définition de I'application ¢
= p+(g+s(r))

La formule est encore vraie au rang suivant s(r).

e Soit p fixé dans N. On montre la commutativité par récurrence sur l’entier q.
—> initialisation :

On sait que p 4+ 0 = p. On montre la formule « 0 +m = m », par récurrence sur
Pentier m. Celle-ci est vraie lorsque m = 0. Si elle est vraie au rang m, alors :

0O+(m+1)=0+m)+1=m+1 , par H.R.

On en déduit que 0 +p=pet doncp+0=p=0+p.

— initialisation-bis :

On montre par récurrence sur l'entier m que la formule « m +1 = 1+ m » est
vérifice. Ceci est vrai lorsque m = 0, donnant 0+ 1 = s(0) et 1 +0 = 1.
Supposons la formule vraie pour un certain entier naturel m. Alors,

s(m)+1 = ¢(s(m),1)

Il

»

/‘\?
B
b
S—— ——

— hérédité : on suppose que pour un certain entier naturel ¢, on a p+q = ¢+ p.
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Alors,

p+slg) = p+(g+1)
= (p+q) +1
(g+p)+1 [H.R.]
¢+ (p+1)
g+ (1+p) [commutativité au rang 1]
(g+1)+p
= s(q) +p.

e Soit p et ¢ dans N. On montre la régularité par récurrence sur ’entier r.

— initialisation : lorsque » = 0, I'implication & montrer est évidente.

— hérédité : supposons 'implication « p+1r = ¢ +r = p = ¢ » vraie pour un
certain entier naturel 7.

On suppose que p+r+1=qg+r+ 1.

On en déduit (p+7r)+ 1= (¢+7r)+ 1, donc s(p+r) = s(¢+ r) et par injectivité
de application s, on a p+r =¢+r et donc p =q.

e Pour la derniére équivalence, si p = ¢ = 0, on a bien évidemment p + ¢ = 0.

On montre le sens direct par contraposé.

Supposons que I'un des entiers naturels p ou ¢ ne soit pas nul. Par commutativité,
on peut supposer ¢ non nul.

Il existe un entier naturel m tel que s(m) = ¢, par construction des éléments entiers
naturels. L’entier m est en quelque sorte le prédécesseur de 1’entier q.

On en déduit :

p+a=pp,q) = w(p, S(m)> = 8(@(29, m))-

Comme 0 ¢ s(N), alors 'entier s(cp(p, m)) ne peut étre nul. L’entier p+ ¢ ne peut

étre nul et on a ce qu’il faut.

1.6 Une construction de la multiplication

Il existe une unique application 7 : NxN — N appelée multiplication vérifiant :
e pour tout entier naturel p, w(p,0) = 0,

e pour tous entiers naturels p et g, 7r<p, s(q)) =n(p,q) + p.

Démonstration
On suit le méme principe qu’avant.




Existence :

On pose @, 'ensemble des entiers naturels n pour lesquels il existe une fonction
T - N X N — N telle que :

1(0) = 0 et Vm € N, m, (s(m)) — m,(m) + n.

[’ensemble () est trivialement inclus dans N.
La fonction my : m —— 0 vérifie les conditions requises : 1’élément 0 appartient a

Considérons ensuite un élément n dans 'ensemble Q.
On considére la fonction :

b N — N
lmo— m(m)+m

D’une part, 1(0) = 0 par hypothése de récurrence sur m,.
D’autre part, pour tout m dans N,

¥(sm)) = m(sm)) +s(m)
(m) +n+ s(m) [H.R.]

= m(m)+s(m)+n
(m)+m+1+n

La fonction 1) montre que ’élément s(n) appartient a ’ensemble Q.
Par ’axiome d’induction, on a () = N et on a l'existence d’une application m
convenable en posant :

_'NxN — N
| (n,m) — m,(m)

Supposons qu’il existe une autre application 6 : N x N — N convenable.
Soit n un élément fixé dans N. On pose I’ensemble :

Qn = {m eN|60(n,m)= ﬂ(n,m)}.

Cet ensemble est inclus dans N. Il contient 0 car 6(n,0) = 0 = 7(n,0).
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On considére maintenant un élément m dans @),,. Alors,

7r(n, 3(m)> = 7(n,m)+n
= fO(n,m)+n

= Q(n, s(m)).

Le successeur s(m) appartient encore a ),,. Par 'axiome d’induction, les ensembles
@, et N sont égaux, ce qui montre I'unicité de "application 7.

1.7 Propriétés de la multiplication

Dans la suite, on note pour tous entiers naturels p et ¢ :

m(p,q) =p x q.

Il s’agit de la notation définitive pour la multiplication.
On dispose des propriétés suivantes sur la multiplication :

—> pourtout p e N, px0=0etpx1=p
— pour tous p, ¢ et r dans N,

(pxq)xr=px(gxr)
La multiplication est assoctative et de plus :
pXx(g+r)=pxqg+pxr

La multiplication est distributive sur l’addition.
— pour tous p et ¢ dans N,

PpXxXqg=4qgXxXp

La multiplication est commutative.
— pour tous p et ¢ dans N :

pxq=0 <<= | p=0ouqg=0
— pour tous p, ¢ et r dans N, avec r #£ 0
PXT=qgX1r=—p=q.

La multiplication est réguliére.
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Démonstration
e Soit p dans N. I’égalité p x 0 = 0 provient de 7(p,0) = 0.
De plus,

px1l = ﬂ(p, 5(0)>

= 7(p,0) +p

e On fixe p et ¢ dans N. On montre la formule par récurrence sur I'entier r.
—> initialisation : lorsque r = 0, on écrit :

px(g+0)=pxg=pxq+px0.

— hérédité : supposons la formule vraie pour un certain entier naturel r.

Alors,

px(q+sm) = m(p.g+s(r))

= 7r(p,S(fer'f’))

= 7(p,g+r)+p

= pXqg+pxXr+p [H.R.]
:pxq+<p><r+p><1)

= pxqg+px(r+1) [H.R.]
= pxq+pxs(r).

On obtient ce qu’il faut au rang suivant.
e On fixe p dans N. On commence par montrer par récurrence sur l’entier ¢ que :
pxq+q=(p+1)xq

Lorsque ¢ = 0, la formule devient 0 = 0.
Supposons la formule vraie pour un certain entier naturel q.
Alors,

pxs(g)+slg) = px(g+1)+qg+1
pXq+p+qg+1
= pxqtqgt+p+l

11



= (p+1)xq+p+1 [H.R.]
(p+1)x(¢g+1)
= (p+1)xs(qg).

Ensuite, on fixe ¢ dans N et on montre par récurrence sur I'entier p la formule

«kPXq=qxXDp».
Lorsque p = 0, la formule devient 0 x ¢ = 0. Ceci peut se montrer par récurrence.
On a 0 x 0 = 0. Si pour un certain entier naturel m, on a 0 x m = 0, alors :

0 x s(m) = W(O,S(Tﬂ)) =7n(0,m)+0=0+0=0.
On obtient ainsi I'initialisation car ¢ x 0 =0 =0 X q.

On suppose que pour un certain entier naturel p, on a I’égalité p X ¢ = ¢ X p.
On en déduit :

qgxs(p) = gx(p+1)

= qXxXp+tgq

= pxq+q [H.R.]

= (p+1)xgq , par distributivité
s(p) X q.

e On montre ’associativité par récurrence sur I’entier p.
On fixe g et r dans N.
Lorsque p = 0, on écrit :

(pxqg xr=0xqg)xr=0xr=0

et :
px(gxr)=0x(¢gxr)=0.

Supposons I’égalité vraie pour un certain entier naturel p.

Alors,
(8(2?) X q) xXr = (q X 8(p)> xr
= 7 X (q x S(p)>

= rx(qxp+q)
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= rxXgxp+rxq [H.R.]
= gXrXp+gqgXr

= (gxr)x(p+1)

= (p+1)x(rxq

= s(p) x (g xr)

On a ce qu’il faut au rang suivant.

e On démontre maintenant 1’équivalence portant sur le caractére intégre de la
multiplication dans N.

Si 'un des entiers p ou ¢ est nul, alors on a directement p x ¢ = 0.

Supposons p et ¢ non nuls. Il existe donc un entier m tel que ¢ = s(m), 'entier m
étant le prédécesseur de ’entier naturel ¢. Il existe un prédécesseur n a ’entier p.
On en déduit :

pxqg=1+n)x(1+m)=1+(n+m+nm)=s(n+m-+nm).

L’entier p x ¢ étant le successeur d’un entier, 'entier p X ¢ ne peut étre nul. On a
ce qu’il faut par contraposeé.

e On termine par montrer la régularité de la multiplication, par une récurrence
descendante.

On fixe trois entiers p, ¢ et r, avec r # 0 tels que p x r =g X r.

Si p par exemple est nul. alors p x r = 0 et donc ¢ x r = 0, amenant ¢ = 0 ou
r =10, donc ¢ = 0 et p = ¢ dans ce cas.

Si p et ¢ sont non nuls, on trouve des précédesseurs que 1’on note respectivement
n et m a ces deux entiers :

s(n) =pet s(m)=q.

On en déduit :
(n+1)xr=(m+1)xr,

imposant n X r+r=m X r+r.

Par la régularité de I'addition, on obtient n x r =m X r.

On recommence alors la discussion de nullité ou non des entiers n ou m.

Ce procédé termine en temps fini. On le montre ci-apres.

On dit qu’un élément a est un précédesseur d’un élément b si en composant a
un certain nombre de fois par ’application s, on obtient 1’élément b.

On montre alors par récurrence sur ’entier m l’assertion suivante :

P(m) : « lentier m n’admet pas une infinité de précédesseurs ».

Lorsque m = 0, comme 0 ¢ s(N), alors 'entier 0 n’admet aucun précédesseur.
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Supposons la propriété &?(m) vraie pour un certain entier naturel m.

Au rang suivant, les prédécesseurs de s(m) sont exactement les précédesseurs de
m auquel on a rajouté 1’élément s(m).

Il en reste un nombre fini, par hypothése de récurrence.

En revenant & notre précessus de descente sur les entiers p et g, puis n et m, en
fin de ce processus fini, on obtient 'un des deux prédécesseurs nul, donc 'autre
également. En reprenant alors le processus en sens inverse, on obtient que les
successeurs sont deux a deux égaux et en fin de course, les entiers naturels n et m
sont égaux, pour conclure que p = q.

Ceci termine la régularité de la multiplication.

1.8 Relation d’ordre sur N

La remarque précédente sur les précédesseurs suggére une relation de comparaison
des entiers naturels.
On définit une relation binaire < sur les entiers par :
pour tous entiers naturels a et b, on note a < b si et seulement si il existe £k € N
tel que :

b=a+k.

Cela signifie avec ces notations qu’en partant de I’élément a et en calculant les
successeurs de a, on tombe sur ’élément b & un certain moment.

La relation < est une relation d’ordre total sur N.

Démonstration
— La relation est réflexive en prenant k = 0.
— La relation est transitive car si a < b et b < ¢, on trouve deux entiers k et £
tels que :
b=a+ketc=b+/,

donc ¢ =a+ (k+ () avec k+ ¢ € N et donc a < c.
— La relation est anti-symétrique. En effet, si a < b et si b < a, il existe deux
entiers k et £ tels que :

b=a+keta=0b+"/.

On en déduit :
b=b+k+/{ donck+¢=0et k=¢=0.

Ainsi, b=a+0 = a.
Enfin, la relation est totale. En effet, en partant 0 et en calculant les successeurs
de 0, on trouvera a un moment donné a et b. Si 'on tombe sur a avant b, alors
a < b et sinon, b < a.

14



1.9 Propriétés sur ’ensemble ordonné (N, <)

On dispose des propriétés suivantes :

e [’ensemble N n’est pas majoré.
e Toute partie non vide de N admet un plus petit élément.
e Toute partie non vide majorée de N admet un plus grand élément.

Démonstration
e Par ’absurde, si M était un majorant de N, comme s(M) € N, alors s(M) < M.
Cependant, on a bien évidemment M < s(M), donc M = s(M) par anti-symétrie.
Ainsi, M = M + 1, puis 0 = 1 par régularité, amenant ’égalité farfelue 0 = s(0) €
s(N), ce qui est faux.
Il n’y a pas de majorant de N.
e Soit .7 une partie non vide de N. On note .4 ’ensemble des minorants de <.
Cet ensemble n’est pas vide car contient 0.
De plus, 4~ C N. Comme I’ensemble &7 est non vide, ’ensemble .4#" n’est pas égal
a N carsiae .o/, alors s(a) ¢ AN .
On en déduit par I'axiome d’induction I'existence d’un élément p € A tel que
s(p) & N
L’élément p doit appartenir & I’ensemble o7 En effet, comme le successeur s(p) ne
minore pas I'ensemble o7, il existe un élément b € &7 strictement inférieur a s(p).
Comme p minore o7, alors p < b. La seule possibilité est p = b € 7.
On en déduit que I’élément p est dans I’ensemble &7 et minore I’ensemble o7 : c¢’est
le plus petit élément de cet ensemble.
e Soit &7 une partie de N, non vide et majorée.
On note .# l'ensemble des majorants de I’ensemble .o7.
Par hypothése, I'ensemble .Z n’est pas vide. Par le point précédent, ’ensemble .#
admet un plus petit élément que l’'on note m.
On distingue deux cas :
— sim = 0, alors pour tout a € &7, on a 0 < a < m = 0 et par anti-symétrie
de la relation d’ordre : a = 0 et &/ = {0} qui admet un plus grand élément :
0
— si m # 0, on note g le prédécesseur de l'entier m. Ainsi, s(q) = m. Par
minimalité de I’élément m dans I’ensemble ., ’élément ¢ ne peut apparte-
nir & ’ensemble .Z . Cela signifie qu’il existe un élément ¢ € &7 strictement
supérieur a ¢. On a donc ¢ < ¢ < s(q), imposant ¢ = s(q).
[’élément ¢ appartient a o/ et majore ’ensemble o7 : c’est le plus grand
élément de I'ensemble o7
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2 Construction de ’ensemble 7Z des entiers relatifs

2.1 Définition d’une relation d’équivalence

On définit une relation binaire % sur ’ensemble £ = N x N par :

v((a, b), (c, d)) e ExE, (a,0)®(c,d) — a+d=b+c.

La relation & est une relation d’équivalence sur ’ensemble E.

Démonstration
e La relation est réflexive car pour tout couple (a,b) € N x N, on a :

a+b=0b+a,donc (a,b)Z%(a,b).

e La relation est symétrique car pour tous couples (a,b) et (¢,d) dans N x N, si
(a,b)Z%(c,d), alors a + d = b+ ¢, donc ¢+ b = d + a entrainant :

(c,d)Z%(a,b).

e La relation est transitive car pour tous couples (a,b), (¢, d) et (e, f) dans N x N,
si (a,b)Z(c,d) et (c,d)%(e, f), alors :

,donca+d+f=b+c+f=b+d+e.

a+d=b+c
c+ f=d+e

On en déduit alors :
a+f+d=b+e+d

et donc a + f = b+ e par régularité de I’addition. Conclusion : (a,b)Z (e, f).

2.2 Ensemble quotient 7Z

On définit I’ensemble des entiers relatifs comme I’ensemble quotient (NxN)/%Z
vis-a-vis de cette relation d’équivalence.

On note Z I’ensemble des entiers relatifs.

On note provisoirement (a, b) la classe d’équivalence du couple (a,b).

La notation définitive sera « a — b », mais cette notation demandera peut-étre des
explications.

Tout ceci est encore un peu prématuré... Restons donc sur la notation (a, b) pour
désigner ’entier relatif associé a la classe d’équivalence du couple d’entiers naturels

(a,b).
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2.3 Construction de ’addition

On définit ici une loi d’addition sur les entiers relatifs comme suit.
L’application :
7 X7 — 7

e (W,W) — (a+c,b+d)

est, consistante, c’est-a-dire que I'image (a + ¢, b+ d) ne dépend pas des représen-
tants (a,b) et (¢, d) choisis dans les classes d’équivalence respectives de (a,b) et de
(¢, d).

De plus, cette addition vérifie les propriétés suivantes :
— Paddition ® est associative et commutative, d’élément neutre (0, 0)
— tout élément de Z est symétrisable, ¢’est-a-dire que pour tout (a, b) € Z,

il existe un seul élément (¢, d) € Z tel que :

<I><(a, b), (. d)) — (0,0).

Plus précisément, pour tout (a,b) de Z, son symétrique est (b, a).
— l'addition ® est donc réguliére.

Démonstration

e Soient (ag,b) et (ag,bs) deux couples de N x N qui sont en relation vis-a-vis de
la relation Z.

Soient (¢y,dq) et (cg,dy) deux couples de N x N qui sont encore en relation vis-a-vis
de la relation Z.

On montre que les couples (a; + ¢1,b1 + dy) et (as + 2, by + da) sont en relation,
ce qui montrera que :

(a1 +c1,b1 +di) = (ag + c2,by + da).
En effet, on peut écrire :

{a1+b2:b1+a2 ,dOﬂCa1+b2+01+d22b1+a2+d1+02

c1 +dy =di + ¢

en ayant utilisé I’associativité de ’addition sur N. En utilisant maintenant la com-
mutativité de ’addition sur N, on en déduit facilement que :

ay+cp+by+dy =0by +dy +az + ey,
ce qui montre bien que :

(a1 4 1,01 + di)Z(as + c2,b0 + ds).
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e [associativité et la commutativité de ’addition ® proviennent assez directement
de I'associativité et de la commutativité de I'addition sur N. De plus, pour tout
(a,b) dans Z, on a :

@((0.0),00,0)) = (@+0,6+0) = (ab),
ce qui montre par commutativité que 1’élément (0,0) est bien un neutre pour
I’addition &.
e Soit (a,b) dans Z.
On remarque que :

@((a, b), (&, a)) —(a+bb+a)=(0,0),

et par commutativité, on a aussi :

@((b, a), (@, b)) —(0,0).

L’élement (b, a) est bien le symétrique de (a,b) dans Z.
e Soient (a,b), (c,d) et (e, f) dans Z tels que :

@((@.b).(e. ) = o((e.d). (e ))-

On en déduit que :

L’addition est bien réguliere.

Dans la suite, pour plus de simplicité de notation, on notera pour l'instant I'addi-
tion @ sur les entiers relatifs :

v(@,@) €ZxZ, (@,b)®(cd =(atebtd).
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2.4 Construction de la multiplication

Afin d’alléger les notations futures, pour tous entiers naturels a et b, au lieu de
noter « a X b» la multiplication entre a et b, on la note « ab ».
On définit maintenant la multiplication sur les entiers relatifs comme suit.

L’application :

7 X 7 — Z
I ((a,b),(c,d)) —  (ac+ bd, bc + ad)

est consistante, c’est-a-dire que 1'image proposée ne dépendant pas des représen-
tants des classes pris dans les classes d’équivalence constituants les antécédents.

De plus, cette multiplication vérifie les propriétés suivantes :
— la multiplication II est associative, commutative, d’élément neutre m
— la multiplication II est distributive sur l'addition ® : pour tous entiers
relatifs z1, z5 et z3, on a :

H(Zh Zo @D 2’3) = [I(21, 22) ® II(21, 23).

— la multiplication est réguliére : pour tous entiers relatifs z1, zo et z3, avec
z3 # (0,0), on a I'implication :

H(Zl, Z3) = H(ZQ, 23) — 21 = Z9.

Démonstration

e Soient (ag,by) et (ag,bs) deux couples de N x N qui sont en relation vis-a-vis de
la relation Z.

Soient (¢1,dq) et (cg,dy) deux couples de N x N qui sont encore en relation vis-a-vis
de la relation Z.

On montre que les couples (ajc; + bidy, bicy + ardy) et (asco + bady, baca + asds)
sont en relation, ce qui montrera que :

(arc1 + bidy, biey + ardy) = (azcy + bady, bycy + azdy).
On dispose déja des relations :

a; + by = by + as (1)
Cl+d2:d1+62 (2)

On en déduit en utilisant ce que ’on sait désormais sur les additions et multipli-
cations dans N, en multiplicant (1) par ¢; et (2) par as; on obtient :

aicy + b201 == blcl + asCy (3)
ascy + agdy = asdy + agcy (4)
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On ajoute a (3) la quantité bedy de part et d’autre, et on fait de méme pour (4)
avec l’ajout de la quantité b1d;, ce qui donne :

aicy + bgCl + b2d2 = blcl “+ agcy + b2d2 (5)
ao2C1 + a/2d2 + bldl = a2d1 + asCco + bldl (6)

Or, dans ’égalité (5), on peut utiliser bocy + bads = ba(cy + do) = ba(dy + ¢2) =
Z)le + bgCg.

De méme, dans 1’égalité (6), on peut utiliser ayd;+b1d; = (as+b1)d; = (a1+by)dy =
(lldl + bgdl.

Par conséquent, on obtient les nouvelles égalités :

aycy + bady + bacy = bicy + agzey + bads (7)
ascy + agdy + bidy = aydy + ascy + bady (8)

En effectuant la sommation de ces deux égalités, on obtient :
aici+ bldl + bQCQ + a2d2 + (bgdl + CLQCl) = A9Co + b2d2 + b101 + qul + <CL261 + bgdl) .

En utilisant la régularité de ’addition, on peut simplifier de part et d’autre par
<62d1 + a261>, ce qui donne :

aycy + bldl + bQCQ + a2d2 = a9Cy + b2d2 -+ b101 + a1d1

et donc, ce qu’il faut.

e [associativité, la commutativité et la distributivité de la multiplication pro-
viennent assez rapidement des propriétés déja vues sur la multiplication pour les
entiers naturels.

Pour tout élément (a,b) de Z, on a :

H((a,b),(1,0)) —ax1+bx0,bx1+ax0)=(ab).
I’élément (1,0) est bien un neutre pour la multiplication II.
e On termine par montrer la régularité de la multiplication II.
Soient z1, 29 et z3 dans Z tels que z3 # (0,0) et [I(21, 25) = [1(22, 23).
On ouvre une parenthése pour montrer que pour tout z € 7Z, il existe un seul entier
naturel & tel que :

Existence

En effet, soit z = (a,b) un entier relatif. La relation d’ordre < est totale sur les
entiers naturels. On distingue alors deux cas :
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e si b < a, alors il existe un entier naturel k tel que a = b+ k. Il est alors facile
de voir que les couples (a,b) et (k,0) sont en relation pour Z et donc :

e si a < b, alors il existe un entier naturel / tel que b = a + ¢ et il est de
nouveau facile de voir que les couples (a,b) et (0,¢) sont en relation Z.
Conclusion,

Unicité

Supposons qu’il existe deux décompositions possibles. On distingue plusieurs cas :
e si ky et ko sont deux entiers naturels vérifiant (k1,0) = (ko,0), alors direc-
tement k1 +0 =0+ ks et k1 = ko
e si ky et ky sont deux entiers naturels vérifiant (0,k;) = (0, k2), alors de
nouveau on a : 0+ ko = k1 +0 et k1 = ko ;
e si ky et kg sont deux entiers naturels vérifiant (kq,0) = (0, ko), alors ki +ky =
0+ 0 = 0 et on sait dans ce cas que cela impose :

]i]l - ]i]z - O
Ceci termine 'unicité.

On revient a la régularité de la multiplication.
On distingue deux cas, selon I’écriture de 'entier z3 en (ks,0) ou (0, k3), I'entier

ks ne pouvant étre nul car z3 # (0,0).
— si lentier 23 est de la forme (k3,0) avec k3 non nul dans N, alors I’égalité :

(21, 23) = (29, 23)

devient :

(a17€3, b1k3) = (azk‘s, bzk3)-
On en déduit :

arks + baoks = biks + asks ou encore <a1 + 62> ks = <bl + a2> k3.
Par régularité de la multiplication dans ’ensemble N, on en déduit :

ay + b2 = b1 + as et donc (al,bl)%(ag,bg) s plliS Z1 = Z9.
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— si l'entier z3 est de la forme (0, k3) avec k3 non nul dans N, alors I’égalité :
H(Zh Zs) = H(Z'm Z3>

devient :

(b17€3, a1k3) = (b2k37a’2k3)'
On en déduit :

blkfg + (12]{?3 = 0,1]{?3 + bgkﬁg ou encore <b1 + a2> k’g = <(11 + b2> k’g.
Toujours par régularité de la multiplication dans I'ensemble N, on en déduit :
b1 + as = a1 + by et donc (ay, by)Z(ag, by) , puis de nouveau z; = 2.

Dans la suite, pour gagner en clarté, on notera la multiplication ® sur les entiers
relatifs :

v(m,m) e 72, (a,b) ® (¢, d) = (ac + bd, be + ad).

2.5 Relation d’ordre sur Z

On définit la relation binaire encore notée < sur les entiers relatifs par :

pour tous entiers relatifs (a,b) et (¢, d), on note (a,b) < (¢,d) si et seulement si il
existe un entier naturel £ tel que :

c+b=a+d+Ek.

Cette définition est consistante, indépendante des représentants choisis dans les
classes.

Démonstration

On se donne deux couples (ay, by) et (ag, by) d’entiers naturels qui sont en relation
XK.

On se donne encore deux couples (¢q,d;) et (ca,dy) d’entiers naturels qui sont en
relation Z.

Supposons qu’il existe un entier naturel & tel que :

Cl+b1:(l1+d1+k3 [égahté*]

Comme ((11, bl)%(ag, bg), alors ay + bg = b1 + as.
De méme, on a : ¢; +dy = dy + o = o + dy.
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On obtient, en ajoutant ds aux membres de I'égalité ¥ :
cg+b+dy=a1+di +k+d

et donc :
co+by+dy=a,+k+dy+ dy.

Par régularité de I'addition, on peut simplifier par d;, ce qui donne :
Co+by=a; +k+ds.
En ajoutant maintenant by aux termes de 1’égalité précédente :
co+by+by=a+by+do+k=b+a+dy+ k.
En simplifiant par b; par régularité, on obtient :
co+by=as+dy+ k.

En intervertissant les roles des indices 1 ou 2, on obtient que la définition est
consistante, la relation ayant lieu ou non, mais indépendamment des représentants
choisis.

La relation < est une relation d’ordre total sur Z.

Démonstration
Si (a,b) et (¢, d) sont deux entiers relatifs, la définition de la relation d’ordre permet
d’écrire :

(a,b) < (¢,d) <= a+d<c+b,
cette derniére inégalité étant au sens de la relation d’ordre < sur les entiers natu-
rels.

e La relation < est réflexive car si (a,b) € Z, alors a + b < a + b.
e La relation < est transitive car si (a,b) < (¢, d) et (¢,d) < (e, f), alors :

a+d<b+cetc+ f<e+d.
Il existe des entiers naturels & et £ tels que :
b+c=a+d+kete+d=c+ f+L.
On en déduit :

b+ct+e=a+d+e+k=a+c+f+l{+k.
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Par simplification avec c :

bte=atf+ <k+€), done (a,0) < (e, f).

e La relation < est anti-symétrique. En effet, si (a,b) < (¢,d) et (¢,d) < (a,b),
alors :
at+d<ct+betct+b<a+d.

Cela impose a +d = c+ b et (a,b) = (¢, d).

Enfin, la relation < est totale car si (a,b) et (c,d) sont deux entiers relatifs, alors
les entiers naturels a 4+ d et ¢ + b sont comparables dans N amenant a :

at+d<c+bouct+b<a+d

et donc a la comparaison des deux entiers relatifs.

2.6 Propriétés sur I’ensemble ordonné (Z, <)

Voici les principales propriétés de la relation d’ordre < :

[’ensemble Z n’est ni majoré, ni minoré.

Toute partie non vide de Z et majorée admet un plus grand élément.
Toute partie non vide de Z et minorée admet un plus petit élément.
Soient z; < 29 dans Z. Soit z3 un entier relatif.

Alors,

21 @ 23 < 22 D 23.

Si de plus, (0,0) < z3, alors :

21 @ 23 < 22 @ 2z3.

Si z3 < (0,0), alors :
20 ® 23 < 21 ® z3.

e pour tout entier relatif z, on a :

(0,0) <z ® =.

Démonstration

e Soit (a,b) un élément de Z. L’élément (a + 1, b) lui est strictement supérieur car
a+1+b>a+b. L’ensemble Z n’est pas majoré.

De méme, ’élément (a, b+ 1) est strictement inférieur a (a, b) : ’ensemble Z n’est
pas minoré.
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e Soit &/ une partie non vide de Z et majorée.

On peut écrire chaque élément de 7 sout la forme (k,0) ou (0, ¢), avec k et ¢ dans
N.

On considere les ensembles :

%’:{kEI\HWed}et%:{feI\H(O,f)e%}.

Soit (mq, my) un majorant de I’ensemble 7. Cela signifie que :

Vk € A, (k,0) < (mq,ms), donc k + my < my, donc k < my.

On distingue deux cas :
— si 'ensemble Z n’est pas vide, comme il est majoré dans N, il admet un
plus grand élément k.
On montre alors que (kg,0) est le plus grand élément de o/. C’est déja un
élément de o7 .
Soit maintenant z un élément de o7. Si z est de la forme :

z=(k,0)

avec l'entier naturel k est dans 4, puis k < kg et donc z < (ko, 0).

Si z est de la forme (0, ¢), alors

O‘|‘0<k30+£, dOHCZ< (k’o,O)

L’élément z est bien le plus grand élément de <7

— si I'ensemble & est vide, alors ’ensemble % n’est pas vide, puisque I’en-
semble o ne I'est pas. [L’ensemble % est non vide et inclus dans N : il admet
un plus petit élément /.
On montre alors que (0, ¢y) est le plus grand élément de o7. C’est déja un
élément de 7.
Soit de méme un élément z de ’ensemble 7. Comme 1’ensemble 2 est vide,
cet entier relatif z est nécessairement de la forme :

z = (0,¢), pour un certain entier naturel ¢.

Ainsi, £ € €, d’ou ¢y < ¢ et donc :

(0,0) < (0,4p).

La encore, on détient le plus grand élément de 7.
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e Pour cette troisiéme assertion, soit 7/ une partie de Z, non vide et minorée par
un entier (a, #). On rappelle que pour tous entiers (a,b) et (¢,d) de Z, on a les
équivalences :

(a,b) < (¢,d) <= a+d<b+c
<~ d+ta<<c+b
<~ (d,c) < (b,a).

Il est alors facile de voir que 1’ensemble :
o = {(b,a) : (@,0) € ﬁ}

constitué des opposés des éléments de &7 est non vide, car contient ’'opposé d'un
élément de I’ensemble non vide &7 et est majoré par (5, ).

Par le point précédent, ’ensemble 7’ admet donc un plus grand élément que 1'on
note (b, ap). Il est alors facile de vérifier que 1’élément (ag, by) est alors le plus
petit élément de I’ensemble 7.

e On détaille le point suivant avec les inégalités et les sommes ou les produits.
On pose z; = (a;,b;), pour tout indice i entre 1 et 3, avec a; et b; des entiers
naturels.

Comme z; < zy, alors :

ap + by < ag + by
Or,

21 @ 23 = (a1 + ag, by + b3) et 25 @ 23 = (a2 + ag, by + b3).
Il existe un entier naturel k tel que :
as +by =ay + by + k.
Alinsi, en ajoutant az + bs,
as +az +by +bs=ay +as+ by + b+ k.

Cela montre exactement que z; P 23 < 29 D 23.

On suppose (0,0) < z3.
L’entier relatif z3 est de la forme (£/,0) ou (0, £). S’il est de la seconde forme, alors :

0+¢<0+4+0,donc ¢ =0

et lentier relatif z3 est finalement de la forme (£’,0). Quoi qu’il arrive, I'entier
relatif z3 est de cette forme.
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Ensuite, z; ® 23 = (a1k’, b1k’) et 2o ® 23 = (azk’, bok’).
On en déduit :

agk/ + blk/ = (CL2 + bl)/{?/
= alk' —+ bgk)l —+ (k’ X k’,)

et donc on a l'inégalité voulue entre z; ® 23 et 20 ® 23.
Les calculs sont similaires dans le cas ou z3 < (0, 0), I'entier relatif z3 étant néces-
sairement de la forme (0, ¢).

e Soit finalement z un entier relatif. On distingue deux cas :
— premier cas : Pentier relatif z est de la forme z = (k,0), o k est un entier
naturel.
Dans ce cas,

z2®z=(kxk,0).

On sait le produit k& x k£ donne un entier naturel.
On remarque alors qu’en posant n = k X k, alors :

040 <0+ n, donc (0,0) < (n,0)

et on a ce qu’il faut.

— second cas : I'entier relatif z est de la forme z = (0, /), ot £ est un entier
naturel.
Dans ce cas,

2®z=(x10).

En reprenant le raisonnement fait dans le premier cas, on obtient de nouveau
ce qu’il faut.

2.7 Plongement de N dans Z

L’idée intuitive que I'on a des entiers naturels et des entiers relatifs est qu’un entier
naturel est un entier relatif. Au vu des pages précédentes, cette formulation est
tout a fait fausse, un entier relatif étant par définition une classe d’équivalence
d’un couple d’entiers naturels...

On tente malgré tout de contourner cette difficulté a I’aide d’un plongement.

L’application :
N — Z

Pl — (n,0)

est un morphisme injectif, préservant les lois + (avec &) et x (avec ®).
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Plus précisément, pour tous entiers naturels p et g,

{p@+q%=mm@p@)
p(p x q) = p(p) @ p(q)

De plus, 'application p est croissante :

V(p,q) € N>, p < q= p(p) < p(q).

Démonstration
Aucune difficulté majeure : il suffit juste de I'écrire avec les définitions des lois
d’addition ou de multiplication.

Cette application p permet d’identifier les entiers naturels n avec les entiers relatifs
p(n).

Dans la suite, on parlera d’entier relatif n pour désigner éventuellement un entier
naturel n.

2.8 Notations définitives des entiers relatifs

Soit z = (a,b) un entier relatif, o a et b sont des entiers naturels.
On notera dorénavant ’entier relatif :

z=ua—b.

On remarque sous cette notation que deux entiers relatifs a — b et ¢ — d sont égaux
si et seulement si a + d = ¢ + b, correspondant a la définition de la relation Z.

Chaque entier relatif (a,b) admet un opposé : (b,a). On peut réécrire le tout sous
la forme :

—(a—b)=b—a.

On notera 0 pour 'entier naturel / relatif (0,0) = p(0) et 1 pour I'entier naturel /
relatif (1,0) = p(1).

On notera + pour @ et X ou aucun symbole pour ®.

Ainsi, pour tous entiers naturels a et b, on a la trés belle formule :

a—b=a+(-0b).

Détaillons un peu cette formule. L’entier naturel a est I'entier relatif (a,0). 'entier
relatif b est (b,0) et son opposé est (0,b). La somme a + (—b) vaut alors l'entier

relatif (a,b) = a — b.
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De méme pour le produit, on dispose de formules du type :
(a —b)(c—d) = (ac+ bd) — (bc + ad),
correspondant a notre produit II sur Z x Z.

Bref, tout cela pour dire que les formules habituellement utilisées sur les entiers
relatifs prennent tout leur sens avec ces notations définitives. En particulier, en
multipliant dans une inégalité les termes par un entier positif, cela ne modifie
pas le signe de l'inégalité. Les égalités de la forme (—1) X p = —p ne posent
plus de problémes, pour tout p € Z, celles-ci pouvant étre interprétées comme
() xp+1xp=(=141)xp=0xp=0,’élément nul étant absorbant pour
le produit entre entiers relatifs.

3 Construction de I’ensemble (Q des rationnels

3.1 Définition d’une relation d’équivalence

Dans la suite, on note N* = N\ {0}.
On définit une relation binaire #Z sur 'ensemble £ = Z x N* par :

v((a, b), (c, d)) € ExE, (a,b)%(c,d) <> ad = bc.

La relation Z est une relation d’équivalence sur ’ensemble F.

e La relation est clairement réflexive, car avec les notations, ad = ad.

e La relation est clairement symétrique.

e La relation est transitive. En effet, si (a,b)Z(c,d) et (¢,d)Z (e, f), alors ad = be
et cf = de, donc en utilisant ’associativité du produit dans 7Z :

adf = bef = bde.
On en déduit par commutativité :
af X d=be xd.

Par régularité de la multiplication dans Z et comme d est non nul, on a af = be,
puis (a, b) (e, f).
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3.2 Ensemble quotient Q

Pour tout (a,b) € Z x N*, on note la classe d’équivalence du couple (a,b) par la

notation :
a

6.
Une telle classe d’équivalence est appelée nombre rationnel. On note Q, ’en-
semble quotient (Z x N*) /2% des nombres rationnels.

3.3 Construction de ’addition
On définit une loi d’addition sur les nombres rationnels comme suit.

L’application :

QxQ — Q
U (g f) ad + be
b’ d bd

est consistante.
De plus, cette addition vérifie les propriétés suivantes :

— l’addition ¥ est associative, commutative, d’élément neutre 1

a
— tout élément — est symétrisable et son opposé est e

— l'addition est réguliére.
On notera par le symbole « 4 » cette addition.

Démonstration
Si b et d sont dans N*, alors leur produit est encore dans N* d’aprés la derniére
propriété énoncée sur le produit des entiers naturels.

. ay a2 1 Co
eSi —=—et —=—, alors:

by by, dy  do

{ CleQ = a2b1 (1)
Cldg = Cle (2)

On calcule
A = (ady + bicy)bady et B = (agds + baco)bid, .
On peut écrire :
A = aydibady + bicibads
= aybadydy + c1dobiby
= agbididy + codib1 by, en utilisant (1) et (2)
= B.
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a1d1 + blCl o agdz + b2c2
bidy bads

La formule proposée pour 'addition de deux classes d’équivalence ne dépend pas

des représentants de ces deux classes.

On en déduit que les classes d’équivalence sont égales.

e Pour I'associativité, si on dispose de trois rationnels, on obtient :

by Dby by b1bybs

_+_

o (CLl 0,2) as o albg + blag as o (Clez + blaz)b:; + blbgag
1=
by by

et :

ry = b Ly <CL2 ag) o n asbs + boaz  aibybs + by(azbs + bza:%).
1

b ) b by brbabs

Il est facile de vérifier que les rationnels r; et 5 sont égaux.

Pour la commutativité, on peut écrire :

b dT T ed CaTy T T W

Ces deux rationnels sont égaux.

a ¢ ad+bc ¢ a cb+da
= t =+ - = .
Pour I’élément neutre, on a :

e Pour tout rationnel, on a :

a —a _ab+b(—a) 0 0
b b b b1

e [’addition est nécessairement réguliére, en utilisant la composition par 1’opposé.

3.4 Construction de la multiplication

On définit la multiplication comme suit.

L’application :
QxQ

O] (ac
b’ d

—
—

g8

est consistante.

On notera cette application « X » ou « - » dans la suite.
Cette multiplication vérifie les propriétés suivantes :
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1
— la multiplication est associative, commutative, d’élément neutre —
— la multiplication est distributive sur ’addition

a
— tout rationnel non nul est inversible et pour tout rationnel 7 non nul,

. . eb | . .
I'inverse de ce rationnel est —, ot ¢ = +£1 correspond au signe de I'entier
€a
a (c'est-a~dire e =1 <= 0 < q)
— la multiplication est réguliére : pour tous rationnels r, ro et r3, avec

0 ) ..
r3 # T on a l'implication :
1 XT3 =" XT's =171 =To.
Démonstration

Rien n’est difficile & montrer. Cela nécessite simplement d’écrire les vérifications
qui sont plus simples que celles effectuées pour I'addition.
c

. a e . .
Par exemple, si | = 7 ro = p et r3 = ? sont trois rationnels, alors :
X (ry % 13) a  ce
r ro X 1r3) = — X —
1 2 XT3 AT
~ace
© bdf
ac e
= — X —
bd f

= (7’1)(7"2) X T3.

De méme,
X r ac _ @ o X T
T = — = — = .
1 2= b 2 1
En outre :
><1 ax1 a
r - = = — =7
A T T

La distrivutivité marche aussi bien que 1’associativité du produit.

. a . . ..
Sir= 7 est un rationnel non nul, alors ’entier a est non nul. On distingue deux

cas : ;
— si 0 < a, alors a € N* et on vérifie que le rationnel s = — satisfait a

‘ a
I’égalité :




—b
— si a < 0, alors (—a) € N* et on vérifie que le rationnel t = — satisfait
—a
encore a l'égalité :

La régularité de la multiplication provient de 1’associativité et du neutre de la
multiplication, en multipliant & droite par I'inverse du rationnel non nul r3 dans
l’égahté " XT3 =179 XT3.

3.5 Relation d’ordre sur QQ

On définit une relation binaire < sur les rationnels par :

a _c
— < = < be.
;S g <= ad < be

Cette relation est consistante. De plus, il s’agit d’une relation d’ordre total sur
I’ensemble Q des rationnels.

Déénonstration .

Si b—l = b_2 et d—l = 2 sont des représentants de rationnels, avec les b; et les d;
1 2 1 2

dans N* et les a; et les ¢; dans Z, si a1d; < bicq, alors en multipliant le tout par

bads dans N*, on conserve la méme inégalité, ce qui donne :

a1badidy < c1dabiby

donc asbidids < cobidiby — inégalité x.

On ne peut avoir coby < asds car sinon, en multipliant par b1d; € N*, on aurait une
contradiction avec I'inégalité x. Ceci montre que asds < cobo, la relation d’ordre <
étant une relation totale sur Z.

On en déduit que la valeur logique de 'inégalité proposée pour la relation < ne
dépend pas du représentant choisi pour les classes d’équivalence.

e Il est facile de voir que la relation < est réflexive car pour tout (a,b) € Z x N*,

on a: ab < ba.

a c c a
e Si 7 < p et p < 7 alors ad < be et be < ad. Par anti-symétrie de la rela-
tion < sur Z, on obtient ad = bc et les couples (a,b) et (c,d) sont en relation,
correspondant au méme rationnel : la relation est anti-symétrique.

a _c e
e La relation est transitive car si 7 < p et p < ?, alors ad < be et cf < de.

On peut multiplier (et méme simplifier par contraposé) par des éléments dans N*
dans toute inégalité dans Z, ce qui donne :

adf < bef et bef < bde.
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Par transitivité de la relation d’ordre sur 7Z :
adf < bde , puis af < be, car d € N*.

On a bien — <

>
| o

. . ) a c )
Enfin, si on considére deux rationnels r; = — et ro = —, alors les deux entiers ad

et bc sont comparables dans 7Z, la relation d’ordre < étant totale sur Z.
Lorsque ad < be, alors 1 < 9. Lorsque be < ad, alors ro < ry.

3.6 Propriétés sur I’ensemble ordonné (Q, <)

On notera Q% , 'ensemble des rationnels strictement positifs. Si r; et ry sont deux
nombres rationnels, on notera r; < ro pour signifier que r; < o et r| # ro.

On dispose des propriétés suivantes concernant les inégalités dans ’ensemble des
rationnels.

— pour tous rationnels ry, 5 et r3,
r <19 =1 +1r3 <ry+r3.
. 0
— pour tous rationnels 1,7y et r3 avec 1 < rs,
T < T9 — 71 XT3<T2XT3.

— pour tout rationnel r, on a :

=l o

<rxr.

. 0 I .
— pour tout rationnel r tel que 1 < r, il existe un entier naturel n non nul

tel que :

— o
S|

Démonstration .
e Soient r = 7 et ro = 7 deux rationnels tels que r; < 79.

. € RN .
Soit 3 = — un troisiéme rationnel.

b d
af £0€ gy = LT

Alors, ad < be. On rappelle que 7 + r3 = o i
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On considére les deux entiers
A= (af +be)df et B = (cf + de)bf.
Il s’agit de montrer que A < B. Comme f est dans N*, il suffit de montrer que :
(af +be)d < (cf + de)b.

Or, ad < be, donc comme f € N* adf < bef et en ajoutant bed de part et d’autre,
on a ce qu’il faut.

. a & .
e Soient r; = 7 et ro = 7 deux rationnels tels que r; < 79.

. e L : 0
Soit r3 = — un troisiéme rationnel, avec I <r3. Alors 0 x f <1 xe,donc 0<e.

On obtient : 11 X 13 = — et 15 X 13 = —
n obtient : r; X r3 = — et ro X r3 = —.

1 X Ty = 2 XT3 af
Comme 11 < 19, alors ad < be. On multiplie par f € N* sans changer le signe de
I'inégalité. On multiple par l'entier e sans changer le signe de l'inégalité, ce qui
donne :

adef < beef et donc 71 X r3 < 79 X 73.

a
e Soit r = 7 un rationnel. Alors,

axa
bxb

rXTr=

Comme a est un entier relatif, alors 0 < a x a. On en déduit :
0x (bxb)<1x(axa)

et donc ce qu’il faut.

e Soit r = % un rationnel tel que 9 < r. Alors 'entier a n’est pas nul et 0 < a.
L’entier a appartient a N*,

Pour tout entier n dans N*, I'inégalité % < % provient du fait que les couples (0, 1)
et (1,n) ne sont pas en relation & puisque 0 x n # 1 x 1 et que 0 x n <1 x 1.

Ensuite, on cherche un entier naturel n € N* tel que — < r, autrement dit tel que :
n
b<axn.
[’ensemble N n’est pas majoré. En particulier, il existe un entier naturel n tel que :

b<n.
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Il existe un entier £ dans N* tel que n = b+ k. On pose a’ le prédécesseur immédiat
de a, de sorte que :
ad €Neta=ad +1.

On en déduit :
axn=(ad+1)x(b+k)=0b+db+ ka.

[’élément ka est dans N* en tant que produit de deux éléments de N*. [.’élément
a'b est dans N. L’élément a’b + ka = £ ne peut étre nul, donc est dans N*.
L’égalité a x n = b+ ¢ montre que b < a X n. L’entier n trouvé plus haut répond
a la question posée.

3.7 Plongement de Z dans Q

De nouveau, les entiers et les rationnels sont pour l'instant des objets de types
différents. Nous allons inclure I’ensemble Z dans ’ensemble Q a I’aide d’un plon-
gement.

L’application :
7Z — Q
P p

—
p 1

est un morphisme injectif préservant les lois @ (avec + sur Q) et ® (avec x sur
Q). Plus précisément, pour tous entiers p et g,

{p@®q%=mm+w@)
p(p @ q) = p(p) x p(q)

De plus, 'application p est croissante :

V(p,q) € Z°, p < g = p(p) < p(q).

Démonstration
Aucune difficulté pour vérifier ces assertions. Il suffit de 1’écrire...
Par exemple, pour tous entiers relatifs p et ¢, on a :

]_)+g_p><1—|—1><q_p+q
1 1 1x1 1
et
P 4_ Pq _ P
1 1 1x1 1




De plus, pour tous entiers relatifs p et ¢, on a les équivalences :

]{é% — px1<1xq <= p<q.

Dans la suite, tout entier relatif p est maintenant considéré comme le rationnel p(p).

0
L’entier 0 est donc associé au rationnel p(0) = — par exemple. Ce plongement p

permet 'identification — via cette application — de chaque entier avec un rationnel,
tout en préservant les lois +, X et la relation d’ordre < sur les rationnels.

Avant de poursuivre, on énonce un petit résultat qui pourra étre localement utile.

e [’ensemble N n’est pas majoré dans Q.
e [’ensemble Z n’est ni majoré, ni minoré dans Q.

Démonstration u
e Supposons par ’absurde qu’il existe un majorant rationnel r = 7 de ’ensemble
N*. Alors, 1 < r, donc 0 < r.
1
Le rationnel — = — reste strictement positif. On sait qu’il existe un entier naturel
a
n tel que :
0O 1 b
- =< -
1 n a
. a n
On en déduit a < nb et doncr:E < T:n.

[’entier n € N* est donc strictement supérieur a r.

e Les lignes précédentes montrent que I’ensemble Z n’est pas non plus majoré dans
Q.

Supposons que l'ensemble Z soit minoré dans Q. Il existerait » € Q qui minorerait
Z. Pour tout n € N, on aurait r < —n, donc n < —r et le rationnel (—r) majorerait
N, ce qui est faux.

4 Construction de I’ensemble R des nombres réels
par les coupures de Dedekind

Pour tout rationnel r, on notera 72 = r X r qui est un rationnel positif.

La présentation qui suit a été introduite par le mathématicien allemand Richard
Dedekind en 1872.

37



4.1 Définition des coupures

On appelle coupure de Q, toute partie A de Q vérifiant les conditions suivantes :

e la partie A n’est pas vide et le complémentaire B = Q \ A n’est pas vide
e pour tout a € A et pour tout b€ B,on a:a<b
e l'ensemble A n’admet pas de plus grand élément.

On note R, I'ensemble de toutes les coupures de Q.

4.2 Un exemple

En posant :
A:{TEQ|r<00u[0<fr‘etr2<2]}

alors la partie A est une coupure.

Démonstration
L’ensemble A n’est pas vide car contient 0 et son complémentaire non plus car

2¢ A.

On montre dans cette section que si 7 € Q, alors on ne peut avoir r> = 2.

1
Pour le montrer faisons un peu d’arithmétique. Le rationnel — n’est pas un entier,

car sinon, on aurait I’existence d’un entier p tel que 2p = 1 et l'entier p serait
nécessairement, donc N* et vérifierait :

0<p<l.

Cependant, par définition, I’entier naturel 1 est le successeur immeédiat de I'entier
naturel 0. Cela permet de partager les entiers en deux catégories disjointes : les
entiers pairs et impairs.

Reprenons le fil...
Si un rationnel r vérifiait r* = 2, quitte a remplacer r par (—r), on peut écrire :

a . . .. .
r = —, avec a et b dans N*. Alors, a? = 2b%. L’entier a? est pair, ainsi que l'entier

a. On pose a = 2k, puis 4k? = 2b? et b> = 2k? est pair, imposant la parité de b.
a 2k k
On pose b = 24, avec ¢ dans N*. On en déduit que r = TS w T
Les entiers k et ¢ sont des prédécesseurs (pas forcément immédiats) respectifs des
entiers naturels a et b.
En réitérant ce procédé, on trouverait une infinité de précédesseurs a l’entier a,

car un prédécesseur d’un prédécesseur est encore un prédécesseur. On a déja vu
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que tout entier dans N* admettait seulement un nombre fini de prédécesseurs. On
aboutit & une contradiction amenant le fait que pour tout r € Q, on a r? # 2.

Soient @ dans A et b dans B =Q \ A.
Sia<0,alorsa<0<bet donca<b.
Si 0 < a, il est impossible que b < a, car sinon,

bxb<bxa<axXa

mais on sait que a X a < 2 < b x b. On aurait alorsa xa < bxbet bxb< axa,
sans avoir a X a = b x b, contredisant I’anti-symétrie de la relation d’ordre < sur
Q. On adonc a <bet commeac Aetb¢ A, alors a #bet a <b.

On montre pour terminer que I’ensemble A n’admet pas de plus grand élément.
Soit a € A. Si a <0, alors a < 1 et 1 € A. Dans ce cas, ’élément a n’est pas un
plus grand élément de ’ensemble A.
Plagons-nous maintenant dans le cas 0 < a.
On pose € = 2 — a” qui est rationnel strictement positif.
Il existe un entier naturel n; dans N* tel que :

1 €

0<— <=

st 2

Il existe un entier naturel ny, dans N* tel que :

1 €
0<—< —.
ny  4a
Choisissons un entier naturel n supérieur a la fois a ny et a no. Par exemple, I'entier
n = ny + ney fait Daffaire.
1
Posons alors ’élément o = a + —.

n
L’élément « est dans Q et est strictement positif.

Ensuite,
2 1
R a2+—a+—2
n o on
o € 1
< a+ 5+ =
2 n
< anLE—i—E
2 2
= a*+e=2

L’élément o est dans A et est strictement supérieur a a, lequel n’est pas un plus
grand élément de I’ensemble A qui est donc en définitive une coupure.
Avec cet exemple, on a « envie » d’associer a la coupure A le nombre réel v/2.
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4.3 Construction de ’addition

Dans la suite, si A; et Ay sont deux parties de QQ, on notera :
A1‘|‘A2 = {(I-|—b€@, (a,b) €A1 XAQ}.

On va définir une addition que ’on notera pour I'instant @ sur les coupures en
utilisant la propriété suivante.

Soient A; et Ay deux coupures.
Alors, I'ensemble A; + A, est encore une coupure.

On définit alors la somme des deux coupures A; et Ay par :

AL @ Ay = Ay + Ay

Démonstration
On montre que la partie A; + Ay est une coupure de Q.

Les parties A; et Ay sont non vides. On trouve au moins un élément a; et ay dans
chacun de ces deux ensembles. Alors :

a1+a26A1+A2.

D’autre part, il existe by ¢ Ay et by ¢ As.

La partie A; est majorée par b; et la partie Ay est majorée par by. La partie A;+ Ay
est donc majorée par b; + by : cette partie ne peut étre égale a Q qui n’est pas
majoré.

Soit maintenant un élément r € A; + As. On écrit r = a; + ao, avec a; € Ay
et ay € Ay. Comme 'ensemble A; n’admet pas de plus grand élément, il existe
aj € A; tel que a; < . On remarque dés lors que a) + as € Ay + A et :

a + as < ay + as.
L’ensemble A; + As ne posséde pas de plus grand élément.

Soient finalement a € Ay + Ay et b ¢ Ay + As. 1l s’agit de montrer que a < b.
[’ensemble

C:{b—ale(@; aleAl}

ne peut intersecter I’ensemble A, car sinon, on aurait I'existence d’un élément a;
appartenant & A; tel que I’élément ay = b — a; appartienne & A,. On aurait alors
b = a; + as, ce qui est contraire & 'hypothése formulée pour b.
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Ainsi, ’ensemble C' est inclus dans le complémentaire de A,. Pour tout = € C] et
pour tout y € Ay, on a :
y <.

En particulier, en écrivant a = a1 + as, avec aq € A; et ap € A,, alors en prenant
r=b—ajety=ay:

ay < b—ay,donc a=a; +ay <b.

On a tout ce qu’il faut.

4.4 Un peu de saute-mouton...

On démontre avec la fameuse technique du « saute-mouton » la propriété suivante
qui sera souvent utile plus tard.

Soit A une coupure de Q. On pose B =Q \ A.
Soit r > 0 un rationnel.
Alors les ensembles C' = {a +7r;ac€ A} et B ne sont pas disjoints.

Démonstration
On fixe un élément ag € A. On fixe un élément by € B. Par propriété des coupures,
on sait que :

VreQ, r<agy=zrx€Aetby<xr=— x € B.

Comme 0 < 7, il existe un entier naturel n € N* tel que :

1
0<—<r.
n

Comme I’ensemble N n’est pas majoré dans Q, il existe p € N tel que p > —ay.
Ainsi, —p < ag, donc —p € A.
On considére ’ensemble :

k
@:{k€N| —p+g€A}.
Cet ensemble est inclus dans N, non vide car contient 0 et est majoré par
max{(by + p)n, 1}.

m
Quitte a multiplier ce rationnel s = max{(by+ p)n, 1} = — par ¢ € N*, on obtient
q

que max{(by + p)n, 1} < m qui est un rationnel considéré maintenant comme un
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entier naturel m dans N*. L’ensemble & devient donc majoré dans N par ’entier
m.

L’ensemble & admet donc un plus grand élément que 1'on note k.

Par maximalité, on peut écrire :

k’oG@Gtk’o*Fl@é@.

Alinsi,
ko + 1

k
a:—p+goeAetb:—p+ € B.

On en déduit que :
1
b=a+—-—<a+r.
n

1
L’élément @’ = a + — — r est strictement inférieur & a, donc appartient & A et :
n

b=a +r

appartient a la fois & 'ensemble B et a I’ensemble C'.
On a bien trouvé un élément dans I'intersection C' N B.

4.5 Propriétés de 'addition

Voici les premiéres propriétés vis-a-vis de cette addition & sur les coupures.

— l’addition @ est associative, commutative et admet un élément neutre qui
est la coupure {7‘ €eQlr< O}

— tout élément de R est symétrisable et pour toute coupure A de R, I’en-
semble

A':{T€Q|Eln€N*, —r—lgéA}
n

est une coupure et est I’opposé de la coupure A pour 'addition &
— l'addition @ est donc réguliére :

Y(A,B,C)€R* ApC=Bo(C = A=DB.
Démonstration

e [’addition + est associative et commutative sur Q. Il est facile de voir que pour
toutes parties A, B et C' de Q, alors :

(A+B)+C=A+(B+C)et A+ B=B+ A.
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Il vient sans peine que pour toutes coupures A, B et C' de Q, alors :
(AeB)eC=Aa(BaC)et A B=B& A.

Posons 1’ensemble :

N:{TEQ|T<O}.

Il s’agit d’une coupure de Q car I’ensemble N est non vide, contenant (—1). Son
complémentaire est non vide car contient 0. Pour tout a € N et pour tout b ¢ N,
on a:

a<0<hb.

Enfin, si on fixe un élément a € N, alors 0 < (—a) et on sait qu'il existe un entier

naturel n € N* tel que :

0<—<(—a).

1

n
1

L’élément a’ = a+ — est strictement supérieur a a et appartient encore a I’ensemble

n
N. L’ensemble N ne posséde pas de plus grand élément.
Soit alors A une coupure de Q. Il s’agit de montrer que :

AP N = A ou encore A+ N = A.

On procéde par double inclusion.
Soit @ € A+ N. On peut décomposer a selon :

a=a+mn,aveca € Aetne N.

On en déduit que n < 0, donc a = o+ 1 < « et comme A est une coupure et que
a € A, alors a ne peut appartenir qu’a A.

Réciproquement, soit a € A. Comme I’ensemble A n’admet pas de plus grand
élément, alors ’élément a ne majore pas A. Il existe a’ € A tel que :

a<ad.

On pose 1 = a — a’ < 0 de sorte que I’élément 1 appartient a V.
Conclusion, ’égalité :
a=a +n
montre que I’élément a appartient bien & A + V.
La coupure N est bien un élément neutre pour la loi .

e Soit A une coupure de Q. On note I’ensemble

A/:{TEQ|E|TLEN*, —r—%géA}.
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Montrons déja qu’il s’agit d’une coupure de Q.

[’ensemble A’ n’est pas vide car le complémentaire Q\ A n’est pas vide et contient
par exemple un élément b.

On remarque que I'élément r = —b— 1 appartient a A’ puisque —r — 1= —r—1=
b¢ A

Le complémentaire de A’ n’est pas vide car en prenant a un élément de A, alors si
I’élément —a appartenait a A’, il existerait n dans N* tel que :

—G@—%¢A

[’élément a — ! étant strictement inférieur & a € A doit pourtant nécessaire-
ment appartenip a A également : contradiction et I’élément —a est en fait dans le
complémentaire de A’.

Soient maintenant a € A" et b ¢ A’

Il existe un entier n € N* tel que —a — - ¢ A

Pour tout entier naturel p € N*, on a : —b — — € A, par définition de la non
p

appartenance de b a ’ensemble A’.
On choisit alors par exemple p = n de sorte que :

1 1
—a——¢Aet —b—— € A.
n n

Comme A est une coupure de Q, cela impose :

1
—b— — < —a — —, puis rapidement a < b.
n n
Il reste & montrer (pour l'instant ...) que I'ensemble A’ ne posséde pas de plus
grand élément.
Soit @ un élément de A’. Il existe un entier naturel n € N* tel que :

1
b=—a—— ¢ A
a—- ¢
Posons 1’élément :
I R

a =a+ 771(” 1)

qui est strictement supérieur a a et qui vérifie :
, 1 1 1 1
—a — — J— a + JE— .
n+1 n n+1 n+1
1
= —a——¢ A
a—- ¢
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Conclusion, I’élément o' appartient a ’ensemble A’ et est strictement supérieur a
a. [’ensemble A’ ne posséde effectivement pas de plus grand élément.

On montre maintenant que :
A+ A" = N par double inclusion.
Soit r € A+ A’. 1l existe a et a’ respectivement dans A et A’ tels que :
r=a-+ad.
I1 existe, par définition de ’ensemble A’, un entier naturel n € N* tel que :
1
/
—a' — — ¢ A.
~ ¢
Du fait que ’ensemble A est une coupure, on peut écrire :
/ ]‘ / 1
a<—a ——,donca+a <——<0
n n

et r = a + o’ appartient a N.

Réciproquement, soit » € N. Alors, r € Q et r < 0.
Comme —g > 0, les ensembles C' = {a+ (—g) €Q;ac A} et B = Q\ A ne peut

étre disjoints, d’aprés la propriété du saute-mouton démontrée précédemment.
On trouve ainsi a € A et b € B tels que :

.
_ Iy,
“75

r
Comme 0 < bt on trouve un entier naturel n € N* tel que :

0< ! < ! d 0< ro !
— < ——, donc - = —.
n 2’ 2 n
On pose a’ = —a + r de sorte que :

r=a+ad.

On rappelle que a € A. Reste & montrer que o' € A'.

Or,

1 1 r 1
_al——:a—’f’——:b—_—_>b.
n n 2 n
1
L’élément b appartenant a B et A étant une coupure, 1’élément —a’ — — ne peut
n

appartenir qu’a ’ensemble B : I’élément o’ est bien dans A’, par définition de cet
ensemble.
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e La régularité de 'addition provient des points précédents.
En notant N le neutre pour @, si A, B et C sont trois coupures telles que ABC =
B ® C, alors :

(Ao C)Yo (' =(BaO)a '

donc :
Ao (CoC)=Ba (Ca)

puis :
A® N =B® N et finalement A = B.

4.6 Construction de la multiplication

On va définir une multiplication que I'on notera pour I'instant ® sur les coupures
a travers la propriété suivante.

On note N la coupure :

N:{'re@|r<0}.

Onnote@+:Q\N:{rEQ|O<r}.
Si A est une coupure de Q, on notera;

1
@A:{TGQ|3n€N*, _T_EgéA}

I’opposé de la coupure A pour I'addition &.

Soient, A; et Ay deux coupures contenant 0.
Alors, I'ensemble :

Al\/AQ:{(IXbEQ | a€Q+F‘|A1 etb€Q+ﬂA2}UN
est une coupure, ot la notation A; V A, sera une notation temporaire.

Si A est une coupure ne contenant pas 0 et différente de N, alors la coupure ©A
contient 0.

On définit alors le produit des deux coupures A; et A, par :

AV AysiDeAyet0e Ay
N,si Ay =NouAdy =N

Al @Ay =1 O(OA])V Ay),si0¢ Ay et 0 € Ay et de plus N ¢ {A;, Ao} .
O(A1 V (©A)),si0€ Ay et 0 ¢ Ay et de plus N ¢ {Ay, Ay}
(A1) V(BA,),s10¢ Ay et 0 ¢ Ay et de plus N ¢ {A;, Ay}
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Démonstration
On montre que ’ensemble C' = A; V A, est une coupure.
Comme les coupures A; et Ay contiennent 0 et que 0 n’est un plus grand élément
d’aucune des deux coupures A; et Ay, on peut choisir deux éléments a; € A; et
as € A, tels que :

0<apet0<as.

On choisit b; dans Q \ A; et by dans Q \ As.

Le produit a; X ay appartient a C.

On montre que le produit b; x by n’appartient pas a C, ce qui montrera que le
complémentaire Q \ C' n’est pas vide.

Supposons par ’absurde que le produit b; x by appartienne a ’ensemble C.
Comme by ¢ Ay et 0 € Ay, alors 0 < b;. De méme, 0 < by et donc par produit :

0 < by x by.

Le produit b; X by ne peut appartenir a I’ensemble V.
Il existe donc deux éléments a; € Q. N A et ay € QL N Ay tels que :

()leO[Q:lebQ.

Les éléments ay ou as ne peuvent étre nuls car leur produit serait nul sinon. Les
éléments «ay et ay sont donc strictement positifs.
Comme 0 < a3 < by et 0 < g < by, alors :

0<ap Xay<b Xay<by X by.
On obtient une contradiction imposant :

b1Xb2¢C.

Soient maintenant ¢ € C' et d ¢ C.
On en déduit que d ¢ N, donc 0 < d.
Supposons par ’absurde que 1’on ait d < c.
On écrit :
c=axb, avec a € A; et b € As,

avec les rationnels a et b positifs et en réalité strictement positifs.

d
On note 6 = — qui est un rationnel strictement compris entre 0 et 1.

c
On pose a; = 0 x a < a. Comme a € A et comme A est une coupure, alors le
rationnel o appartient a A.
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Les éléments a; € Q. N Ay et b € Q. N Ay vérifient :
arXb=0xaxb=0xc=d.

Cela implique que I’élément d appartient a I’ensemble C', ce qui est contraire au
choix de I’élément d.
On conclut a I'inégalité ¢ < d.

On montre maintenant que I’ensemble C' n’admet pas de plus grand élément.
Soit ¢ € C'. Comme 0 € A; et 0 € As, on sait que les coupures A; et Ay contiennent
deux rationnels strictement positifs.
Si ¢ < 0, alors ¢ n’est pas un plus grand élément puisque ’ensemble C' contient un
produit de deux rationnels strictement positifs.
Si ¢ > 0, alors on écrit :

c=axb

avec a € Q, N Ay et b€ Q, N A;. Les rationnels a et b sont en fait non nuls donc
sont strictement positifs. La coupure A; n’admet pas de plus grand élément. On
peut trouver un élément o’ dans A; avec :

a < d.
On en déduit rapidement que le produit a’ x b appartient a C et :
0O<axb<dad xb.
L’élément ¢ n’est pas un plus grand élément de I’ensemble C'.

Tout ceci montre que I'ensemble C' est bien une coupure.

Soit maintenant une coupure A différente de IV et ne contenant pas 0.

On en déduit que pour tout a € A, a < 0. On a donc l'inclusion A C N. Comme
A # N, alors il existe r € N tel que r ¢ A.

Comme r < 0, alors 0 < (—7) et il existe un entier n € N* tel que :

1 1
0<—<(=r)etdoncr<——<0.
n n

1
L’ensemble A étant une coupure et comme r ¢ A, alors —— ¢ A.

En d’autre termes, on vient de trouver un entier n dans N* tel que :
1
—-0——¢ A
¢
L’élément 0 appartient & ©A, ce qu'il fallait démontrer.

Cette multiplication vérifie les propriétés suivantes.
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— la multiplication est associative, commutative, d’élément neutre la coupure
{r €EQlr< 1}

— la multiplication est distributive sur 1’addition

— tout élément non nul de R est inversible et pour toute coupure A de Q

contenant 0, l'inverse (pour la multiplication ®) de la coupure A est la
coupure :

{%EQ|3n€N*,r—%géA}U{rGQMgO}.

Cette coupure sera notée A1
De plus, pour toute coupure A de Q différente du neutre N de ’addition et

ne contenant pas 0, 'inverse de la coupure A est la coupure @((@A)*).

— la multiplication est réguliére : pour toutes coupures A, B et C, avec C
différente du neutre de ’addition, on a 'implication :

A C=B®(C = A=B.

Démonstration

Comme la multiplication est définie selon certaines conditions, cela impose un
certain nombre de distinctions de cas dans les lignes qui vont suivre. On détaillera
le cas échéant seulement certains cas les plus pénibles.

Dans la suite, on note la coupure :

N = {T €eQ|r< 0}
qui est 1’élément neutre de I’addition &.

e On commence par montrer que la multiplication est commutative.
Soient A et B deux coupures.

Si A ou B vaut N, alors Bou Avaut N et AQ B=N=B®® A.
Détaillons la commutativité lorsque 0 € A et 0 € B.

Alors,

A®B:A\/B:{a><b€(@|a€@+ﬁAetbeQ+ﬁB}UN.

et :
B®A=B\/A={b><a€@|b€@+ﬁBetaeQ+ﬁA}UN.

Comme la multiplication est commutative dans Q, alors ces deux coupures A ® B
et B ® A sont égales.
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Si A et B sont différentes de N et si0¢ Aet 0 ¢ B, alors 0 € ©A et 0 € ©B.
Par le cas précédent, on sait que :

(6A)V (6B) = (6B) V (64A).

Par définition de la multiplication, on en déduit de nouveau A ® B = B ® A.

On détaille maintenant le cas ou les coupures A et B sont différentes de N et
lorsque 0 € Aet 0 ¢ B.
Alors, 0 € (©B). On sait par les lignes écrites plus haut que :

AV (eB)=(6B)V A.

On en déduit rapidement que A® B = B ® A.
Le raisonnement est similaire lorsque A et B sont différentes de N et lorsque 0 ¢ A
et 0 € B.

On montre maintenant que la multiplication est associative.
Soient A, B et C' trois coupures de Q.
Si par exemple A = N, alors :

AR (BeC)=Net(A®B)®@C=N®C = N.

Les calculs se font de méme si B = N ousi C = N.

Placons-nous maintenant dans le cas ou les trois coupures A, B et C' contiennent
0.
Alors,

B\/C:{bxce(@\b€Q+ﬂBetc€Q+ﬂC}UN.

On montre que :
Av(BvC):{axbxceQ\ae@mA, be@mBetce@mC}UN.

Soit r dans ’ensemble de gauche. Si r € N, il est dans I’ensemble de droite.
Sinon, le rationnel r est de la forme

r=axo,
aveca € Q NAetd € Q N(BVC). L’élément § est nécessairement de la forme :
0=bxec,

avecbe Q. NBetceQ . NC.
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On en déduit par associativité de la multiplication sur les rationnels :
r=(axb)xce(AvVB)VvC.

Il est facile de se convaincre que l'inclusion (AV B)V C C AV (BV C) a lieu, en
intervertissant les roles des variables a, b et c.

On a bien 'associativité dans le casou 0 € A, 0 € Bet 0 € C.

Plagons-nous dans le casou 0 € Aet 0 € Bet 0 ¢ C.

Par le cas développé ci-dessus, on peut écrire :

AV (BV (6C))=(AVB)V(eC).
De cette écriture, on peut écrire les lignes suivantes :
BV (6C) = o(B®C)
AV (BV(60)) = @(A@ (B®C)>
AVB = A®B
(AVB)V(oC) = o((AeB)&C).

Conclusion, en utilisant le fait que si deux coupures D et E vérifient ©D = SF,
alors D = ©6(6D) = ©(6F) = E, on obtient bien la formule voulue.

On détaille maintenant le cason 0 € Aet 0 ¢ Bet 0 ¢ C.

Alors,

A®(BeC) = Ao ((©B)V(0))

= 4@ ((©B) e (e0)

— ( (@B)) (&C) |[cf . lignes du haut|
)

- (e B)) @ (60)
= (A® B)® C, par définition de ®.

Par commutativité de ®, il resterait & examiner le cas ot 0 ¢ A, 0 ¢ Bet 0 ¢ C,
les calculs se faisant sensiblement de la méme facon que précédemment. Les détails
sont laissés au lecteur.

On montre maintenant que la coupure :

[:{re(@\r<1}
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est un élément neutre pour la multiplication ®.
On voit déja que I’ensemble I est bien une coupure de Q. Pour les détails, attendre
le plongement de @Q dans R, mais rien n’est difficile dans cette vérification.
Soit. A une coupure de Q.
— Si A= N, alors :
ARI=N®I=N=A.

— Si 0 € A, on montre par double inclusion I’égalité des ensembles :
AVvI=A.

Soit r € AV I.

> Sir € N, alors r < 0 et comme 0 € A, alors le rationnel r se doit
d’appartenir aussi & A (et non a Q \ A puisque A est une coupure de Q).
> Si 0 < r, alors le rationnel r est de la forme :

r=axb,avecacQ,NAetbeQ, NI
On en déduit que b < 1 et donc :
axb<a.

Comme ’ensemble A est une coupure de Q et comme a € A, alors I’élément
a X b étant inférieur & a ne peut appartenir qu'a A (et non a Q \ A).
Dans les deux cas, on a bien r € A.

Soit r € A.

> Sir <0, alorsr € N,doncre AVI.

> Si 0 < r, comme 'ensemble A est une coupure de Q, cet ensemble n’a
pas de plus grand élément. On trouve un élément a € A tel que r < a.

En posant b = 2 < 1, alors :

aceQ,NA beQ,Nletr=axb

On a bienre AV I.
Conclusion, AVI=A, puis AR [ = A.
— SiA# Netsi0¢ A, alors 0 € ©A et par le premier cas :

(BA) VI =06A.

On en déduit :
O(A®I) =0A,

et donc en prenant les opposés dans cette égalité, on obtient de nouveau :

A®I=A.
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e On montre la distributivité de ® sur .
Soient A, B et C, trois coupures.
SiA=N,alors AQ(B&C)=Net (AQB)®(ARC)=N&N =N.
Si B= N, alors :
A (BaC) = AxC
= Np(A®()
= (A®B)® (A ().

Si C'= N, il suffit d’échanger les roles de B et C', par commutativité de &.

On se place maintenant dans le cas ou les trois coupures A, B et C' contiennent 0.
Comme 0 + 0 = 0 dans Q, alors la coupure B @ C' contient 0 également.
La formule & montrer :

A (BeC)=(A®@B)® (Ax ()
se réécrit :
AV (B+C)=(AVB)+(AVv(C) [ égalité % |

le symbole + désignant la somme sur les parties de Q.
On prouve I’égalité % par double inclusion.
— Soit r dans I'ensemble de gauche.
) roor r
Sir <0, alorsr=§+§,avec§€N, donc :

e(AvB)etge(AvC).

|3

Si 0 < r, on écrit :
r=ax (b+c),

aveca € Q NAet (b+c¢)eQrN(B+C),avecbe Betce Cet0<b+ec.
Par distributivité de x sur 4+ dans Q, on obtient :

r=axb+axec.

Si b < 0 par exemple, alorsaxb < 0=0x0,avec0 € Q. NAet 0 € Q. NB, donc
0€ AV B. Ainsi, a x b€ AV B. Lorsque 0 < b, on a directement a x b € AV B.
De la méme facon, a x c € AV C.

[’élément r appartient bien a I'ensemble de droite.

— Soit 7 dans 'ensemble de droite. On écrit :

r=pg+,
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avec € AVBetye AVC.
On s’intéresse au cas ou [ et v sont strictement positifs.
On écrit :

B=axbety=ad xc,

avec a et @’ dans Q. NA, beQ . NBetceQ, NC.
Les quatre rationnels a, a/, b et ¢’ sont en fait strictement positifs.
On suppose par exemple a < a’. Dans ce cas,

a
f=da xV, avec b = — xb <D
a
Le rationnel " appartient donc a la coupure B et 'égalité :
r=f+~v=d xb +d xc=d x +¢c)

montre que r appartient bien a I'ensemble de gauche puisque (V/'+c) € Q. N(B+C).

On regarde maintenant un autre cas ou par exemple 3 < 0.
Alors, r < v appartient a la coupure AVC'. Sir € N, alors r appartient a ’ensemble
de gauche. Si 0 < r, alors r est de la forme :

r=axcavecacQrNAetceQNC.
Conclusion,
r=0x0+axc

avec 0 € Q. NAet0€Q, . NB,donc0x0=0€ AV B.
L’autre cas v < 0 se traite pareillement.
On a montré I'inégalité % lorsque les trois coupures A, B et C' contenaient 0.

Il reste a traiter les cas ot les trois coupures A, B et C' sont différentes de N et
lorsque 1'une des coupures au moins ne contient pas 0. Placons-nous dans cette
situation. On distingue quelques cas...

— si0¢ Aet 0 € Bet 0 C, alors 0 € ©A et par le premier cas traité :

(CA) @ (Bael)=(cA®B)d (AR ().
Cette égalité devient :
@(A ®B) = (@(A ® B)) ® (@(A ® C))
- o(UeBje(e0)
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On détaille quand méme le passage a cette derniére ligne. Si L et M sont
deux coupures de QQ, on sait par commutativité de la loi & que :

(Lo M)+ ((@L)@(@M)) =La@L)@M®@©M)=NaN =N.
On a que l'opposé de L 4+ M est bien égal a <(@L) ® (@M)) :

((@L) @ (@M)) — o(L & M).

On obtient bien la formule attendue dans ce cas.

— on traite un des cas les plus pénibles ot par exemple 0 ¢ A, 0 ¢ B et
0OeCetdeplus, B&C#Net0¢g (Ba().
On va trés fortement utiliser la distributivité déja montrée pour trois cou-
pures de Q contenant O.
Pour alléger les notations, on note les coupures :

A =cAet B = OB,

qui sont deux coupures contenant 0.

On sait par ailleurs que la somme de deux coupures contenant 0 redonne
une coupure contenant 0.

On en déduit puisque les coupures A’, B’ et C' contiennent 0 :

A (B aC)= (A/®B/> o <A’®C>.
La coupure B@C' ne contient pas 0 et est différente du neutre N. La coupure
e(Ba C) = (eB)® (eC) = B & C contient donc 0.
On utilise la distributivité pour les trois coupures A’, B'& C et C :
A® <(B' o) @C) = <A' ® (B @C)) ® A ®C).
Or, (B C)® C = B'. On en déduit :
ABaoC) = (A’@B’) ® (A’@C)
- <A’ ® (B & C)) DA ®0)® (A e0).

Les trois coupures A, B’ ® C et B’ © C contiennent 0. Par distributivité :

A ((B’@C) @ (B’eC)) - (A’@ (B’@C)) o (A’@ (B’@C)).
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Or, (B'®C) & (B'6C) = B'+ B'. Ainsi,
(A’ ® B’) ® (A’ ® B’) - A® (B ®B)
= (A’ ® (B ® C)) ) (A’ ® (B'© C))
- <A’®B’) ® <A’®C) ® <A’® (B’@C))

En composant a gauche par @(A’ ® B’), on obtient :
A'® B = (A’@C) ® (A’@ (B’@C)).
En composant par @(A’ ® C), on obtient :

A (B ol)= (A’@B’) S) (A’®C>.

Par conséquent, en utilisant la définition de la multiplication pour faire
apparaitre un produit avec des coupures contenant exclusivement 0 :

Ae(BaC) = Ao (s(Bac))
- A’®<B’60>

= (A’@B’) D (@(A’@C))

- <A®B>@(A®C).

— tous les autres cas sont calqués sur le cas précédent, en se ramenant sys-

tématiquement soit a la coupure nulle /N, soit & des coupures contenant 0.
Les détails sont laissés au lecteur.

e On note Q_ = N U {0}.
Soit A une coupure contenant 0. On montre que I’ensemble :

A:{lec@|3neN,r—l¢A}u@_
T n

est bien une coupure.

1
> Premiérement, pour tout entier naturel n € N* tel que r — — ¢ A, alors on ne
n

. 1 o
peut avoir r — — < 0, car 0 € A et que A est une coupure. Ainsi, 0 <r — — <7r
n

n
et on peut calculer I'inverse du rationnel » dans Q.
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> Ensuite, ’ensemble Q \ A n’est pas vide. On choisit un élément m ¢ A. Comme
0 € A, on doit avoir 0 < m.

Le rationnel : ]

appartient a A
m+ 1 bp

1
car en prenant n = 1 € N*, on a bien m+ 1 — — =m ¢ A par choix de m.
n

En outre, Uensemble A contient évidemment le rationnel nul.

> Soient maintenant un élément a dans A et un élément b n’appartenant pas a A.
Il s’agit de montrer que a < b.

Le rationnel b se doit d’étre strictement positif.

> Si a <0, alors immédiatement a < b.

> On se place dans le cas ou 0 < a. Il existe un entier n € N* et un rationnel r en
fait strictement positif tels que :

1 1
a=—,avecr —— ¢ A.
r n

Supposons par I'absurde que 1'on ait b < a. Comme les éléments a et b sont de
toutes facons différents, on aurait b < a. Le rationnel b est strictement positif. On

pose s = = de sorte que :
1

1
b= — et donc — < —.
s s T

. . 1 1 . [ . .
Cela impose r < s, puis 7 — — < s — —. Le rationnel » — — n’appartient pas a la
n n n

1
coupure A. Le rationnel s — — ne peut pas non plus appartenir a la coupure A :
n

1 _
s——¢& A doncb=- €A,
n

VI

ce qui est contraire au choix de b.

Conclusion, on a bien a < b.

> On montre que U'ensemble A n’admet pas de plus grand élément.

Soit @ un élément de A.

Sia < 0, on a déja vu plus haut que 'ensemble A contenant un élément strictement
positif. Dans ce cas, ’élément @ ne majore pas A.

Si 0 < a, le rationnel a est de la forme :




avec pour un certain entier naturel n € N* :

1
—— ¢ A.
r n¢
. 1
On pose le rationnel s = r — ———. On remarque que :
n(n+1)
1 1 1 1 1
s=r—|—— ===+ ——=>7 ==
n n+1 n n+l n

Le rationnel s ne peut pas appartenir a la coupure A : s ¢ A et en posant k =

n(n +1) € N, alors :

1 1
——=r——4¢ A.
5 k ! n¢

1
Le rationnel s — z ainsi que le rationnel s sont strictement positifs.

~ 1 ~
Par définition de A, on sait que le rationnel — appartient a A.
s

Or, par définition de s,

1 1
0<s<r,donc — < —.
r s
: o 1 i : T |
On vient de trouver un élément — dans A et strictement supérieur & — = a.
s T

Quoi qu’il arrive, I'élément a n’est pas un plus grand élément de I'ensemble A.
L’ensemble A est bien une coupure.

e On montre maintenant que la coupure A est l'inverse de la coupure A pour la
multiplication. En rappelant la notation :

I= {r €eQ|r< 1}
il s’agit de vérifier que :
A®A=1Touencore AVA=I
On procéde par double inclusion.

— Soit r € AV A.

> Sir <0, alorsr e [.

> On se place dans le cas ou 0 < 7. Tl existe a € A et b € A tous deux positifs (et
en fait strictement positifs) tels que :

r=a X b.
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Comme b € A, il existe un rationnel 0 < s et un entier naturel n € N* tels que :

1 1
b= — et m—~ ¢ A
m n

1

Comme m — — < m, alors m ¢ A et comme A est une coupure qui contient a,
n

alors :

1
a<m,doncax — <1letdoncaxb<l.
m

Ainsi, r < 1 et r € I : on a bien I'inclusion directe.

— Soit maintenant r dans I.

> Sir < 0, alors directement r appartient & N, donc r est dans I’ensemble de
gauche.

> On se place dans le cas ot 0 < 7.

La coupure A contient un élément strictement positif ag.

Comme 0 < ag et 0 < r < 1, on en déduit :

1—r

0<a0><

et il existe un entier naturel n € N* tel que :

1 1—r
0< —<agx .
n

D’aprés le lemme du « saute-mouton » vu en section 4.4, on peut trouver un
élément a € A tel que :
1
a+— & A.
~ ¢

1 1
En posant a = max{ag,a}, alors & € A, ap < a et a + — < a + —. Le rationnel
n n

« + — ne peut pas appartenir & la coupure A :
n
+ ! ¢ A
o+ — )
n
) 2
On pose le rationnel s = a + — de sorte que :
n
1 1
s——=a+—¢A.
n n

1 ~
Le rationnel b = — appartient a A.
s
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o ~
Le produit oo X b = 2 appartient a AV A.
(){ =

Comparons le produit o x b a r :

axb—r = -7

Le rationnel o X b — r est du signe de :

(1—r)an+2)—2=(1—r)an —2r

1
ou encore, en multipliant par o > (0, du méme signe que :

nr
1-— 1
a X T——>O.
2r n
Or,
1—r 1—r
0<—<CLOX S aX

Conclusion, on a l'inégalité stricte :
O<axb-—r.

Le produit a x b appartient a la coupure AV A. Il en est de meéme de tout rationnel
qui lui est inférieur, en particulier pour le rationnel r : » € AV A et on a I'inclusion
réciproque!!

La coupure A est bien un inverse de la coupure A pour la multiplication.
On montre I'unicité de I'inverse. Si B est un autre inverse pour la coupure A,

alors :
B = B®I
= B®(A®A>
- (B@A)@A
= I®A
= A
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e Soit ensuite une coupure A de Q différente du neutre N et ne contenant pas 0.
Alors, la coupure ©A que 'on note A" dans la suite contient 0. On sait que cette
coupure A’ posséde un inverse pour ®.

On remarque que :

(eA) e ((4) ) =Ae ((4)!) =1

On en déduit que la coupure ©A posséde un inverse qui est (A’)~! : c’est précisé-
ment ce qui est demandé.

e On termine ici par la régularité de la multiplication. Soient A, B et C trois
coupures telles que C' # N le neutre de ’addition et :

AC=B®C(C.

Par les points précédents, que la coupure C contienne ou non 0, elle posséde un
inverse que I’on note C~!. En multipliant & droite par C~! dans 'égalité ci-dessus,
on obtient par associativité de la multiplication :

A = A®I
= A®(CeC™)
- (4eC)ec
- (Bec)ac
= Be(CeoC™)
= B.

4.7 Relation d’ordre sur les coupures

On rappelle que I’'on note R ’ensemble des coupures.

Nous allons définir une relation binaire notée < sur I’ensemble R des coupures de
Q.

Soient A; et Ay, deux coupures de Q.

On notera A; < A, pour signifier que A; C As.

Cette relation < est une relation d’ordre totale sur I’ensemble R des coupures.

Démonstration
e Par la définition de la relation <, pour toute coupure A, on a A C A, donc la
relation est réflexive.
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e Par transitivité de la relation d’inclusion, la relation < est directement transitive.
e On termine par 'anti-symétrie de la relation <.

Soient deux coupures A et B telles que A < B et B < A. Alors, directement
A C Bet BC A, donc on a I’égalité des ensembles A = B.

e On passe maintenant au point un peu plus étonnant sur le caractére total de
cette relation d’ordre.

Par I'absurde, si la relation < était partielle, on pourrait trouver deux coupures A
et B telles que A n’est pas incluse dans B et B n’est pas incluse dans A.

On trouve alors un élément a € A\ B et on trouve un élément b € B\ A.
Comme a € A, b ¢ A et que A est une coupure, alors a < b.

Comme b € B, a ¢ B et que B est une coupure, alors b < a.

On sait que la relation d’infériorité < est une relation d’ordre sur Q. Les égalités
a < bet b < a ne peuvent se produire dans Q : on obtient une contradiction
démontrant le caractére total de la relation d’ordre < sur R.

4.8 Propriétés sur I’ensemble ordonné (R, <)

On notera R7, 'ensemble de toutes les coupures contenant 0. Si A et B sont deux
coupures de @, on notera A < B pour signifier que A < B et A # B.

On rappelle les notations (pour Iinstant temporaires) pour les neutres des opéra-
tions @ et @ :

N:{T€Q|T<O} et]={r€@|r<1}.
On dispose des propriétés suivantes dans 'ensemble R des coupures de Q.
— pour toutes coupures A et B, on a l'implication :
A< B=6B<cA

— l’ensemble R n’est ni majoré, ni minoré

— toute partie non vide de R et majorée admet une borne supérieure, c’est-
a-dire un plus petit majorant

— toute partie non vide de R et minorée admet une borne inférieure, c’est-
a-dire un plus grand minorant

— pour toutes coupures A, B et C,

A<B=Aa(C<BaC.
— pour toutes coupures A, B et C, avec N < C,
B

A<B=—= ARC<B®C.
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— pour toute coupure A, on a :

N<A®A.

Démonstration
e Soient A et B deux coupures de Q telles que A < B. Ainsi, A C Bet Q\ B C

Q\ A
Soit r € &B. 1l existe n € N* tel que :

1
—r——€Q\B.

On en déduit : |
—r——€Q\A, puisr € OA.
n

e Soit A une coupure de Q.
On pose les coupures :
B=AdletC=A01.

Soit a € A. Alors,a=a+0,aveca € Aet 0 € [, doncae B: A< B.
On montre que B # A. Par le lemme du saute-mouton, on trouve un élément

1 1
aeAtelquea+§¢A. Or, lasomme6:a+§appartientaAEB[:B:on

vient de trouver un élément S appartenant a B, mais pas a A. Conclusion, A < B.
[’ensemble R n’est pas majoré. Plus précisément, on vient de montrer que pour
toute coupure X de Q,

X<Xodl.

En utilisant ceci pour la coupure X = C = A S I, alors :
C=X<Xal=A
Ceci montre que ’ensemble R n’est pas minoré.

Soit .% une partie non vide de R et majorée par une coupure que 1’on note M :
VAe 7, A< M.

On pose ’ensemble :

T=|JA

AceTF

Nous allons montrer que I’ensemble T est une coupure de Q et qu’il s’agit de la
borne supérieure de ’ensemble .%.
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— Comme l'ensemble .Z est non vide, on peut choisir un élément Ay € .%.
Comme l'ensemble Ag est une coupure de @, on peut choisir un élément
ag € Ap.

On en déduit facilement que :

ag €T.

L’ensemble 7T n’est pas vide.
Comme M est une coupure, on peut choisir un élément m € Q \ M.
Soit a € T. 1l existe une coupure A € .7 telle que :

a€ A

Par définition de I’ensemble M, on a l'inclusion A C M, puis a € M.
Comme ’ensemble M est une coupure, alors :

a<<m.

Ceci montre que 1’élément m n’est pas égal & a, et ce pour tout élément a €
A, et ce, pour tout élément A € .%. Conclusion, le rationnel m n’appartient
pas a ’ensemble 7" : I’ensemble Q \ 7" est non vide.

Soient maintenant deux éléments a € T et b ¢ T. Il existe une coupure
A e F telle que :
ac A

Comme b ¢ T, alors pour toute coupure B € %, on a:b¢ B, donc b ¢ A.
Comme '’ensemble A est une coupure, on obtient :

a < b.

Soit finalement un élément a € T. Il existe une coupure A € .Z telle que :
a€ A

L’élément a n’est pas un plus grand élément de la coupure A : on peut
choisir un élément o’ € A avec a < a'. 11 est facile de voir que :

adeT.

L’élément a n’est pas un plus grand élément de I’ensemble T.

Conclusion : I’ensemble T est une coupure de Q.
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— pour toute coupure A € .%, on a évidemment I’inclusion
ACT,donc A<LT.

La coupure 7" majore I’ensemble ..
— Soit maintenant un majorant U de ’ensemble .%. Alors,

VAe 7, A<LU,donc ACU.
Il est facile de voir que 1’on a I'inclusion :

T:LJACU

AeF

Le majorant 7" est bien le meilleur des majorants de I’ensemble ..

e Soit ¢ une partie non vide de R et minorée. Soit P un minorant de cette partie
¢. On pose la partie :
7={ea; Aey}

Cet ensemble .% n’est pas vide et pour tout A € 4, ona P < A, donc 6A < &P.
La partie .Z est majorée par M = ©P. Par le point précédent, la partie .# admet
une borne supérieure que 1’on note 7.

On montre maintenant que la coupure () = &7 est la borne inférieure de I’ensemble

9.
— Cette coupure () minore déja I’ensemble ¢.
— Soit W un minorant de la partie ¢4. Alors,

VAe 9, W < A donc © A< oW

La coupure ©W majore donc ’ensemble .%.
Le majorant ©W est moins bon que la borne supérieure T' :

T <oW,donc W =o(eW) <oT = Q.

Le minorant @) est donc un meilleur (plus grand) minorant de la partie ¢
que le minorant W. Il s’agit tout simplement du plus grand minorant !

e Soient A, B et C trois coupures de Q telles que A < B. Alors, A C B.

Soit r € A@ C. On écrit r = a+c¢, avec a € A et ¢c € C. Comme a € B, alors r
est la somme d’un élément de B et d’un élément de C' : r € B @ C. Ceci améne
I’inclusion :

ApCcBocC.
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On obtient ce qu’il faut.

Soient A, B et C, trois coupures avec N < C' et A < B.

>SiC =N,alors AC =A® N =N=B®N = B®C. On a l'inégalité
voulue.

> On se place dans le cas ou N < C. La coupure C contient au moins un rationnel
¢ strictement positif.

On suppose ici que N < A. Les coupures A et B contiennent alors 0, ainsi que les
coupures A® C et B® C.

Soit r€e AR C.Sir <0,alorsre B® C.
Si0O<r,onécritr=axc,aveca € A,ceCet0<aet0<c Or,a€ B,doncr
est le produit d’un élément strictement positif dans B avec un élément strictement
positifde C': r € B® C.

Si A= N, alors A® C = N et tout élément de N est un rationnel strictement
négatif, donc appartient & B ® C' quoi qu'’il arrive.

Si A< B < N,alors N=6N < 6B < SA et par le premier cas déja montré :

(eB)@C < (6A)C

ce qui se réécrit :
oBx(C)<oA®l),

puis ce qu’il faut en prenant les opposés dans cette inégalité.
Si A < N < B, alors on sait que :

N <A done NoC < (6A)eC

donc: N <O(A®C)et N < A®C.
D’autre part, N < B, donc N® C < B C,puis N < B® C.
Par transitivité de la relation d’ordre <,

ARC KN <B®C.

e Soit A une coupure de Q. On distingue deux cas :
— si N < A, en utilisant le point précédent,

NRAKA®A

et donc ce qu’il faut ;
— si A < N, alors N < &A, puis en utilisant le point précédent :

N® (6A) < (64) ® (2A).

Ceci se réécrit :
N<(CA®©A)=ARA

par définition de la multiplication ®.
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4.9 Plongement de Q dans R

Le moment est venu d’interpréter des rationnels comme des nombres réels. Nous
allons inclure Q dans R, ’ensemble des coupures a ’aide d’'un autre plongement.

L’application :

Q — R

roo— {s €Q|s< r}

est un morphisme injectif préservant les lois d’addition sur QQ et sur R, ainsi que

les lois de multiplication sur Q et sur R. Plus précisément, pour tous rationnels r
et r’,

p:

{ p(r+r') = p(r) @ p(r')
p(rxr') = p(r) @ p(r')
De plus, I'application p est croissante :

V(r,r') € Q% r<r = p(r) < p(r').

Démonstration

e Premiérement, si r € Q, ’ensemble donné par p(r) est bien une coupure car elle
est non vide, contenant » — 1, son complémentaire contenant par exemple r. En
posant A = p(r), Ensuite, sia € Aetsib ¢ A, alors a <r < b, donc a < b.

: L i 1
Enfin, si a € A, comme 0 < r — a, il existe un entier n € N* tel que 0 < — <r —a
n

1
et I’élément a’ = a + — est strictement supérieur & a et reste dans A : ’ensemble

n

A n’admet pas de plus grand élément.

e Soient 7 et 7’ dans Q. On pose A = p(r) et B = p(r’). On montre que :
pir+r)=A®B

par double inclusion.
Soit s € A @ B. On écrit :

s=a-+b avecac Aetbe B

donc s=a+b<r+retseplr+r).
Soit s € p(r +1'). Alors s est un rationnel tel que s < r + 7’
On remarque que 0 < r + 7’ — 5. On trouve un entier naturel n tel que :

1 /
0< —<r+r —s.
n
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1
On pose les éléments a =r — — < r et
n

b=s—a=s+——r<r
n
sont des rationnels respectivement dans A et dans B. De plus,
s=a+beA® B.
On a bien 'autre inclusion.

Soit 7 un rationnel. En prenant ' = —r et en posant N = p(0) qui est le neutre
de 'addition 6, alors :

p(r) @ p(r') = N, donc p(r') = ©p(r).
On vient de montrer que :

vreQ, p(=r)=op(r).

e Soient r et 7" dans Q. On va montrer la formule pour la multiplication préservée
par p en distinguant plusieurs cas.
— Sir ou 7 vaut 0, alors :

p(rx ') = p(0) = N et p(r) @ p(r') = N

car I'un des facteurs est égal a V.
— On se place ici dans le cas on 0 < r et 0 < 7.
Les coupures A = p(r) et B = p(r’) contiennent 0, donc :

A®B:{axbe(@; ae@mAetbe@mB}uN.

Soit s € A® B.

> Si s <0, alors directement s < r x r’ et s € p(r x 1').

> Si s > 0, on peut écrire s =a x b, avec a € Q. N A, b € Q, N B. Comme
0<a<ret0<b<r alors0<axb<rxr dans Qetse p(rxr).

Soit s € p(r x r’). Alors, s est un rationnel tel que :
s<rxr

> Si s <0, alors s € N, donc s € A® B.
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> Si 0 < s, on remarque ’'on a 'inégalité :
s s
0< - <r,donc0<r——.
r r
Il existe un entier naturel n € N* tel que :

1 S 1
O<—<T——/et0<—<r.
n T n

On pose les rationnels :

1
O<a=r——<r

n
et : s
0<b=—.
a
Or,
S r! S
r—b=1r"—- = —x (a——)
a a r!

ﬁ\

(-57)
= Xr————1]>0,
n

car 0 <7’, 0 < a et par choix de I’entier n. Par conséquent,

2 |

b<r',donchbée€ Beta<r, doncac A

Conclusion,
s=axbe A® B.

On a bien la double inclusion dans ce cas.
— On se place ici dans le cas ou r < 0 et ' < 0. Alors, par le cas précédent
appliqué 0 < —r et 0 < —r/, alors :

p((=) x (=) = p(=r) @ p(—r")
= (een) @ (eptr))
= o) ® plr')

par définition de la multiplication ®.
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— On se place finalement dans le cas ot r < 0 < 7. Lautre cas ' < 0 < r
se déduit alors par commutativité des multiplications x sur Q et ® sur R.
On revient au cas 7 < 0 < r’. On applique la formule avec (—r) et 7/, ce qui

donne :
p(—r X 7”) = p((—'r’) X r’)
= p(=r)®p(r)
= (eptn) @)

= 5(ptr) x o).

On en déduit :

p(r) x p(r') = ©(p(=(r x 1)) = pr x 1)

e On montre I'injectivité de la fonction p. Soient r et ' dans Q tels que r # 7.
Par exemple, » < r’. On voit alors que :

rep(r')etrép(r).
Les ensembles p(r) et p(r’) ne peuvent étre égaux. Par contraposé, on a bien
I’injectivité.

e Soient r et v’ dans Q tels que r < 7’. Il est évident par transitivité de la relation
< sur Q, que 'on a l'inclusion :

p(r) C p(r'), donc p(r) < p(r').

La fonction p est bien croissante.

4.10 Notations définitives des nombres réels

On notera par des lettres minuscules z, y ... les nombres réels, au lieu des lettres
majuscules pour désigner les coupures de Q.

On notera 0 = p(0) le neutre de 'addition et 1 = p(1) le neutre de la multiplication.
On notera par +, I’addition sur les nombres réels et par x ou par - ou encore sans
symbole, la multiplication sur les nombres réels.

On notera les ensembles :

R* =R\ {0}, R+:{xER|O<x},puisRi:{xER|0<x}.
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Pour tout réel x non nul, on sait que le réel x est inversible dans R. On notera

indifféeremment 27! ou — cet inverse.
x

e T 1 B
Pour tous réels z et y avec y non nul, on notera indifféeremment : = = zx— = z-y .
Y Y
Pour tout réel z, on notera z? au lieu de x x z. On sait que pour tout z € R, on

a:
0 < a?

et que pour tout € R*, le réel 22 n’est pas nul car inversible en tant que produit
d’inversibles dans R et donc :

Vo e R*, 22 € R?.

5 Construction de I’ensemble C des nombres com-
plexes

5.1 Définition

On appelle nombre complexe, tout couple de la forme (a,b) avec a et b des
nombres réels.
On note C = R x R, I'ensemble de tous les nombres complexes.

5.2 Construction de I’addition et propriétés
On définit une addition notée + sur les complexes par :
v((a, b), (c, d)) e CxC, (a,b) + (c;d) = (a+c,b+d).
Voici les principales propriétés de 1’addition.
— l'addition + est associative, commutative et admet un élément neutre égal
a (0,0)
— tout élément de C est symétrisable et pour tout nombre complexe z =
(a,b) € C, opposé de z vaut :
—z = (—a, —b).

— l’'addition + est donc réguliére :

\V/(Zl,ZQ,Zg) - (Cg, 21+ 23 = 29 + 23 = 21 = 29.
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Démonstration
e Siz; = (a1,b1), 20 = (az,by) et z3 = (as, bs) sont trois complexes, avec les a; et
les b; des nombres réels, alors :

(21 +22) +23 = (a1 +ag, by + by) + (as, b3)

= (ay + as + as, by + by + b3), car 'addition est associative sur R
(al, bl) + (CL2 + as, bz + bg)
Z1 + (22 + 2’3).

Sous les mémes notations,

21 + 29 = (a1 + ag, by + be) = (ag + a1, by + by) = 29 + 21.

Il est facile de voir que (0,0) est le neutre de ’addition dans C, car 0 est le neutre
de 'addition dans R.

e Pour tout z = (a,b) € C, on a :
2+ (—a,—b) = (a—a,b—b) =(0,0),
donc l'opposé de z est (—a, —b).
e Si z1, 29 et z3 sont trois complexes tels que z; + z3 = 29 + 23, il suffit de composer

a droite par (—z3) pour obtenir z; = 2.

5.3 Construction de la multiplication et propriétés

On définit la multiplication notée x sur les nombres complexes par :

v((a, b), (c, d)) €C x C, (a,b) x (¢,d) = (ac — bd, ad + be).

Voici les principales propriétés de la multiplication sur les nombres complexes.

— la multiplication est associative, commutative et d’élément neutre égal a
(1,0)

— tout élément non nul de C est symétrisable. Plus précisément, pour tout
z = (a,b) € C, avec (a,b) € R x R\ {(0,0)}, alors 0 < a® + b* et I'inverse
du complexe z est le complexe :

;o a b
= a?+b2" a2+ )"
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— la multiplication est distributive sur 1’addition :
V(21, 20, 23) € C?) 21 X (22 + 23) = (21 X 22) + (21 X 23).

— la multiplication est réguliére : pour tous nombres complexes zy, 29 et 23,
avec zz non nul, on a :

21 X 23 = 29 X 23 == 21 = 2».
Démonstration
e Soient z; = (ay,by), 22 = (as, by) et z3 = (ag, bs), trois nombres complexes, avec
les composantes a; et b; réelles.

Alors, d’une part :

z21 X (22 X 23) = (al,bl) X (a2a3 — bgbg,agbg -+ agbg)
(CLl (a2a3 — b2b3) — bl (a2b3 —+ a3b2), aq (CLng + a3b2) + bl (CLQCLg — bgbg))

a1a2a3 — CL1b2b3 — b1a2b3 — b1a3b2, a1a2b3 -+ a1a3b2 + bla2a3 — b1b2b3>

et d’autre part,

(21 X 22) X z3 = (a1a2 — ble,ale + CLle) X (&3,b3)

= ((a1a2 — blbz)a3 — (a1b2 -+ a2b1)b3, (a1a2 — ble)bg -+ (a162 + CLle)ag)

= (a1a2a3 — blbgag — albgbg — agblbg, a1a2b3 — blbgbg + a1b2a3 + a261a3> .

On obtient deux formules identiques, par commutativité des opérations sur les
nombres réels.
De plus, avec les notations déja introduites,

21 X 29 = (a1as — bibg, a1bs + ashy) et zo X 21 = (asa; — baby, asby + a1by).
On obtient toujours le méme nombre complexe.
En outre, pour tout complexe z = (a,b) € C,
(a,b) x (1,0) =(ax1—=bx0,ax0+bx1)=(a,b).

Le complexe (1,0) est bien un neutre pour la multiplication sur les complexes.
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e Soit maintenant un complexe z = (a,b) non nul. Le couple (a,b) est non nul.
Les réels a® et b? sont positifs. La somme a? + b? est donc positive et ne peut étre
nulle car sinon, on aurait :
a’ = —b*
qui est & la fois un réel positif et négatif, donc nul. Cela implique a? = b? = 0, puis
a = b = 0 par régularité de la multiplication sur les nombres réels. Ceci implique
que :
0<a®+b

On peut alors poser le complexe :

S a b
C\a@2 402 a2+ b?)

On observe alors que :
a b
zxz = (a,b) x <a2+b2’_a2+b2)

= (ax =2 —px (- b a X b +be
n a? + b2 a2 +0v2 )’ a? + b? a? + b?

B <a2 +b® —ab+ ba)

a?+b0?" a? 4 b?
= (1,0).

Le complexe z est bien inversible, d’inverse égal au complexe z’.

e On vérifie la distributivité de la multiplication sur ’addition. Avec les notations
déja introduites, on a d’un coté :

zZ1 X (ZQ"‘Zg) = (al,bl) (CLQ"‘CLg,bQ"—bg)

(CL as + CL3 — bl(bQ + bg) al(bg + bg) + b1<CL2 + a3)>

(fhaz + ajag — byby — bibs, arby + arbs 4 bias + 51613)
= (ayag — biby, arby + byas) + (a1as — bibs, arbs + bras)

= 21 X 29+ 21 X z3.

e Enfin, si 27, 29 et z3 sont trois complexes tels que z3 est non nul et 27 X z3 = 29 X 23,
en multipliant a droite par I'inverse de 23, on obtient en utilisant I’associativité et
I’élément neutre de la multiplication : z; = 2».
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5.4 Plongement de R dans C

On va inclure ’ensemble R des réels dans ’ensemble C des couples de réels par un
plongement.

L’application :
R — C

Prla — (a,0)

est un morphisme injectif préservant les additions et les multiplications. Plus pré-
cisément, pour tous réels z et y,

{ p(z +y) = p(z) + p(y)

P
p(r xy) = p(z) x p(y)

Démonstration
Tout est facile a vérifier. Les détails sont laissés au lecteur.

5.5 Notations définitives des nombres complexes

Pour tout réel x, on note = a la place de p(z) = (z,0).
On note donc 0 le complexe nul égal a (0,0) et on note 1, le complexe unité égal
a (1,0).
On note i, le nombre complexe (0, 1).
On remarque alors la formule extrémement utile et a la base de 1'utilité des com-
plexes :

i?=(0,1) x (0,1) = (-=1,0) = —1.

On pourra utiliser indifféeremment les symboles X, - ou sans symbole pour écrire
les multiplications entre complexes.

Pour tous réels a et b, on en déduit :
a+0bi=(a,0)+ (b,0) x (0,1) = (a,0) + (0,b) = (a,b).
Tout nombre complexe z peut donc s’écrire d’une seule facon sous la forme :
z=a+bi, avec a et b réels.

Dans ce cas, le réel a s’appelle la partie réelle du complexe z et on note a = Re(z)
et le réel b s’appelle la partie imaginaire du complexe z et on note b = Im(z).

Tout ceci ouvre la voie & d’'innombrables théories sur les équations polynomiales
dans Z, dans @, dans R ou dans C par exemple...
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