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1 Généralités sur les coniques

Dans toute la suite, on travaille dans le plan affine euclidien habituel & = R2.

1.1 Définition

Définition 1 Soient D une droite du plan &, un point £’ n’appartenant pas & D puis e un nombre
réel strictement positif. Pour tout point M du plan, on note H le projeté orthogonal de M sur la
droite D. On appelle conique de foyer F, de directrice D et d’excentricité e, I’ensemble des

points M du plan tels que :
MF =e¢-MH.

1.2 Equation cartésienne des coniques

Soit € une conique de foyer F', de directrice D et d’excentricité e.
Soit Z = (0,7,)) le repére orthonormé direct défini par :
e lorigine O du repére est placée en F
e le vecteur 7 est le seul vecteur unitaire normal & la droite D tel que : DN {F +t-t > 0} =0

0
e le vecteur 7 est I'image de 7’ par la rotation vectorielle d’angle 5"

Dans ce repére &, la droite D a pour équation x = —q, ou ¢ > 0. On pose p = e - q le parametre de la
conique €.
Soit M un point du plan de coordonnées (x,y). Alors :

Me¥ — MF=¢-MH <+ OM?=¢.MH?
2
= x2+y2262<x+£)

e

— 24+ y=(e-z+p>

Cette équation est une équation cartésienne de la conique % dans le repére Z.

1.3 Equations polaires d’une conique

Avec les notations déja utilisées, soit M un point du plan de coordonnées polaires (p, ) dans le repére Z.
Alors :

Me¥ < MF=e-MH <+— p:e-(p-cosﬂ—}—z—?)
e

< p-(1—e-cosh)=p
— p:# ,car 1 —e-cosf # 0, puisque p # 0
1—e-cosf

Ceci est une équation polaire de la conique % dans le repére Z.




1.4 Coniques et similitudes

Proposition 1 Soit ¥ une conique de foyer F', de directrice D et d’excentricité e. Soit s : & — &
une simitude (directe ou indirecte). Alors I'image s(D) de la droite D par la similitude est encore
une droite. De plus, I'image s(%) de la conique ¢ par la similitude est encore une conique, de foyer
s(F), de directrice s(D) et d’excentricité e.

2 Paraboles

2.1 Définition

Définition 2 On appelle parabole, toute conique d’excentricité égale & 1.

1
Remarque 1 Les courbes polaires p = ——— ou p = ———— correspondent & des paraboles.
1—cosf 1+ cos6
Exemple 1 La courbe polaire p = —————— correspond-elle & une parabole?
2+ 2sin 6

2.2 Equation réduite d’une parabole

Soit &, une parabole de foyer F' et de directrice D. Choisissons le repére Z = (0,7, ) déja défini. Dans ce
repére, une équation cartésienne de la parabole est :

P24+t =@+p? = ¥P=wp z+p’ = y2:2p<x+§).

Soit O’ le point de coordonnées <—§,0) puis Z' = (0',7,7) un nouveau repére. Soit M un point de

coordonnées (z,y) dans Z et de coordonnées (X,Y) dans #Z’. On a alors :

p
:X——
* 2
y=Y
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L’équation de la parabole &2, dans le nouveau repére %’ devient : Y2 = 2p - X, appelée équation réduite
de la parabole .

Remarque 2 e Le point O’ est appelé sommet de la parabole.
e La parabole est symétrique par rapport & l'axe des abscisses. Elle passe par les points de coordonnées

(5).

2.3 Tangentes a une parabole

Proposition 2 Soit &, une parabole de foyer F' et de directrice D. Soit M un point de &Z,. Alo\rs,
la tangente en M & &2, est a la fois la médiatrice du segment [F'H] et la bissectrice de ’angle HMF'.

Corollaire 1 Tout rayon lumineux incident intérieur a la parabole parallele a I’axe de symétrie se
refléchit en un rayon passant par le foyer.

3 Ellipses

3.1 Définition

Définition 3 On appelle ellipse, toute conique d’excentricité strictement inférieure a 1.




1 2
3+sinf + cosf

Exemple 2 Que peut-on dire de la courbe polaire p =

3.2 Equation réduite d’une ellipse

Soit & une ellipse de foyer F', de directrice D et d’excentricité e. On reprend le repére Z = (0,7, 7), dans
lequel Pellipse a pour équation :

x2+y2:(e-x+p)2 — (1—62)x2—2pe-x+y2:p2

2pe
— (1—62)<x2—1_1962w>+y2:p2
2 2 2 2
pe 2 2, P -e€ p
= (1-&)(x— = = .
( e)<x 1—€2> Y p+1—€2 1 —e2

e
On pose O’ le point de coordonnées <%, 0>, puis le nouveau repére Z' = (0’, 7, 7). Soit M un point de
—e

coordonnées (x,y) dans I’ancien repére Z et de coordonnées (X,Y) dans le nouveau repére Z’. On dispose
des formules :

pe
=X
* + 1—e2
y=Y
P2
Dans le repére Z’, Vellipse a pour équation : (1 — 62) CXZ4Y?= T2
—e
On pose : a = T f) = et b= % de sorte que a > b > 0. L’ellipse & admet comme équation cartésienne
X2 2
dans #' : — i 1, appelée équation réduite de l’ellipse.
a

Remarque 3 e L'ellipse est symétrique par rapport aux deux axes de coordonnées. En notant F” et D’ les
symétriques de F' et de D par rapport a l'axe (O'y), lellipse est en fait ’ensemble des points M du plan
tels que : MF' = e-MH', ou H' est le projeté orthogonal de M sur la droite D’. En ce sens, I'ellipse admet
deux foyers F' et ' et deux directrices D et D’.

e L’origine O’ est appelée centre de [’ellipse, le nombre a est appelé le demi grand aze et le nombre

b est appelé le demz petit aze.
2

b
e On pose ¢ = Va2 —b2. Alors : e = et p = —. Les foyers F et F’ ont pour coordonnées F(—a - ¢e,0)
a a

a a
et F'(a-e,0). Les directrices D et D’ ont pour équations respectives z = —— et z = —.
e e

3.3 Propriété bifocale

Proposition 3 Soit & une ellipse de foyers F et F’. Alors, ellipse est I’ensemble des points M du

plan tels que :
MF + MF' = 2a.

démonstration de la propriété bifocale de 1’ellipse
On note &’ ensemble des points M du plan tels que : MF + MF' = 2a.

e ON COMMENCE PAR MONTRER L'INCLUSION & C &’.




En effet, soit M un point de Dellipse. En notant D la directrice de ellipse &, puis D’ la droite symétrique
de D par rapport au centre de l’ellipse, on obtient par définition :

MF=e-MHet MF' =e-MH'.
On en déduit :
MF+MF =e¢-(MH + MH").
Or, la distance M H + M H' est en fait la distance entre les deux droites paralléles D et D', et on sait que

2
cette distance vaut —. Ainsi, MF + MF’" = 2a et M appartient & I’ensemble &”.
e

e ON MONTRE ENSUITE QUE LES ENSEMBLES & ET &’ SONT SYMETRIQUES PAR RAPPORT AUX DEUX
AXES DE COORDONNEES.

Pour ’ensemble &, on I’a déja vu. En ce qui concerne ’ensemble &', si M appartient a &”, la symétrie T par
rapport & ’axe des abscisses ne modifie par les distances et laisse invariants les deux foyers. Par conséquent,
la somme des distances M F + M F’ reste inchangée par la symétrie 7 et :

MF + MF' = r(M)F + 7(M)F' = 2a et 7(M) € &'

De la méme fagon, la symétrie 7/ par rapport a I’axe des ordonnées échange les points F' et F’ et conserve
les longueurs, donc :

MF +MF' =7 (M)T(F)+ 7 (M) (F') =7 (M)F' + 7' (M)F = 2a et 7'(M) € &'.

e ON VA MAINTENANT MONTRER QUE SI Mj EST UN POINT DE L'ENSEMBLE &’ DONT LES DEUX
COORDONNEES zy ET yy SONT POSITIVES, ALORS My APPARTIENT A L’ELLIPSE.

En effet, on considére ’application :

. R+ — R

o
y — M(xo,y)F + M(zo,y)F' = \/(z0 — 2r)2 + 42 + /(v0 — x5)? + y2.

Il est clair que la fonction ® est continue et strictement croissante et finalement :

li O(y) = .

y i B(y) = +oo

Les deux points F' et F’ jouent des roles symétriques. On peut donc supposer que 2z > 0 et zpr = —xp < 0.
On en déduit que :

B(0) = |20 — x| + |70 — 2| = |20 — wp| + w0 + Tp| = { giop ’,Ssi%stiog .

De plus, comme le point My est dans ’ensemble &, alors ®(yo) = 2a.

Par stricte croissance de la fonction ® et comme 0 < yg, on peut écrire : ®(0) < ®(yo). Il est donc impossible
que zp > a car sinon, g > zp et ®(0) = 2x9 > 2a = D(yo).

Par conséquent, zg € [0, a] et I’équation ®(y) = 2a n’admet qu’une seule solution positive ou nulle (au moins
une : y = yo et en fait une seule car la fonction ® est strictement croissante). Parmi tous les points de la
demi-droite verticale partant vers le haut a partir du point de coordonnées A(x¢,0), le seul point M (z9,y)
susceptible d’appartenir a I’ellipse est le point M et il est clair que cette demi-droite intersecte 1’ellipse en
exactement un point car xg € [0, a]. Ainsi, My € &.

e ON MONTRE FINALEMENT L'INCLUSION RECIPROQUE &' C &.
On note 7 et 7’ les symétries par rapport a axe des abscisses et des ordonnées.
Soit M un point de &’. On note x et y ses deux coordonnées. On distingue quatre cas :
— premier cas : x > 0et y >0
Dans ce cas, on a déja montré que M appartenait a 1’ellipse.
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— deuxiéme cas: z <0Oety >0
Dans ce cas, le point 7/(M) a pour coordonnées —x et y toutes deux positives et 7/(M) appartient
a &' donc a lellipse. Donc, par symétrie de Dellipse, le point 7/(7/(M)) appartient & Dellipse et
7'(7'(M)) = M.

— troisieme cas : x > 0et y <0
Dans ce cas, le point 7(M) a pour coordonnées x et —y toutes deux positives et 7(M) appartient a
&' donc a 'ellipse. Donc, toujours par symétrie de ’ellipse, le point 7(7(M)) appartient & lellipse et
T(T(M)) = M.

— quatriéme cas : x < 0et y <0
Dans ce cas, le point 7(7/(M)) a pour coordonnées —z et —y, qui sont positives : 7(7/(M)) € &,
donc 7(7/(M)) € & et en appliquant la composée 7’ o 7, on obtient :

M =7 or(r(7'(M)) € &.
Dans tous les cas, le point M appartient a ellipse : & C & et en définitive :

=6

3.4 Tangentes a ’ellipse

Proposition 4 Soit & une ellipse de foyers F et F’. Soit M € &. Alors la tangente en M a Dellipse

=
est la bissectrice de I'angle FM S MF',

Corollaire 2 Soit & une ellipse. Tout rayon lumineux passant par un foyer se refléchit sur I’ellipse
en un rayon passant par l'autre foyer.

3.5 Affinités orthogonales

Définition 4 Soit #’' = (0,7, 7) un repére orthonormal. Soit k£ > 0. On appelle affinité orthogo-
nale sur (O'z) parallélement a (O'y) et de rapport k, 'application :

) &7 — &

On appelle affinité orthogonale sur (O'y) parallélement a (O'x) et de rapport k, application :

i &7 — &
5 M(z,y) — M(k-z,y)

Remarque 4 e Une affinité orthogonale conserve la tangence.
e Une affinité orthogonale multiplie les aires par k.




2 2
Proposition 5 Soit & une ellipse d’équation réduite —- + —5 = 1 dans le repére Z'. Alors, Dellipse
a

b

admet la représentation paramétrique :

{ K=o eos ,avec t € R.

Y(t) =b-sint

X2 y?
Corollaire 3 Soit & une ellipse d’équation réduite —- + i 1 dans le repére Z’. On note C' le
a

cercle de centre O’ et de rayon a, et C’ le cercle de centre O’ et de rayon b. Alors, 'ellipse & est
b

I'image de C par affinité orthogonale sur (O’z) parallelement & (O'y) et de rapport —. Par ailleurs,
a

ellipse & est 'image de C’ par I'affinité orthogonale sur (O'y) parallélement a (O’x) et de rapport

a

b

2 2
Corollaire 4 Soit & une ellipse d’équation réduite —- + —5- =1 dans le repere X'
a

b2

Alors, 'intérieur de l’ellipse a une aire égale &

7 ab.

Remarque 5 Le cercle C est appelé cercle principal de ellipse et le cercle C’ est appelé cercle secon-
daire a Dellipse.




4 Hyperboles

4.1 Définition

Définition 5 On appelle hyperbole, toute conique d’excentricité strictement supérieure a 1.

1
Exemple 3 Que peut-on dire de la courbe polaire p = ?

1433 -sinf —3cosh

4.2 Equation réduite d’une hyperbole

Soit 47 une hyperbole de foyer F', de directrice D et d’excentricité e. On considére une nouvelle fois le
repére Z = (0,7, 7), dans lequel I’hyperbole a pour équation :

x2+y2:(e-x+p)2 <— (1—62)x2—2pe-x+y2:p2

2
— (1—62)<x2— e x>+y2:p2

1 —e2

2 2, .2 2
pe 2 2 P e p
— (1-)|z- = = .
( e)(m 1—e2> +y p+1_62 o2

On pose O’ le point de coordonnées (— 0> , puis le nouveau repére Z' = (0’, 7, 7). Soit M un point de

pe
e2 -1’
coordonnées (x,y) dans l’ancien repére Z et de coordonnées (X,Y’) dans le nouveau repére #’. On dispose
des formules :
{ r=X— 2pe
e —1

y=Y

p2

1—e2’

Dans le repére %', ’hyperbole a pour équation : (1 —e?) - X? 4+ V2 =

On pose : a = 2p 1 et b= %1 L’hyperbole . admet comme équation cartésienne dans %' :
e’ — _
X2 y? ’
T T E 1, appelée équation réduite de l’hyperbole.
a
Remarque 6 e Comme — 2pe : < —1—9, le point O est & gauche de la directrice D dans %'.
e? — e

e L’hyperbole est symétrique par rapport aux deux axes de coordonnées. En notant F’ et D’ les symé-
triques de F' et de D par rapport & l'axe (O'y), 'hyperbole est I'ensemble des points M du plan tels que :
MF'=e-MH', ou H' est le projeté orthogonal de M sur la droite D’. Par conséquent, I’hyperbole admet
deux foyers F' et F’ et deux directrices D et D’.

e L'origine O’ est appelée centre de l’hyperb()Qle.

c b
e On pose ¢ = Va? + b2 Alors : e = — et p = —. Les foyers F' et F’ ont pour coordonnées F(a - ¢e,0) et
a a
a a
F'(—a-e,0). Les directrices D et D’ ont pour équations respectives x = — et x = ——.
e e

b
e Les droites y = £— - x sont des asymptotes & I’hyperbole. En notant 22" ’ensemble des points du
a

b
plan de coordonnées positives, la demi-branche J# N 2T est en dessous de 'asymptote y = — - z.
a
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4.3 Propriété bifocale

Proposition 6 Soit . une hyperbole de foyers F' et F.
Alors, I’hyperbole est ’ensemble des points M du plan tels que :

|IMF — MF'| = 2a.

démonstration de la propriété bifocale de I’hyperbole
On note J#” I’ensemble des points M du plan tels que : [MF — M F'| = 2a.

e ON COMMENCE PAR MONTRER L'INCLUSION ¢ C J¢'.

En effet, soit M un point de I’hyperbole. En notant D la directrice de I’hyperbole 7, puis D’ la droite
symétrique de D par rapport au centre de 'hyperbole, on obtient par définition :

MF =e¢-MHet MF' =e-MH'.
On en déduit :
IMF — MF'|=e-|MH - MH'|.
Or, le nombre M H — M H’| est en fait la distance entre les deux droites paralléles D et D', et on sait que

2
cette distance vaut —. Ainsi, [MH — MH'| = 2a et M appartient a 'ensemble J#".
e

e ON MONTRE ENSUITE QUE LES ENSEMBLES ¢ ET ' SONT SYMETRIQUES PAR RAPPORT AUX
DEUX AXES DE COORDONNEES.

Pour I’ensemble .7, on le sait déja. En ce qui concerne ’ensemble 7#”, si M appartient a 7, la symétrie
T par rapport & l'axe des abscisses ne modifie par les distances et laisse invariants les deux foyers. Par
conséquent, :

\MF — MF'| = |r(M)r(F) — 7(M)r(F')| = |7(M)F — 7(M)F'| = 2a et (M) € .

De la méme fagon, la symétrie 7/ par rapport a I’axe des ordonnées échange les points F' et F’ et conserve
les longueurs, donc :

\MF — MF'| = |7/(M)7'(F) — 7' (M) (F')| = |7/(M)F' — 7'(M)F| = 2a et 7'(M) € .
e ON VA MAINTENANT MONTRER QUE SI M(] EST UN POINT DE L’ENSEMBLE 47’ DONT LES DEUX

COORDONNEES xg ET 39 SONT POSITIVES, ALORS My APPARTIENT A ’HYPERBOLE 7.

Les deux points F' et F’ jouent des roles symétriques. On peut donc supposer que zp > 0 et xpr = —xp < 0.
Ensuite, on considére "application :

R+ — R
y +— |M(zo,y)F — M(zo,y)F'| = ‘\/(OCO—HUF)Q-i-y2 = \/($0—$F/)2+y2‘ '

v

Pour tout y € R4, on obtient les formules suivantes :

‘1’(9):‘\/(550—331?)24'92—\/(5'30+$F)2+92‘ = V(@o+2zr)?+y2— /(0 — 2r)? + ¢
(zo + xp)? — (zo — zF)?
Vizo Fzr)2 + 924+ /(w0 —xp)2 + 42

Il est alors clair que la fonction W est continue, strictement décroissante et finalement :

lim W¥(y) =0.

Yy—r+00
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D’autre part :
2.%'F 9 si rEp < i)

U(0) = |zo + zr| + |z0 — xF| :{ 9r0 .50 < 20 < Tp

De plus, comme le point My est dans ’ensemble 7, alors ¥(yg) = 2a.

Par stricte décroissance de la fonction ¥ et comme 0 < yg, on peut écrire : ¥(0) > ¥(yp). Il est donc
impossible que z¢ < a car sinon, zg < zr et ¥(0) = 2z < 2a = V(yp).

Par conséquent, zg € [a,+00] et 'équation ¥(y) = 2a n’admet qu’une seule solution positive ou nulle (au
moins une : y = yo et en fait une seule car la fonction ¥ est strictement décroissante). Parmi tous les points
de la demi-droite verticale partant vers le haut & partir du point de coordonnées A(zg,0), le seul point
M (xg,y) susceptible d’appartenir a ’hyperble est le point My et il est clair que cette demi-droite intersecte
I’hyperbole en exactement un point car zy € [a, +oo[. Ainsi, My est ce point d’intersection et My € 7.

e ON MONTRE FINALEMENT L'INCLUSION RECIPROQUE %' C J7.
On note 7 et 7’ les symétries par rapport a axe des abscisses et des ordonnées.
Soit M un point de .##’. On note x et y ses deux coordonnées. On distingue de nouveau quatre cas :
— premier cas : x > 0et y >0
Dans ce cas, on a déja montré que M appartenait a I'hyperbole.
— deuxiéme cas: z < 0Oety >0
Dans ce cas, le point 7/(M) a pour coordonnées —z et y toutes deux positives et 7/(M) appartient &
' donc a ’hyperbole. Donc, par symétrie de 'hyperbole, le point 7/(7/(M)) appartient a I’hyperbole
et 7/(7'(M)) = M.
— troisieme cas : x > 0et y <0
Dans ce cas, le point 7(M) a pour coordonnées x et —y toutes deux positives et 7(M) appartient a
' donc a ’hyperbole. Donc, toujours par symétrie de I’hyperbole, le point 7(7(M)) appartient a
I’hyperbole et 7(7(M)) = M.
— quatriéme cas : x < 0et y <0
Dans ce cas, le point 7(7/(M)) a pour coordonnées —z et —y, qui sont positives : 7(7/(M)) € H#’,
donc 7(7/(M)) € A et en appliquant la composée 7’ o 7, on obtient :

M =7"or(r(r'(M)) € H#.
Dans tous les cas, le point M appartient a ’hyperbole : 77’ C J et en définitive :

H = H'.

4.4 Tangentes a ’hyperbole

Proposition 7 Soit . une hyperbole de foyers F et F’. Soit M € . Alors la tangente en M a
I’hyperbole est la bissectrice de ’angle F'M F".

Corollaire 5 Soit Z une hyperbole. Tout rayon lumineux extérieur aux branches et pointant vers
un foyer se réfléchit en un rayon pointant vers ’autre foyer.

12



4.5 Autres équations des hyperboles

4.5.1 Equation dans un repére lié aux asymptotes

X2 y? !
Proposition 8 Soit . une hyperbole d’équation réduite —- — 2= 1. On note I = —(a, —b) et
a c
- 1
J = —(a,b). Alors, ces deux vecteurs sont unitaires et dirigent les asymptotes et dans le nouveau
c
2

repére (O’,f, j) I'hyperbole a pour équation : X - Y = CZ

Remarque 7 e On dit qu’une hyperbole est équilatére si a = b, autrement dit si les deux asymptotes
sont perpendiculaires.

c -c 3 - 1
e Dans le repére <O', 3 -1, 3 J), I’hyperbole a pour équation : Y = =
1
e Si JZ est une hyperbole équilatére, cette hyperbole a pour équation y = — dans un repére orthogonal.

x

Exemple 4 Soit . une hyperbole équilatére. Soient A, B et C' trois points distincts sur cette
hyperbole.

Alors, les points A, B et C ne sont pas alignés. De plus, I’orthocentre H du triangle ABC appartient
encore a I’hyperbole équilatére 7.

4.5.2 Equations paramétriques

2 Y2

Proposition 9 Soit . une hyperbole d’équation réduite —- — 77 = 1 dans le repére %’. Alors,
a
I’hyperbole admet la représentation paramétrique :

X(t) = +a-cht
{Y(t)zb-sht ,avec t € R.
.| X(t)=a-cht )
Remarque 8 Le support de la courbe paramétrée V() = b-sht ’ avec t € R, est la branche d’hyperbole

droite.

13



7

5 Retour sur les coniques

5.1 Coniques a centre, interprétation des cercles

Définition 6 On appelle conique a centre, toute conique admettant un point de symétrie centrale.
Il s’agit des ellipses et des hyperboles.

2 YZ
Remarque 9 e On a vu que si a > b > 0, I’équation cartésienne —- + == 1 correspondait & une ellipse
a
2
9 s iz o2 N & b
d’excentricité égale & e = — = — <—> .
a a

Par abus, on considére lorsque b — a, donc lorsque e — 0 et donc lorsque la directrice D tend vers oo
que ’ellipse tend vers un cercle de centre F' et de rayon a. Dans ce cas, on dit qu'un cercle est une ellipse
particuliére ou les deux foyers F' et F’ sont confondus.

14



p

e Soit & une ellipse donnée par 1’équation polaire p = [p—
— e cos

P (Cela revient a faire tendre a = — 2 5
1 —cosf 1—e
a faire tendre la distance entre les deux foyers F' et F” (qui vaut 2a - €) vers +oo.

. Lorsque e tend vers 17, 'ellipse tend

vers la parabole d’équation polaire : p = vers +o0o et donc

5.2 Principe de dédoublement

Proposition 10 Soit &2, une parabole d’équation réduite y? = 2p - z. Soit M (zq,y) € Pa. Alors
la tangente en M & &, a pour équation : y - yo = p(x + xo).
2

2
x
Soit & une ellipse d’équation réduite — + Z—z = 1. Soit M(xg,yo) € &. Alors la tangente en M a &
a
. xexmo Y Yo
a pour équation : 2 TR 1. 2 2

y_2 = 1. Soit M(xo,y0) € . Alors la tangente en

55
Soit 7 une hyperbole d’équation réduite — — 2
a

r-Zo Y- -Yo _

2 02 1.

M & s a pour équation :

Remarque 10 Le principe de dédoublement se déroule de la maniére suivante. Etant donnée une équation
cartésienne d’une conique et un point M (zg,yo) de cette conique, pour trouver une équation cartésienne de
la tangente a la conique en M, on effectue les modifications suivantes :

— remplacer le terme en 22 par z - 2

— remplacer le terme en y2 par y - yo
T+ X

— remplacer le terme en x par

— remplacer le terme en y par 5

5.3 Réduction de coniques

Soit Z = (0,7, ) un repére orthonormal direct. On désigne par € un ensemble de points M (z,y) satisfaisant
A une équation cartésienne de la forme :

a-2®+b-zy+ec-y*+d-z+e-y+f=0.

Le but est de déterminer ’ensemble % en effectuant une réduction ...

5.3.1 Changement de repére par rotation

Soit 6 € R. On effectue un changement de repére de Z a %y = (O, u(6), v(0)). Les formules de changements

de coordonnées sont :
z=X-cos0—Y -sin6
y=X-sinf0+Y -cosf

Dans le nouveau repére %y, 'ensemble % a pour équation : A-X?>+B- XY +C-Y?+D-X+E-Y+F =0,
avec :

A=a-cos?0+b-cosf-sinf+c-sin’6

B =1b-cos20 + (c —a) - sin 26

C=a-sin®?0—b-cosf-sinh +c-cos?
On trouve 6 tel que le terme B soit nul :

T
e si a = ¢, on peut prendre 0 = 1

1
e si a # ¢, on peut prendre § = 3 arctan
a—-c
On suppose dans la suite que le nombre 6 est choisi de telle sorte que B = 0.
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5.3.2 Changement de repére par translation
Lorsque A # 0 ou C # 0, on élimine le terme en X ou Y de la fagon suivante. Par exemple, si A # 0, alors :

D2
_H'

D 2
A X214 D - X=AX+—=
+ ( +2A>

D
On se place alors dans le nouveau repére ' = (O', 4(6), 7(0)) ou le point O" a pour coordonnées (——, O) .

2A
On distingue alors trois types de cas de figure :
— premier cas : A # 0 et C' # 0. En se plagant dans le repere 2’ = (O’,4(0),v(0)) o le point O’ a

>, I’ensemble % a pour équation :

donné D
our coordonnees _——
P 54’ 20

A-X2+C-Y?=F,

avec les constantes A et C' qui n’ont pas changé dans ce changement de repére. Dans ce cas, on
distingue encore plusieurs sous-cas :

e si A et C sont de méme signe, 'ensemble % est soit Pensemble vide (si F est non nul et de signe
contraire & A et C), soit un point (si F' = 0), soit une ellipse (si F' est non nul et de méme signe que
Aet C).

e si A et C sont de signes contraires 1’ensemble % est soit la réunion de deux droites (si ' = 0), soit
une hyperbole (si F' # 0).

— deuxiéme cas : A = 0 ou C = 0. Les deux cas se traitent de la méme maniére en permutant les
roles de X et Y. Par exemple, si C = 0 et A # 0, Péquation devient : X2 = K; - Y + K> : il s’agit
soit de I’ensemble vide (si K1 = 0 et K2 < 0), soit de la réunion de deux droites paralleles (si K; =0
et Ko > 0), soit d’une parabole d’axe de symétrie (O'y) (si K1 # 0).

— troisiéme cas : A = 0 et C' = 0. Dans ce cas, on a soit une droite (si D # 0 ou E # 0) soit I’ensemble
vide (si D = E =0 et F #0), soit le plan tout entier (si tous les coefficients sont nuls).

5.3.3 Discriminant

Proposition 11 En reprenant les formules développées juste aprés le premier changement de repére
Py, on a pour tout § € R :
A =b® — dac = B? — 4AC.

Remarque 11 e Le calcul de A ne dépend pas du premier changement de repére. En choisissant # annulant
le coefficient B, on obtient que : b> — dac = —4AC.
e Le calcul de A permet de connaitre plus ou moins ’ensemble €.
— Si A =0, il est possible que ’ensemble % soit une parabole (on peut tomber sur un cas dégénéré
d’ensemble vide ou de droites).
— Si A >0, il est possible que % soit une hyperbole (cas dégénéré : réunion de deux droites).
— Si A <0, il est possible que I'ensemble € soit une ellipse (cas dégénéré d’un point ou de I’ensemble
vide).

Exemple 5 o Quel est 'ensemble des points M (z,y) tels que : 22 + 2zy +y> =17

e Quel est ensemble des points M (z,y) tels que : 202 +2zy +y? +y =17

e Si on prend un cone € de révolution dans l'espace R? affine euclidien habituel et un plan affine &2,
que peut étre l'intersection € N & ?
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Des exercices pour terminer ...

Exemple 6 Soient A et B deux points distincts du plan.
Déterminer le lieu des points M tels que les bissectrices des droites (AM) et (BM) aient des directions
fixées.

Exemple 7 Déterminer le lieu des milieux des segments [M, M'], lorsque M et M’ sont les points
d’intersection d’une ellipse donnée avec une droite de direction donnée.

Exemple 8 On fixe deux points A et F' du plan et on considére les paraboles ayant F' comme foyer
et passant par A. Montrer que le lieu des sommets de ces paraboles forme une cardioide.

Exemple 9 Montrer que la courbe paramétrée :

{ x(t) = cost

y(t) = cost + sint

est une ellipse.

Exemple 10 Déterminer en fonction du couple (a,b) € R? la nature de la conique d’équation :

z? + 2azxy + y? + 2bz — a? = 0.

Exemple 11 Soit % une conique de foyer F.
On appelle podaire par rapport au foyer F, I’ensemble & des projetés orthogonaux du foyer F
sur n’importe quelle tangente & la conique %.

1. Montrer que si la conique est une parabole, alors la podaire &2 est la directrice de la parabole.

2. Montrer que si la conique n’est pas une parabole, alors la podaire &2 est une partie du cercle
principal, partie que 1’on explicitera.
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