FEUILLE D’EXERCICES N° 4

TECHNIQUES EN ANALYSE

. cosz — 1
e lim ——
xr—27 (x — 27T)2

Exercice 7

Démontrer les inégalités suivantes :
e [va— b < /la—b]
: 2
eVr>0,2- 5 <l+z) <z

Donner le domaine de définition des fonctions suivantes et

ETUDES DE FONCTIONS

(@)

une formule pour la fonction dérivée : e Vz R, |sinz —z| < @
o f:xr—In(1+2cosx) 6\)
cgio— V21
o hiz— exp <Si3n2x + 6“”) Pour tout m € R, on pose la fonction f,, : © — i;:LﬂI'
i :co— 2 On note %, la courbe représentative de f,,.

1. Tracer 6.

Déterminer les éléments de symétrie des fonctions suivantes
et proposer un domaine d'étude restreint des fonctions don-
nées. Procéder ensuite a |'étude compléte :

2. Montrer que les tangentes aux courbes %, au point
d’abscisse 0 sont paralléles.

o f:xr—sin*a +cos’x 3. Montrer que les tangentes aux courbes %, au point
e2e 4 1 d’abscisse 1 sont concourantes.
eg:x+—1In
ex O
oh:z+— 1 . . 1 d
—Zz - Calculer la dérivée n¢™¢ de x — —————— et de z —
: © 2 + bz — 322
sin(bzx — 2) - cos(2z + 1).
Etablir les inégalités suivantes : o
o Va €R, [sina| < ||
oVz € {0, g} sing > = 1. Montrer que la fonction f : z — 2% + Inz est une
CVreR o1 ta etWVx . 1l (lta) <z bijection de ]0, +-00[ vers un ensemble a préciser.
o 2. Exprimer la dérivée de ¢ = f~! en fonction de g.

Exercice 4 0

Résoudre les inégalités :
o e 4 2% —3<2
esinxr+cosx <1

o 22 — 4| < |z +1] INTEGRATION

o
Exercice 5

Donner les domaines de définition et de dérivabilité des fonc-

tions suivantes et calculer les dérivées : -
1 Exercice 11

3 4
° (¢ —dr+1)7 eln(lnz) o eT — e Déterminer des primitives des fonctions suivantes :
(Inz)™* Inz, (32 4+ 1)
o /In(l+3z) ¢ ——— o T — ; ez —sin(3r+1); ez — —;
T 1 .

. © e r— ———, 0 L +H—p —(|——
zln(~z) 2% — 52 +6
Calculer Ieshllir;ites suivanggs_: ) oz In(3z) o 1n5172

e lim et lim x&l +In” x)
r—1 xr — x—0 x




2 FEUILLE D’EXERCICES N° 4. TECHNIQUES EN ANALYSE

Donner une primitive des fonctions :
e +— (2?2 + 1+ 1)sinz
oz +— cos’z +sin’z
o —> eem+x+2

o v — 2% cos(3x)
1

+ .
\/mé—i— 6z +9

—
* 224+ —2

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Résoudre les équations différentielles suivantes :
ey’ +y = 4chx
oy =2y+ (222 —1)-¢*
o (224 1)y +2y=0
exy —2y=Inx
oy +y-tanz =cos’x

Résoudre les équations différentielles suivantes :
oy +y=2e"
" / _ x 2
oy =3y +2y=(x—1De*+a*+2x+1
oy”—4y’—|—4y=x-€2w
oy +y-tant = sin(2¢) et y(0) =1
o ¢ + 4x?y = —sinx + 422 cos(x)

g

Résoudre les équations suivantes :
oy —2xy = 2ze®”
oy +2xy = e~ sur R
o 2y’ + 3y =0, sur |0, +o0]
evV1—22-y+y=1sur]—1,1]
o Vaz—1-y +y=1,sur]l,+o0]

e shz -y’ —chx-y =1, sur] —o0,0[ et sur )0, +o0].

Résoudre les problémes suivants :

ey’ +9y=a+1ety(0)=0

oy — 2y +y=¢"-cosz

ey’ +5y =zsinx

ey’ —2y +y=c¢€" sinx

o y""+4y'+13y = e~ 2%.sin(3z) en cherchant une solution
particuliére sous la forme : y(z) = A - e72% - x - cos(3z).

O

Résoudre les équations différentielles suivantes :
o (1+2%)y" +2zy =0, sur R
o (1+e®)y"+y —e*y=0,sur Renposant z=¢y" +y
o y""+4xy’ +(3+42%)y = 0,sur R en introduisant 2(z) =

O

e y(x)

e 22y" — 2y = x, sur RY par le changement de variable
t=Inx

o (1 —2?)y"” — ay’ + 4y = arccosx, sur | — 1,1] par le

changement de variable t = arccosz

o

Résoudre les équations différentielles suivantes en effectuant
les raccords :
ey -cosx+y-sinx =cosr+x-sinx
0$2~y’fy:($271)6:’3
ex-y —2y=2a3
oy coslz—y=e

Soit (E) I'équation suivante :

tanx

(@)

(L+a2)y" =2y + (1 - 2)y = (1 +a)’e".
1. Trouver une solution strictement positive de |'équation
homogéne associée.

2. Soit y : R — R. On pose z : x — y(z)e~*. Mon-
trer que y est solution de (E) si et seulement si z est
solution d'une équation que I'on déterminera.

3. Donner toutes les solutions de (E).

On considére I'équation différentielle (E) :

(@)

(1—2?)y + 2z + 1)y = 1.
1. Trouver deux nombres « et 3 tels que :

2r+1  « I}

Vo eR\{-1,1}, T— = + =

r—1

2. Résoudre I'équation homogéne.
3. Trouver un polyndme qui soit solution de (E).

4. En déduire toutes les solutions de (E).

O

THEMES VARIES

Soit f : R — RR. Les assertions suivantes sont-elles vraies
ou fausses. Fournir également la démonstration.
® si f est croissante et f(a) < f(b), alors a < b
e si f est croissante, alors f' > 0
® si f est injective, alors f est strictement montone
® si f est strictement décroissante, alors lim f(z) = —oc0
T —>+00

O

Montrer que (1,0) est I'unique point de la courbe y =

Inx

dont la tangente est paralléle a la droite y = .

:

1. Soit z € R. Calculer lim (1 + E) )
n——+oo n

2. Soit z € C. Calculer lim (1 + f) .
n—-4oo n

(@)



Trouver toutes les fonctions f : R — R continues telles
que :

Vz € R, /:t-f(t) dt:/z:z:-f(t) dt.

0

Résoudre le systéme différentiel :

{ @' (t) = 2x(t) — y(t) +t - cost
y'(t) = x(t) + 2y(t) + ¢ - sint

O

i

1. Déterminer toutes les fonctions f : R — R dérivables
telles que :

(a) Y(z,y) €R? f(x+y) = flx)+ f(y)
(b) V(x,y) €]0,+00[?, f(xy) = f(x) + f(y).

2. Reprendre la question précédente en remplacant le mot
« dérivables » par le mot « continues ».

Soit f : [0, +00[—> [0, +00[ dérivable telle que f(0) =0 et
Vo € [0, +o0o[, f/(x) < f(z). Que dire de la fonction f?

o

o
On pose les fonctions
ex —x T _ o
ch:z— etsh:z+— 5

1. Montrer que la fonction sh est une bijection de R vers
R. On note f sa bijection réciproque.

2. Montrer que la fonction ch définit une bijection de
[0,400[ vers un intervalle & préciser. On note g sa
bijection réciproque.

3. Calculer ch? — sh?.

4. Montrer que la fonction f est dérivable sur R et que :

1

5. Montrer que la fonction g est dérivable sur |1, +o0[ et
que :

Vo €)1, +ool, ¢ () = ———
v el ool g/(0) = S

6. Expliciter les fonctions f et g et retrouver les formules
des dérivées [’ et ¢’

Trouver toutes les fonctions f vérifiant :
eVr eR, f'(z)+ f(—x) =x + cosx

o« Va >0, f’(%) — f(a).
eVr €R, (22 —1)f"(x) +af'(x) —9f(x) =0

UN PEU PLUS DIFFICILE I—

o

Exercice 30
Trouver toutes les fonctions continues f : R — R telles
ue :

Kol

V(z,y) €R? flz+y)+ flz —y) = 2f(2).

o

Exercice 31
Soit f : R — R une fonction deux fois dérivable telle que
f+ f">0. Montrer que Vz € R, f(z)+ f(z+m) > 0.

o

Exercice 32

Soient f1 et fy deux fonctions continues sur R telles que
Ve € R, fi(z) < fa(zx). Pour i € {1,2}, soit y; une solu-
tion de 3" + f; -y = 0 sur R. Montrer qu'entre deux zéros
consécutifs de y1, il existe un zéro de ys.

1. Soit ¢ : R — R une fonction deux fois dérivable.
5 (2)
plx)
2. Déterminer toutes les fonctions f :]0, +oo[—]0, +00]
dérivables telles qu'il existe A dans R vérifiant :

(A A
v =0 f<5>f<w>'

O

o

Calculer la dérivée de § : x ——




