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Exercice 1 : le critére de d’Alembert

On considére dans cet exercice une suite u a valeurs dans ]0,4o00] telle que la suite v =

Un+1 ..
( = ) converge vers une limite /.
Un neN

1. Montrer que pour tout € > 0, il existe un rang ng tel pour tout entier n > ng, alors :

Up, < Upy X (L4 )"0,

2. En déduire que si  lim mtl < 1, alors la suite u converge vers 0.

n—-+oo Unp,

3. Montrer que si ¢ > 1, alors la suite u diverge vers +oc.
4. Si la suite u converge, la suite v converge-t-elle nécessairement ?
5. Soit A > 0. On pose :

Vn € N, un:)\"x(Qn).
n

(a) La suite v converge-t-elle ?

(b) La suite u converge-t-elle ?

6. Soit A > 0. Montrer que la suite w = (wn = —
n!

) est convergente et calculer sa
neN

limite.
Exercice 2 : la densité asymptotique

Soit. A une partie de N*. On pose pour tout n € N*,

d,(A) = Card(AN [[1,n]]).

n

On dit que la partie A admet une densité si la suite (d,,(A))nen+ converge. Dans ce cas, on
notera d(A) la limite de cette suite convergente. Cette limite d(A) s’appelle la densité de la
partie A.

On note Z I’ensemble des parties de N* admettant une densité.

1. Soit & > 1 un nombre réel. On note :
Ay = {Lna] ;n e N*}.
Montrer que la partie A, admet une densité et la calculer.
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2. Soit ¢ : N* — N* une extractrice telle que :

lim M = 400

n—>-+o0o n

Montrer que la partie p(N*) admet une densité et la calculer.
3. Soient A et B deux éléments de Z.

(a) Montrer que N*\ A € .
(b) Montrer que AUB€ 9 <— ANB¢€ 2.

4. Dans la suite, on pose ’ensemble :

+oo
A= |_| [[22n’22n+1|:['
n=0

(a) Montrer que ’ensemble A n’admet pas de densité.

On pose maintenant les ensembles B = A A (2N) et C' = (2N +1).

(b) Montrer que les ensembles B et C' admettent chacun une densiteé.

(¢) Montrer que les ensembles BN C, BUC et B A C' n’admettent pas de densité.



