FEUILLE D'EXERCICES N° 6

ETUDES DE SUITES

Exercice 1

Déterminer u,, en fonction de n dans les cas suivants :
® Upt1 =2 U, etuy =3
oun+1—un:4etu5:—1
® Upy1 =2u, —letu; =3
® Upi1 =3U, +4etug=1
® Uyt = Unt1 +Un et ug=u; =1

[ )

Un+2 = 2Un+1 +3up et ug =1, ug = —1
o)
Que peut-on dire de la suite u telle que
u
0<u, —1< 2n_’; ?
1+x

On pose =0et = , avec = :

p Uo Un+41 f(un) f(:L') 2t

1. Résoudre f(z) = z. On trouve deux solutions ¢; et ¢5.

. Up, — {1
2. Montrer que la suite <vn == > est une
Un — 42/ peN

suite de référence.

3. Calculer £ = lim  w, puis un équivalent de u, — &.
n—-+oo

o)
Etudier les suites récurrentes suivantes :
o uy=1cetu,41 =sinuy,
o uy=2¢et Upt1 = Up - 9"

eug ERetupy =

Exercice 5

1. Soient (un)nen et (Vn)nen deux suites réelles telles
que:VneN, 0 < u, <3et0< v, <2. On suppose
que la suite (uy, - vy, )nen converge vers 6. Que peut-on
dire des suites (u,)nen €t (Vn)nen?

chu,,
"o

2. Soit (un)nen une suite réelle telle que les sous-suites

(U2n)neNy (UBn)neN et (u2n+1)n€N convergent. Que
peut-on dire de la suite (up)nen?

On pose:un:\/1+\/2+ 34+ /n.

(@)

SUITES DE NOMBRES REELS OU COMPLEXES

1. Montrer que : Vn € N*, w2 | < 14 u, - V2.

2. Montrer que la suite (uy)nen+ €St convergente.

Exercice 7

Soient a et b deux réels strictement positifs. On pose pour
tout n € N :

(@)

ap = a, b() =b
n bn
Vn € N, Ap+1 = % et bn+1 =1\ an bn

Montrer que les suites (an)nen et (bn)nen convergent vers
la méme limite.

Exercice 8

1. Montrer que pour k € N*, k(k + 1) < 2k3.

(@)

- 1
2. Calculer pour tout n € N*, la somme : ; ACE)

puis la limite quand n tend vers +co.

n
1
3. En déduire que la suite (Z ﬁ) est conver-
k=1 neEN*

gente.

Exercice 9

Soit 4 = (un )nen une suite réelle bornée.

1. Montrer que pour tout n € N,

v, = Inf ug et w, = sup uy existent.
k>n k>n

5
les nombres

2. Montrer que les suites v et w convergent.

3. Montrer que u converge si et seulement si limv =
lim w.

. h(2
1. Simplifier pour tout z # 0, sh( 1:)
2shx
2. Soit « € R. Montrer que la suite (H ch (%))
k=0 neN

est convergente et calculer sa limite.

On considére la suite (x,,)nen définie par :

(@)

14
$0:06t VHEN, Tn41 = 21'”




2 FEUILLE D’EXERCICES N° 6. SUITES DE NOMBRES REELS OU COMPLEXES

1. Etudier la suite (x,)nen-

2. Montrer que I'on peut donner un sens au produit in- /4
Rl RIS _ 1. Montrer que la suite u,, = / tan” ¢ dt est mono-
fini : H , puis calculer la valeur C' du produit. . 0
o 2 tone, puis convergente.
[indication : on pourra étudier 0,, = arccosz,, et ex- 2. Simplifier w,, + Un42.

primer 6,11 en fonction de 6,, ] 3. En déduire un équivalent de la suite (up)nen-

O

O

Soit (un)nen le nombre d'entiers naturels de n chiffres si-

gnificatifs ne comportant pas la séquence 13 en notation 1. Montrer que I'équation 2® = 1 — nz admet une seule
décimale. Ainsi, ug = 1 car seul 0 n'admet aucun chiffre solution sur [0, +oo[ que I'on note x,.
significatif et uy = #([10,99] \ {13}) = 89 par exemple. 2. Montrer que la suite (z,),en est strictement décrois-

1. Montrer que : Vn € N, up40 = 10up41 — Up. sante.

2. Déterminer u,, en fonction de n. 3. Montrer que la suite (2, )nen est convergente et cal-

5 culer sa limite 2.
4. Déterminer un équivalent de x,, — ¢, au voisinage de
Soit (uy )nen+ une suite. On pose la moyenne de Cesaro : +o0.
_urtug+ -t uy o

n n Exercice 19
: .. Déterminer un équivalent des suites suivantes :
1. Montrer que si u est convergente de limite ¢, alors v

. 5 Inn
aussl. o U, =\/N“+——n
. . L, . n
2. Montrer que si u est croissante, la réciproque du 1. est on® 4 pl
vraie. ® U, =
] e\/lnn _ (hln)lnn
3. Montrer que si u,4+1 — up — 1, alors u, ~ n. N n
4. La réciproque du 3. est-elle vraie ? ¢ Un = <e R 1) '

@ o u, =" x (cos(efn) — 1).

.
Soit (tn)nez une famille de nombres réels telle que :

Calculer lim w,, dans les cas suivants :

Up—1+ U 1
Vn €7, u, < ——+ "L n oo
2 1
: - Cun=) o
On suppose de plus la famille (u,,)nez majorée. P 2
Montrer que la famille (u,,)nez est constante.
® Uyl = —Uy + 3

e

)

i 5) 1
.un+2:—un+1+—unetuozletu2:2

On prend une feuille de papier et on réalise n fois I'opération 6 6

n
suivante : on plie la feuille en deux en portant le cété droit ol — 1
. = E -
sur le coté gauche. = k-1
On déplie ensuite la feuille et on note u,, le nombre de o
« creux » et v, le nombre de « bosses ». Déterminer u,, et LIl
vy, en fonction de n. 22
o 1. Montrer que : Vz € R, |sinz — z| < =

n——4oo 7’L2
k=1

2. Déterminer : lim sin <£)

®)

O

COMPORTEMENTS ASYMPTOTIQUES

On considére la suite (uy, )nen définie par : ug > 0etVn € N,
Unt1 = |Up — N

1. Montrer qu'il existe ng € N tel que uy,, < ng.

- . . . . 2

Déterminer un équivalent des suites suivantes ainsi que la

nature de la suite (convergente ou divergente) : 3
n? —3n-sin(n3) + e " 4

. Montrer que Vn > ng, u, < n.
. Etablir une formule entre u,, 5 a u,, pour tout n > nq.

. Donner un équivalent de u,, lorsque n tend vers +oc.

U, =

3nt —17n% 4+ 8lnn o
n®n — (75)"
® Un = (3ny/n+1) x (In3 —Inn)> Soit u la suite dont la succession des valeurs est 1, puis deux
ou, — 2" 4+ 3" 44" 2n+ 3 fois 2, puis trois fois 3, puis quatre fois 4, etc.

3 —4n 5" Ianx (Tn —4) 1. Montrer que lim 1w, = +oo.
O n—>-4oo




2. Déterminer un équivalent de u,,.

Montrer que pour tout entier n > 2, I'équation x = Inx +
n admet une seule solution z,, dans |0, 1] puis étudier la
suite (z,,) et un développement asymptotique a deux termes
significatifs.

1. Montrer que pour tout entier naturel n assez grand

A
O

supérieur & un entier ng, 'équation chx = nx + =

2
admet deux solutions réelles z,, < y,.

2. Montrer que les suites (5 )n>ng €t (Yn)n>n, SONt MO-
notones.

3. Déterminer les deux premiers termes dans les dévelop-
pements asymptotiques des quantités x,, et y,,, lorsque
n tend vers +oo.

Calculer lim wu,, dans les cas suivants :
n—-4oo
Z” k
[ ) /U,n = 4_k
k=0
" K243k -1
[ ) U,n = 2k
k=1

1. Montrer que : ¥n € N*, Jlz,, >0, =) + =, = 1.

2. Montrer que la suite (x,,) est croissante, puis conver-
gente vers une limite £ a déterminer.

3. Calculer un équivalent de z,, — ¢.

1. Montrer que pour tout entier n > 3, I'équation e* =
nx admet exactement deux solutions dans R. On note
an < b, ces deux solutions.

O
O

2. Etudier les suites (an)n>3 et (bn)n>3-

3. Déterminer les développements asymptotiques des
quantités a,, et b, a trois termes significatifs.

1. Montrer que pour tout entier n > 2, I'équation e* =
n — z2 d'inconnue z € R admet deux solutions réelles
Up < Up-

O
O

2. Montrer que les suites (up)n>2 €t (Uy)n>2 sont mo-
notones. Sont-elles convergentes ?

3. Déterminer les deux premiers termes dans le dévelop-
pement asymptotique des quantités u,, et v,, lorsque
n tend vers 4o0.

SUITES DE NOMBRES COMPLEXES [_

1. Soit (un)nen €t (vpn)nen deux suites a valeurs dans
[0, 1]. Montrer qu'il existe une application ¢ : N — N
strictement croissante telle que les deux sous-suites
(U (n))neN €t (Vp(n))nen soient convergentes.

2. Soit (2, )nen une suite de complexes telle que : V(p #
q), |zp — zg| = 1. Montrer que lim |z,| = +oc.
n——4oo

Etudier la suite z définie par 2,41 =

Soit (zp)nen une suite complexe telle que pour tous p # ¢
dans N, alors |z, —z4| > 1. Montrer que lim |z, | = +o0.
~ n—-—4oo

O
O

O
O

Zn + |20

t eC.
B) et 2o

A
O

THEMES VARIES

Exercice 33
Soit o > 0 un nombre irrationnel. On pose I'ensemble :

ﬂf:{pa—q; (I%Q)EN2}-

1. Soit n € N*.

(a) Montrer que I'ensemble {{ka} i ko€ [[1,n]]}
contient n éléments, ot {x} désigne la partie dé-
cimale du réel z.

(b) En déduire que I'ensemble Q/ﬁ:| —%, % [ contient
au moins un élément non nul.

(c) En déduire que I'ensemble &7 est dense dans R.

2. Montrer que les suites (sinn),en et (cosn),en sont
denses dans [—1,1].

3. Soient r € N* puis ay, - - -, a, des éléments dans [0, 9],

avec a; # 0.

n2 L |
10 est irrationnel.
(b) Montrer qu'il existe une puissance de 2 dont I'écri-
ture décimale est de la forme : a1as---a % - - - *.

On définit ug = 0 et uny1 = f(uy), avec f(z) =

(a) Montrer que le nombre o =

O
O

14+
34+
1. Résoudre f(x) = x. On trouve une solution /.

2. Montrer que : Vn € N, u,, # £.
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1

Up —

3. Montrer que la suite (wn = £> est une suite
neN

de référence.
4. Calculer ¢ =

" (—1)k-1
On pose : u, = 2(7)

k=1

lim  w, puis un équivalent de u, — &.
n—-+oo

1. Montrer que les suites (u2p)nen €t (U2n41)nen soNt
adjacentes.

2. Montrer que la suite (u,)nen converge.

3. Calculer la limite de cette suite. On pourra faire inter-
venir des intégrales.

n
1. Montrer que les suites un:E
k=0

1
(vnunJr '
n-n

| —

T et

=

neN*

) sont adjacentes.
neN*

lim  wu,. On suppose que e est ration-
n—-4oo

2. On pose e =
nel. On pose : e = ]—?, avec p et ¢ dans N*.
q

(a) Montrer que : Vn € N*, u,, < e < vs,.

(b) En déduire que le nombre e est irrationnel.

1. Montrer que pour tout n € N, le nombre (3 ++/5)" +
(3 —V/5)™ est un entier.

2. Montrer que la suite (sin ((3+ \/5)" ﬂ'))
convergente.

O

O

neN est

3. Reprendre les questions en remplacant 3 + /5 par
3+5 3-Vb
2

et3f\/5parT.

On dit qu'une suite est stationnaire si elle est constante a
partir d'un certain rang.

1. Montrer qu'une suite d’entiers est convergente si et
seulement si elle est stationnaire.

2. Qu’en est-il d’'une suite convergente 3
727

On dit qu’une suite réelle (u,)nen est de Cauchy si :

valeurs dans

Ve >0, 3ng € N, Vp > ¢ > no, |up —uq| <e.

1. Montrer que toute suite réelle convergente est de Cau-
chy.

2. Réciproquement, soit (u,)nen une suite réelle de Cau-
chy.
(a) Montrer que la suite (uy)nen est bornée.
(b) On sait alors que la suite admet une valeur d’adhé-

rence . Montrer que la suite (u,)nen converge
vers /.

3. application : soit (u,)nen une suite réelle. On pose

pour tout n € N :

n n
Sp = Zuk et R, = Z |uk|
k=0 k=0

Montrer que si la suite (R, )nen converge, alors la suite
(Sn)nen converge.
n

. cosk
4. Montrer que la suite <Z ?) est conver-
neN*

k=1
gente.

Pour tout n € N*, on note d,, le nombre de diviseurs stricte-
ment positifs de I'entier n. Déterminer |'ensemble des valeurs
d'adhérence de la suite (d;,)nen-.

Soit f : [0,1] — [0, 1] une fonction croissante. Montrer que
f a au moins un point fixe.

~

O

UN PEU PLUS DIFFICILE

Exercice 42
Soit u une suite réelle telle que :

in_lkoo(urwl —u,) =0.

Montrer que |'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite
u forme un intervalle.

Exercice 43
Etudier la suite u définie par

Up + VUn+1

Uppy = ——————.

2

0 < wo,up < 1 et

ﬁ

Exercice 44
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Exercice 45

Soit .% une figure du plan comportant un nombre infini de
points et telle que la distance entre deux points de .F est
toujours un entier. Montrer que tous les points de .# sont
alignés.

Exercice 46
Déterminer un équivalent du nombre de points a coordonnées
entiéres dans le disque de centre O et de rayon n.

A

(@]

Exercice 47

Peut-on construire un édifice & partir de briques de méme
taille, en les posant les unes sur les autres de facon a ce
que chaque brique soit en contact avec au maximum deux
briques et tel que I"aplomb soit arbitrairement grand ?

O

O

Exercice 48
Soient @ € {0,---,9} et kK € N*. Soit, pour tout n € N,
(n) le nombre d'entiers j € {0,---,n} tels que le k-iéme

~



chiffre aprés la virgule du développement décimal de /7 soit

égalaa.
Déterminer lim f(n)et lim M
n—-4oo n—>-4oo n
o

Exercice 49
Soit r un rationnel strictement positif.

1. Montrer qu'il existe des entiers q1,-- -, g, tous diffé-

n
1
rents dans N* tels que : r = Z —.
Pl

2. Combien y a-t-il de possibilités pour les ¢ ?

O

O

Exercice 50

Soit P(X) un polynéme a coefficients réels. En utilisant I'ap-

plication A : Q(X) — Q(X + 1) — Q(X), montrer que si

la suite exp(iP(kz)))k . admet un nombre fini de valeurs
€

d’adhérence, alors P(X) — P(0) € 7 - Q[X].

O

O

Exercice 51
Soit (un)nen une suite réelle telle que  lim  wpqq — uy —
n—-+oo

u? = 0. Montrer que soit (w, )nen tend vers 0, soit (un)nen
tend vers +oo0.

Exercice 52

Pour tout n € N, on note d,, la distance entre 'origine du
plan et le graphe y = cos™ x.

Etudier la convergence de la suite (d,,)nen puis en donner
un équivalent simple.

Exercice 53
Montrer qu'il existe un unique réel a tel que la suite :

o =a
VneN, z,41 = ac% — 100+ sinn

—

soit bornée et a valeurs positives.

O

O




