Solution 1 : algébre linéaire
1. On écrit une relation de Bezout :
PU+QV =1.
On applique cette relation en ’endomorphisme w :
U(u) o P(u) + V(u) o Q(u) =idp (%).

Il y a plusieurs choses & montrer :
e Soit = dans l'intersection des deux noyaux. Alors,

Pu)(r) = 0= Q(u)(z).

En appliquant s en le vecteur z, on a directement x = 0 : la somme est, directe.

e Soit z € Ker((P X Q)(u)) Alors,
T =+ T,

avec 1 = V(u)oQ(u)(x) et xo = U(u)o P(u)(z). Il est facile de voir que z; € Ker (P(u)), puisque :

P(u)(zr) = (P x V % Q) (u)(x) = V() ((P x Q)(u)(x)) = V(u)(0) = 0.

De méme, xo € Ker (Q(u))

e Si x est dans le premier noyau par exemple, alors Q(u)(x) = 0, puis 0 = Q(u) (P(u)(x)) =0et
donc :

0= (P xQ)(u)(z),
et x dans le noyau de gauche.

2. On applique ce qui précéde & E = CV, 'endomorphisme u du décalage :

F — F
v (UnJrl)nGN

de sorte que :
F= Ker<u3 —3u — QidE).

Le polynome X3 — 3X — 2 se factorise comme suit :
X3 -3X —2=(X+1)(X*-X-2)=(X+1)*(X -2).
On en déduit qu’en posant :

G = Ker((u +id)?) et H = Ker(u — 2id),
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alors :

F=GoH.

Or, G et H sont des ensembles connus car associés & des suites récurrentes linéaires d’ordre 2 ou
d’ordre 1 (suites géométriques dans ce cas).

Une base de G est :
((=Dnew ((-1)" m)ner).

((2n>n€N)-

Il suffit de concaténer ces deux familles pour avoir une base de F.

Une base de H est :

. On note A\i, Ao, - -+, A, les coefficients diagonaux de la matrice A. Pour tout ¢ € [1,n], on pose :
F;, =Ker(A -\ I,).

Chaque matrice A — \; I,, est une matrice triangulaire supérieure avec un coefficient diagonal nul,

donc de déterminant nul, donc non inversible.
n

En réitérant la premiére question, on obtient que la somme Z F; est directe, I'hérédité provenant

i=1
n—1

du fait que le polynome X — A, est premier avec le polynome H(X — i)
i=1
Chaque espace F; est non réduit a {0}, donc de dimension au moins 1, et exactement de dimension

1 car sinon,
dim(.4,1(C) > dim (Z F) Z dim(F;) > n.

=1

On choisit une base (e;) de Fj, de sorte que la famille Z = (ey, - -, e,) est une base de .4, 1(C) et
comme pour tout i € [1,n],

Ale;) = X - ¢

alors la matrice représentant I’endomorphisme A selon la base % est exactement la matrice diago-
nale de diagonale identique a celle de la matrice A.

Solution 2 : probabilités

. La variable X; s’interpréte comme une somme de n variables aléatoires mutuellement indépen-
dantes, chacune suivant la loi de Bernoulli de paramétre p,

X, = Zn: Zi,
=1

avec Z; la fonction indicatrice de I’événement :
« la 1™ piece a donné pile au premier lancer. »

Ainsi, Xy ~ ZA(n,p).



. D’une part, X5(Q) C [0, n].
Ensuite, soit k& un entier entre 0 et n. On utilise le SCE <{X1 =i}; 0<i< n) de sorte qu’avec
la formule des probabilités totales :

n n—k
P(Xo=k)=> P(Xo=kX =i)=Y P(Xo=kX;=i),
=0 =0

car X; + X5 < n. Or,

n-—=1

P(X, =i, X, = k) =P(X; = )xP(Xo = k| X; =) = ( TZL )pi(1—p)"ix( B )pka—p)"ik,

car la probabilité conditionnelle s’interpréte également comme une loi binomiale.

Ainsi,
pet =0 = () -t (775 )= = s - i,

Ainsi, Xy ~ Z(n,p(1 —p)).

. La somme compte le nombre de piéces donnant « pile » & l’étape numéro k. La somme vaut
exactement X.

. SiseN*etle€[l,n], 'événement {Y; = s} s’interpréte comme 1’événément : « la piéce numéro ¢
a donné sucessivement face (s — 1) fois de suite puis pile. Par indépendance des lancers,

P(Y;=s)=p(1-p)>"

. Les variables 1yy,—, lorsque ¢ varie sont mutuellement indépendantes par le lemme des coalitions.
Chacune de ces variables suit la loi de Bernoulli de paramétre p = p (1 —p)*~".

La variable X}, suit donc la loi binomiale :
Xi~ B(n,p (1-p)*H).
. On montre de méme que :

Xi+ -+ X, = Zlm

et donc que :

k
=1

Solution 3 : probabilités

. On a une situation équiprobable. C’est du dénombrement.

Le nombre total de rangements est :
15!

= 51413121




en considérant d’abord tous les livres différents, puis en divisant par les permutations adéquates
pour rendre indiscernables les libres d’'une méme matiére.

On compte maintenant les dispositions ol les livres d’Informatique sont cote a cote. Cela concerne
14 situations différentes, selon la place du libre d’Informatique le plus a gauche.

La probabilité vaut donc :
14

1——.
N

2. Il s’agit de compter les dispositions favorables. Pour ce faire, il suffit de placer les matiéres les unes

par rapport aux autres, ce qui fait 5! dispositions possibles. La probabilité recherchée vaut donc :
5!
N.

3. La encore, on compte les dispositions favorables. Le calcul est ici un peu plus pénible. On choisit une
disposition des livres de Francais. Le nombre de dispositions favorables du livre d’Anglais dépendt
fortement de la disposition des livres de Francais, ce qui ne permet pas de factoriser simplement les
choses. Le plus « simple » est de répertorier toutes les configurations des livres de Francais, selon
qu’un livre est sur le bord ou non, selon que les livres de Francais soient cote & cote ou non.

Solution 4 : suites

1. (a) Les suites u et v ne prennent que des valeurs strictement positives, sont strictement croissantes.
Elles divergent vers +o00. On détaille par exemple pour la suite u. Si la suite u convergeait vers
¢ > 0, par passage a la limite dans la relation de récurrence, on aurait ¢ = ¢ + % ce qui est
impossible.

(b) On établit un équivalent de u, et de v, avec la technique de 1’exposant.

e Pour la suite u, on remarque que la suite (wn =ul,, — ui)neN

le lemme de Cesaro, on obtient :
Up . V2n.

La série a termes positifs g u, converge si et seulement si v < —2.

n

converge vers 2. En utilisant

3

e Pour la suite v, on remarque que la suite (xn = Uy — vz)neN converge vers 3. En utilisant
le lemme de Cesaro, on obtient :

3
Up 3n.

~
— 400

La série a termes positifs E vy converge si et seulement si o < —3.
n
2. (a) Par récurrence, tous les termes w,, sont compris entre 0 et 1, car c¢’est le cas au rang 0 et si c’est
le cas au rang n, alors :
Wn41 2 0
et d’autre part,
wy, — w2
2 <
1+w2

Wn+1 < W, < 1.



(b)
(c)

La suite w est ainsi décroissante minorée par 0, donc convergente de limite ¢ > 0. Par passage

a la limite dans la relation de récurrence,

_ In(1+0-0)
1402
Si ¢ > 0, alors
In(1 4 £ — 2) )
W <l—1" </,

ce qui est faux.
La suite w converge vers 0.

On utilise un développement limité de la forme :

3
In(1+u—u®)=u~— §u2 + o(u?),

3
pour obtenir que les réels f =1et £ = 3

On termine par le lemme de Cesaro pour avoir :

2

Wn, n—'::-ﬁ—oo % .

La fonction f est de classe C'! sur I. Tl est clair que f(I) C I.
De plus, pour tout x € I,

pooN et —2e"
f(l‘) - (261+671)2’
donc : . .
1f(@)| € 55— < 5

T2t femr 3

1
La fonction f est g—contractante, en utilisant derriére tout cela le théoréme des accroissements

finis.

C’est le théoréme du point fixe!

i. Six,1 =4, alors f(x,) = f({) et la fonction f étant strictement décroissante sur I, z,, = /.

Alinsi, par contraposé, comme xy # ¢, alors tous les termes z,, sont différents de ¢ et tous les
a, sont strictement positifs : les quantités c¢,, sont bien définies.

On établit un développement asymptotique de la quantité positive c,,.
Par la formule de Taylor-Young,

Tny1 == f(@a) = f(O) = (20 = 0) [/(0) + O((2n — 0)%).
Alinsi,
ap = p + ﬁ(l‘n - E)a

puis :

chn=In(l1+0(x, 1)) =0z, —{).



Or, par le théoréme du point fixe, on sait que :

1
Vn e N, |xn—€\<§ |z — £].

1
Ainsi, z, — ¢ =o (

—2) Le résultat est alors maintenant assez clair.
n

Ty —

d
, alors la quantité L ogt toujours strictement

p dy
positive car p < 0 et les quantités d,, et d, 1 sont de signe différent par décroissance de la

fonction f sur I.
On en déduit :

ii. On remarque qu’en posant d, =

¢n = In(dp41) — In(d,).
La série télescopique Z(ln(dnﬂ) - ln(dn)) converge impliquant que la suite (In(d,))nen

converge vers une limite finie A et donc que la quantité d,, converge vers C' = ¢ > 0. On
obtient alors immédiatement le résultat voulu.

Solution 5 : fonctions

1. La fonction g : t — f(t) — t est continue. Si la fonction g ne s’annule pas, elle garde un signe
constant sur 'intervalle [0, 1], par le TVI. Le théoréme aux quatre hypothéses appliqué a la fonction
1

g donne que 'intégrale / g ne peut étre nulle, alors qu’elle 1’est.
0

2. La fonction f s’annule au moins trois fois sur [0, 1].

En effet, a chaque changement de signe, il y a une valeur d’annulation de la fonction f sur I'intervalle
lag, ar1| tel que ay - agq < 0.
Cependant, la fonction f peut s’annuler strictement plus de trois fois ce qui est le cas si la fonction

1
f est nulle sur |0, 5} , puis égale a une fonction affine par morceaux qui changement de signe trois

1
fois sur 5 1|, les changements de signe ayant lieu en des points irrationnels. Cette fonction f

vérifie les hypothéses mais s’annule une infinité de fois.

3. (a) L’espace F' = Vect(ch,sh) est de dimension 2.
Si a € R, pour tout t € R,

sh(t+a) =sha x cht + cha x sht.

On a donc l'inclusion « D »et lorsque a = 0 ou lorsque a = 1, les fonctions sh et sh(1 + -)
ne sont pas colinéaires. L’inclusion précédente couplée avec 1'égalité des dimensions finies (ici
égales a 2) donne 'égalité des espaces.

(b) Par ce qui précéde, pour tout a € R,

/lf(t) sh(a+1t) dt =0.



1
La fonction f ne s’annule pas sur [0, 1], I'intégrale / f x ch ne peut étre nulle, par le théoréme
0

aux quatre hypothéses.

Si la fonction f ne s’annule qu’une seule fois sans changer de signe, alors la remarque précédente
reste valable. Donc la fonction f change de signe en son point d’annulation a.

La fonction sh (—a+-) change de signe au méme moment que la fonction f, donc par le théoréme
1
aux quatre hypothéses, 'intégrale / f(t) sh(—a+t) dt ne peut étre nul : contradiction.
0

Donc la fonction f change au moins deux fois de signe sur [0, 1], donc sur |0, 1| et s’y annule au
moins deux fois.

Solution 6 : algébre linéaire

1. En utilisant la méthode classique, on obtient :

1 0 0
2 1
P=1I,et Q= 0 0
: 1 0
n 0 0 1

qui conviennent, le rang r de la matrice A valant 1.

2. La réponse est oui si et seulement si la matrice A est une matrice de projection. On remarque que
A% = A.
La matrice () précédente vérifie :
Q'AQ = J,.
3. On note (Ey, -, E,) la base canonique de .#, 1(R).
(a) La matrice AT reste de rang 1. Une base de F est (X;).

Une base de G est :
(—kX1+Xk o<k gn).

(b) On utilise la formule de la comatrice :
B x (Com(B))" = (Com(B))" x B = det(B) I,.

Or, le déterminant det(B) doit étre nul car sinon, la matrice Com(B) = A serait inversible ce
qui n’est pas le cas.

Ainsi,
Bx AT =AT xB=0.
On montre maintenant les stabilités.
Si X € G, alors ATB(X) = BAT(X) = B(0) = 0, donc B(X) € G.
SiY € F, on écrit : Y = ATZ, pour une matrice colonne Z et donc :

BY = BAT"Z =0¢ F.



(c) La matrice AT est encore une matrice de projection : les espaces F' et G sont supplémentaires
dans 4, 1(R).
Ce qui précéde donne I'idée d’une bonne matrice B car on a vu que B(X;) = 0 et que B laisse
stable Vect(—kX; + Xi ; 2 < k < n).

0 -2 -3 -+ —n
o1 0 --- 0
On remarque que la matrice B=| 0 0 1 "-. : convient.
P |
o -~ 0 0 1
En effet, si i et j sont deux indices entre 1 et n. On compare (—1)""/A, ; dans la matrice B a
A, .
> lorsque j > 1, alors A; ; = 0 et le mineur A;; est nul car la premiére colonne dans A, ; est
nulle
> lorsque j = 1, alors A; ; = i et le mineur A;; vaut la matrice de format (n — 1) x (n — 1)
de premiére ligne —2,—3,---, —n, avec (i — 1) coefficients 1 strictement en dessous de la

diagonale, puis un décrochage ou les 1 sont sur la diagonale. On commence par développer
le déterminant par rapport aux derniéres lignes ce qui donne le déterminant d’une matrice
compagnon de format i x i. Ce déterminant vaut (—1)"*! ¢ et donc Com(B);; = 1.

Solution 7 : algébre bilinéaire

1. C’est du classique. Pour le caractére défini positif interviennent les deux arguments suivants : le
théoréme aux quatre hypotheéses et seul le polynéme nul admet une infinité de racines.

2. Chaque Py est de degré k. Ensuite, on montre que les polyndémes Pj sont orthogonaux. En effet, si
1 < j sont deux entiers entre 0 et n, alors dans I'intégrale :

on effectue plusieurs intégrations par parites en dérivant toujours P; et en intégrant toujours P;.
Au bout de la k™ étape d’IPP avec k < i, on obtient un crochet de la forme :

| 16-m]"
{pi(kn |:XJ(X_1)J] ’ } 7
0

, 7 G=k)
ce crochet étant nul car 0 et 1 sont des racines du second polynome [XJ (X — 1)]] dans le

crochet.
On obtient une nouvelle intégrale de la forme :

(G—F)

/0 P o —1p] "

On peut poursuivre ce processus jusqu’a 'étape k =i + 1 < j et cette nouvelle intégrale est nulle
car Pi(iH) est le polynome nul.

Il suffit maintenant de prendre les scalaires Aq, - - -, A,, de telle sorte que chaque A\, Py soit de norme
1 et ait un coefficient dominant strictement positif (ce qui revient a choisir chaque Ay strictement
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positif) car alors pour tout 4, le produit scalaire (X* | \; B;) sera stricteement positif. En effet, on
pourra exprimer X°¢ sous la forme :

X'=0; P+) o P,
7<t

et donc (X* | \; P)) est du signe de o; \;, c’est-a-dire strictement positif.
Par la caractérisation de 'orthonormalisée de Gram-Schmidt, on obtient ce qu’il faut.

. On sait que A\, > 0 et que ||\ - P|| = 1, donc :

1
1Pl

Ak

1
On calcule I, = / P2(t) dt.
0

En effectuant les intégrations par parties, on obtient uniquement des crochets nuls. En fin de
processus, la nouvelle intégrale devient :

I = (1" / P — 1)) .

Or, Py(X) est un polynéome de degré k : le polynome P,fk)

égale a :

est donc constant, la constante étant

[XWXP—Uﬂ@m:[X%T%L:@@L

Il ne reste plus qu’a calculer :
1 1
(—1)’f/ th(t — 1)* dt :/ th (1 —t)* dt.
0 0

1
En posant [, , = / t?(1 —t)" dt, par IPP, on obtient pour n > 0 :
0

n

_[n’p = m_[n_LpJ’_l.
Alinsi,
;o o_.nonzb 1 __ntpt
"Pp+1 p+2 ptn T (ptn+ 1)l
Par conséquent,
Ly
BTk + 1)
et donc :
(k1)
I, = .
2k +1
En conclusion :
V2k+1
Ap = T



4. e méthode 1 : par les produits scalaires

On note 0 < 17 < 9 < --- < x, < 1 les abscisses des points entre 0 et 1 strictement ou la courbe
y = Py(z) change de signe. Il s’agit des racines de Py(X) dans ]0,1[ & multiplicité impaire. On

pose :
T

Q(X) = H(X - l’z)

i=1
La fonction ¢t —— Pg(t)Q(t) est continue et garde un signe constant sur [0,1]. Par le théo-
réme aux quatre hypotheses, (P, | Q) # 0. Or, deg(Q) < k = deg(Px) et Py est orthogonal a
Vect(Py, -+, Pr—1) = Ri_1[X], donc @ doit étre de degré au moins égal a k, donc égal a k. Les
polynomes Py et ) sont proportionnels et ) est scindé a racines simples dans 0, 1[; il en est de
méme pour le polynéme P, (X).

e méthode 2 : par le théoréeme de Rolle.

En utilisant le théoréme de Rolle, on montre « facilement » la propriété suivante par récurrence
sur j, pour 0 < j < k:

()
P(j) = « le polynome [Xk(X - 1)’“} admet 0 et 1 comme racines de multiplicités chacune k — j
et j autre racines différentes x1 < --- < x; entre 0 et 1 strictement. »
La propriété & (k) donne alors ce qu’il faut.

Solution 8 : divers

l14+et

1. On remarque que f : ¢t +— Les primitives de f sont :

Fitr— —In|l+ef|==In(l+e ") +ec=GE) +ec.

On cherche la constante ¢ telle que :

1
—/ G(t)dt+c=0,
0
donc :
1 1
¢— / G(t) di — / In(14e) dt.
0 0

Cette intégrale n’est pas calculable avec les moyens de premiére année. On laisse le résultat tel
quel.

2. On procéde par récurrence et on constate en dérivant 1’expression proposée que la suite de poly-
nomes (P, (X))nen telle que :

R(X) = Let ¥n € N, Pon(X) = X((1+ X)P, — (1 +1)P,),

convient, en n’oubliant pas dans les formules les dérivées composées.

Pour T'unicité, si P, et (), conviennent au rang n, le polynome P, — (),, admet une infinité de
racines, tous les nombres de la forme e?, pour ¢ décrivant R. Le polynome P, — @,, est nul.
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3. Avec la formule de récurrence, on obtient par récurrence que deg(P,) = n. On détaille un peu car
il n’est pas évident que le polynome (1 + X )P, — (n+ 1)P, soit vraiment de degré n.
On a Py(X) = 1 de degré 0. Si P,(X) est de degré n, on note aX” son terme dominant. Alors,
le terme dominant dans P, sera —aX""!, qui est bien de degré (n + 1). De plus, les coefficients
dominants valent alternativement +1.

4. On le fait par récurrence sur n.
Le résultat est acquis lorsque n = 0 et lorsque n = 1.
Supposons le résultat vrai pour un certain entier n > 1.
Au rang (n+ 1), le polynome P, ; admet déja 0 comme racine car X divise P, 1.
On note 0 = 21 < x5 < --- < x, les n racines du polynéome P,(X).
La fonction f s’annule exactement en les points y, = In(z2) < - -+ < y, = In(z,).
Le théoréme du Rolle implique que la fonction f™*1) aura au moins n — 1 points d’annulation
entrelacés entre les y, correspondant & des racines strictement positives e’* du polynome P, ;.
La racine 0 est toujours racine de P, .
On peut appliquer le théoréme de Rolle étendu entre v, et +o0o pour la fonction f( dérivable car
par les croissances comparées au voisinage de +00 :

O(e™)

f) = et L1+ o(1)) o(1)

On dispose de (n + 1) racines différentes positives (dont une nulle) pour P, ;.
Solution 9 : divers

1. e méthode 1 : si f est une solution, en posant a = f(1), on montre par récurrence que :
Vn eN, f(n)=an,

puis comme f(—z) = —f(z), que f = a id sur Z, puis sur Q, puis enfin sur R par densité de Q
dans R et continuité de 'application f — a id.

e méthode 2 : si f est solution, on note F' une primitive de f. On fixe x et on intégre en y entre 0
et 1 par exemple ce qui donne :

Ve eR, F(zx+1)— F(z) = f(x) + F(1) — F(0).

Il apparait que la fonction F' étant dérivable, la fonction f 'est également.
On reprend I’équation initiale et on dérive par rapport a y par exemple :

V(z,y) R fl(x+y) = f(y).
Alinsi, pour tous a et b dans R, en posant y =bet x =a — b, alors x + y = a et :
fi(a) = f(b).

La fonction f’ est constante donc la fonction f est affine et comme f(0) = 0, la fonction f est une
homothétie sur R.

Les fonctions solutions sont x — a x, o a € R.
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2. Supposons la suite (sinn),cy convergente de limite £. Alors, on peut utiliser :

sinp + sin ¢ = 2sin (Z%) cos (Z%) :

Ainsi, sin(n + 2) +sinn = 2sin(n + 1) cos 1. Par passage a la limite 2¢ = 2/ cos 1, donc ¢ = 0, car
2cos1 # 0.

Ensuite, comme sin(n + 1) = sinn cos 1+ cosn sin 1, la suite (cos(n)),en doit converger vers 0 ce
qui pose un probléme lors du passage a la limite dans cos?n + sin®n = 1...

Supposons la suite (cosn),en convergente de limite £. Alors, on peut utiliser :

cosp + cosq = 2cos (Z%) coS (Z%) .

Ainsi, cos(n + 2) + cosn = 2cos(n + 1) cos 1. Par passage a la limite 2¢ = 2¢ cos 1, donc ¢ = 0, car
2cos1 # 0.

Ensuite, comme cos(n + 1) = cosn cos1 —sinn sin 1, la suite (sin(n)),en doit converger vers 0 ce
qui pose un probléme lors du passage a la limite dans cos?n + sin®n = 1...

3. On voit une dérivation. On pose dans R commutatif :

f(@):i<2)9k2(1+9)"

et la premiére somme vaut 6 f(0).
Pour la deuxiéme somme, on pose :
g(0) =Y ™
k=0
formule que 'on peut simplifier lorsque 0 # 0[27]. Lorsque cette condition est vérifiée on a :

1 — 6i(n+1)€

)= ———
g(0) T

et la seconde somme vaut :

—Re(g'(0)),
que l'on peut calculer assez facilement...
Lorsque 6 = 0 [27], alors la somme proposée est nulle.

4. On fixe n € N. I'application :

| RyX] — R,[X]
FHQx) — Q@X +1)+Q(—3X)

est bien définie et est linéaire. De plus, si k est un entier entre 0 et n, alors f(X*) est un polynome
de degré exactement k car 2F 4+ (—3)* n’est jamais nul.

La matrice représentant f selon la base canonique est alors triangulaire supérieure & coefficients
diagonaux non nuls : la matrice est inversible et f est un isomorphisme.

On peut maintenant revenir a la question posée.
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Soit P € R[X]. On prend n un entier tel que n > deg(P). Alors P € R, [X] = f(R,[X]) et on
trouve un polynéome @) convenable dans R, [X].

Si @1 et Q2 sont deux polynomes convenables, en posant n a la fois supérieur a deg(Q);) et deg(Q-2),
on obtient :

f(Q1) = P = f(Q2),
donc )1 = Q5 par injectivité de I'isomorphisme f.

. On remarque que lim (In(n + 1) —Inn) = 0 et que la fonction cos est 1-lipschitzienne car
n—r-+00

|cos’| < 1 sur R.

Ensuite, on se donne un réel x dans [—1,1]. On pose 6 = arccosz. On fixe € > 0. On va montrer
qu’il existe un entier n > 1 tel que :

| cos(lnn) — cosf| < e.
On trouve un entier ng tel que :
Vn = ng, |In(n+1) —Inn| <e.

On fixe un entier kq tel que :
0 + 2kom > Inny.

[’ensemble & = {n >ng | Inn <60+ 2]€07T} est un ensemble non vide, majoré et inclus dans N,
donc admet un plus grand élément n;.
D’une part, Inn; < 6 + 2kom et d’autre part,

ln(n1 + 1) >0 + 2]€07T,

avec la différence : |Inn; + In(n; 4+ 1) inférieure a .
On en déduit :
|In(ny + 1) — (0 4 2kom)| < €.

La fonction cos étant 1-lipschitzienne, on en déduit :
)cos(ln(nl + 1)) — cos(f + 2kom)| < e.

Or, cos(8 + 2kom) = cos(f) = .
On obtient bien ce qu’il faut.

"1
. On pose S,, = Z ﬁ et u, = S, — 2v/n, de sorte que pour n > 2 :
k=1

un—un1:%—2<\/_—\/7ﬁ).

w0 )
S aed S G C))
_ ﬁ(i/)
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de série absolument convergente donc convergente.

La série télescopique converge donc la suite u converge.
Solution 10 : informatique

1. Voici le code PYTHON qui a permis d’avoir cette image :

from pylab import *

def Trace_Hyperbole(m)
LX=linspace (sqrt(m),sqrt(m)+4,1000)
LY=[sqrt(t**2-m) for t in LX]
figure()
grid()
plot ([-0.5,7.5],[0,0],1w=1,color="black’)
plot ([0,0],[-0.5,6.5],1w=1,color="black’)
plot (LX,LY,1lw=2,color="black’)
text (4,5,’$x~2-y~2=7$’)
savefig(’hyperbole.png’)
show ()

Trace_Hyperbole(7)

2. En posant m = 2k+1, on remarque que le point Q(k+1, k) est sur I’hyperbole 7%, car (k+1)?>—k* =
2k +1=m.

3. Lorsque m = 33, voici ce que donne 'algorithme :
o My=(6,0)et Ny =(6,2)
o My =(7,2) et Ny =(7,4).
4. def Droite(m,x,y)
"""calcule & partir du point [x,y] le premier
point [t,y] & droite de [x,y] et sur ou &
droite de 1’hyperbole"""
t=x
while t*x*2-y**2<m :
t+=1
return [t,y]

def Haut (m,x,y)

"""calcule & partir du point [x,y] le premier
point [x,t] au-dessus de [x,y] et sur ou
au-dessus de 1’hyperbole"""

t=y

while x**2-t**2>m :

t+=1
return [x,t]

def Algo(m)

14



""" implémente 1’algorithme énoncé """
k=0
Liste_M,Liste_N=[1, []
while k**2<m :
k+=1
Liste_M.append([k,0])
alterne=1-alterne
Test_arret= k**2==
x,y=k,0

while not(Test_arret)
alterne=1-alterne
if alterne
Liste_M.append(Droite(m,x,y))
x,y=Liste_M[-1]
else
Liste_N.append (Haut (m,x,y))
x,y=Liste_N[-1]
Test_arret=x**2-y**2==
return x-y==

5. La droite y = x est au-dessus de I’hyperbole qui est d’équation y = v/x2 — m.
Placons-nous a une étape dans ’algorithme, ot le point M, vient juste d’étre calculé. On note
les coordonnées My (xy, yr), Ni(Tk, Ypsr1) €t Myi1(Tri1, Yrs1), les trois points consécutifs dans le
processus de calcul.
On va déja montrer que z;1 = x; + 1.
En effet, on peut écrire : 27 —yi > m, 27 — (Yps1 — 1)* > m, 27 — ypy < m, PUiS 274 — yi, = m.
Supposons que Ty, 1 # T+ 1. Alors, 211 > xp+1 et le point (zx+1, yx11) est strictement au-dessus
de A, : (z +1)* —yi,, <m, donc 2} —yi,, <m — 2z, — 1.
Or, le point (zy, Yg+1 — 1) est strictement & droite de S, : 27 — (yp1 — 1)> > m : 27 —yp,, >
m — 2yg1 + 1.
On en déduit, puisque toutes les quantités sont des entiers :

m—2x,—1>2m—2yp1 + 1+ 1, donc 22 + 4 < 29541,

puis x < ypy1 — 1. Or, le point (xy, yr41 — 1) est strictement a droite de 77, donc strictement en
dessous de la droite y = x : yxr1 — 1 < 2 : contradiction.

Puisque le point M, a pour coordonnées My ([/m]+1,0) et qu’il existe un point P(«, 3) € J,, NN?,
en choisissant o minimal vérifiant cette propriété il existe un plus petit entier k tel que x, = « et
donc le point M}, ou le point N sera égal au point P et on sortira de la boucle while au bout d’un
nombre fini d’étapes.

On vient de voir que les abscisses des points M, augmentaient d’une unité a chaque fois. On sait
de plus qu’il existe un point de I'hyperbole a coordonnées entiéres. On en déduit que le processus
s’arréte lorsque le point M), ou le point /Ny est & coordonnées entiéres sur I’hyperbole et parmi tous
ces points, c¢’est le plus petit possible pour I'ordre lexicographique (comparaison des abscisses avant
celle des ordonnées).

15



En sortie d’algorithme, on obtient un point Q(X,Y’) avec (X,Y) minimal pour 'ordre lexicogra-
phique et X? —Y? =m, donc (X —Y)(X +Y) =m.
Deux possibilités :
e soit ’entier m est premier, auquel cas, X —Y et X +Y sont deux diviseurs de m, puis X —Y =1
et X +Y =m : l'algorithme renvoie True
e soit 'entier m n’est pas premier, auquel cas on écrit m = pq, avec ¢ > /m minimal diviant m.
Alors, il existe k tel que x; = ¢q et yr = p (cela n’arrive pas avant car sinon, on contredit la
minimalité de ¢). Dans ce cas, ¢ > y/m > p, puis ¢ —p > 1 et x, — y # 1. L’algorithme renvoie
False.

6. L’algorithme est un test de primalité de I’entier impair m.
Solution 11 : informatique

1. def Decompo (n)
L=[]
while n!=0 :
L=[n%2]+L
n//=2

return L

2. L’ensemble o7 est inclus dans N et est infini car tous les entiers de la forme 2%, pour k¥ € N
appartiennent a <. L’ensemble & est donc en bijection avec N. On peut donc décrire ’ensemble
</ sous la forme :

o ={ug<up < <u, <---}

def Test (k)
D=Decompo (k)
for i in range(len(D)-1)
if D[il*D[i+1]
return False
return True

def L(k)
Res=[]
i=1
while len(Res) !'=k :
if Test(i)
Res.append (i)
i+=1

return Res

def U(k)
return L(k) [-1]
4. (a)
def S(N)

Somme=0
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for x in L(N)
Somme+=1/x
return Somme

(b) def Seuil(s)
N=1
while S(N)<=s :
N+=1
return N-1
On peut faire des essais avec s = 3 ou s = 3.6, mais ne pas prendre s trop grand. La suite
(S(N))nen~ est en fait convergente...

Solution 12 : informatique

1. SELECT COUNT(*) AS nbre elements,id ens FROM Appartenance GROUP BY id ens;

. SELECT Appl.id, App2.id FROM
( Appartenance AS Appl JOIN Appartenance AS App2 ON Appl.id _ens=App2.id _ens)
WHERE Appl.id<App2.id;

. Voici la phrase en langage relationnelle :
O Appl.id< App2.id <7TApp1.id,App2.id (p(Appa'Ttena'nce A Appl) NAppl.id_ens:Apr.id_ens P(Appartenance —

4. SELECT id_ens FROM Appartenance WHERE (ordonnes<1/2*abscisses+3 ;

. SELECT id_ens, COUNT(*) AS nbre FROM
Appartenance WHERE id _ens LIKE "%0" GROUP BY id_ens HAVING nbre>7;

Solution 13 : dualité

. On considére la base & = <(X —a)f; 0<k< n) de C,[X].

On pose ¢(1) = A. On remarque que la forme linéaire p — X - ev, est nulle sur la base %, donc est
nulle partout. La famille est bien liée.

. On note A, = (ey, €9, €3) la base canonique de R3.

La famille proposée est bien une base de R3 et la matrice de passage de %, vers # est la matrice :

1 10
P=|10 2
01 3

On «sait » alors que la matrice de passage de la base &’ vers Z* est la matrice :

([ 2 3 -1
Q= (P! = = 3 -3 1
-2 2 1

Par conséquent, la base duale est :

(26’1‘ +3e5 — 2e5 3e] — 3e5 + 2e5 —e] +e5 + eg)
3 ’ 3 ’ 3 '

17



3. (a)

La famille € est génératrice car Vect(%) contient tous les vecteurs ey, pour k # jo et donc
ensuite ej,, donc contient F.
On a obtenu la base ¥ par une transvection a partir de la base Z4. La matrice de passage de

-eme

2% vers € est donc la matrice de transvection seule la j§i™¢ colonne comporte des coeflicients
non nuls éventuellement. La matrice de passage de %* vers € est Q = (PT)~!. L’inverse d’une
matrice de transvection est encore une matrice de transvection, donc seule la j&™¢ colonne de
() ne comporte éventuellement des coefficients non nuls.

Une base de F est ((X—Q)k; 1 <k<n>.

Une base de G est <X+ 1;X2+X3>.

Comme X + 1 ¢ F et que F est un hyperplan, alors F'+ G = C,[X], donc par la formule de
Grassmann,

dim(F N G) = dim(F) + dim(G) — dim(C,[X]) = 1.

Il suffit de choisir un polynéme non nul dans F N G. Un tel polynome est de la forme X2 +
X3+ A(X + 1), et I'évaluation en 2 donne :

12+ 3\ =0.
On en déduit qu'une base de F'N G est <X3 + X2 —4X — 4).

Comme 1+ X + X? ¢ F et que F est un hyperplan, alors FF & H = E.
Soit P € E. On pose :
P=Pr+X-(1+X+X?.

L’évaluation en 2 donne :

P2)=X-T7.
Ainsi, le projeté de P sur F paralléelement & H est :
P(2
p(P) :PFZP—¥-(1+X+X2).

Le plus simple est de transposer la question matriciellement.
On se place dans une base & adaptée a la décomposition F'd H = E. On utilise 'isomorphisme
d’algebres :
d . f — %at@(f)
La matrice P représentant le projecteur p est la matrice J,, (de format (n+ 1) x (n + 1).
Les matrices A € 4, 1(C) vérifiant AP = 0 sont les matrices de la forme :

(0 A
a=(o )
avec Ay de format 1 x n et Ay de format 1 x 1.

Ainsi, dim(¥4) =n + 1.
Les matrices A € #,,1(C) vérifiant PAP = 0 sont les matrices de la forme :

- 0 A,
= ()
avec A, de format 1 x n, Az de format n x 1 et A4 de format 1 x 1.
Ainsi, dim(5#) = 2n + 1.
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Solution 14 : divers

. On utilise les régles de Bioche.
e On pose u = tant et la nouvelle intégrale devient :

7 /+°° du 1 1 ; U
= — = — arctan [ ——
0o S3+2ur  21(./3/2 3/2

t
e On pose u = tan 3 et la nouvelle intégrale devient :

1
d
J = /7“
0 1+u+u2

B /1 du
o (ut3)?+35
2

dv

. On met le polynéme sous forme canonique :
2
dt
P -
B /5/2 du
12 ur+ E
[ ()]
= —= |arctan | —=
V7 V7 1/2

5
arctan — — arctan —
( VT VT

S8

e On factorise le polynome :
6+ X+ X?=(X—-2)(X+3).
On effectue la décomposition en éléments simples :

1 _a . b
6+ X+X2 X-2 X+3

19
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1
avec @ = — etb:—g.
On en déduit l'intégrale :

L:E[ln
5

t—2
t+3

]1 ~ In3-3n2
0 5 .

3. On met encore sous la forme canonique :

M =

! dt
/0 VitE+1/2)2+3
/3/2 dv
a 1/2 /2+%

v
2 V3 dw
V3 Jiva 1+ Vau?

2 1
= — (argsh(v/3) —argsh | —
7 (ron 9 e (7))
1+ 2)
= —In — .
V3 V3
4. (a) Sin est fixé dans N*, la fonction :

n,+oo] — R

F: v et
u — — dt
n U
L. L : . .. et 1
est dérivable de dérivée strictement positive sur U'intervalle |n, +oco[. De plus, comme n > n

alors la fonction F' tend vers +oo en +o00 et F(n) = 0.
Il existe par le TVI un seul réel x,, tel que F(z,) = n?.

D’autre part, si « < n, l'intégrale est soit non définie (si z < 0), soit strictement négative. Les
solutions éventuelles étaient dans le domaine de définition de la fonction F.

Il n’y a donc qu’une seule solution : x, = F~1(n).

(b) La suite (z,)nen+ diverge vers +oo car z, > n.
Ensuite, on utilise ’équation implicite :

F(z,) = n*

1 n+1/n n n
F(n+—>>/ St~ =
n n t n

1
Pour n assez grand, F (n + %) > n?, doncn < x, <n+ —, donc :
n

Or,

n.

xn ngﬁ»oo

En fait, z, = n + o(1).
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(c) Pour avoir le terme suivant dans le développement asymptotique, on peut utiliser une forme de
Taylor-Lagrange a I'ordre 2 pour la fonction F' entre n et x,, ce qui donne :

Fa) = F() + ') (2 =) + ) 0w, — ).
Ainsi, . o
n? = % (zn — 1) + % O((zn —n)?).

On en déduit :
— =z, —n+o(z, —n).
Conclusion,
T, =n+n’e " 4 o(n’e™™).
5. On utilise au voisinage de 1 en la variable ¢ et donc au voisinage de 0 en la variable h avec x = 1+-h :

111(61:— ) %(1 +o(l)).

On en déduit :

2

cos® x—1 2 _1 2 _1
/ z(lﬂ(l))dh:emwﬂ(lnw)

osz—1 cosr — 1 cosr — 1

quantité équivalente a eln(1 + cosz) de limite eln 2.
Solution 15 : algebre linéaire

1. II est clair que l'application f est linéaire. Il s’agit de montrer que I'image de f est bien incluse
dans C,[X].
Si P est un polynome de degré inférieur & (n — 1), il est clair que f(P) appartient bien a C,[X].
Or, f(X™) =nX"+ (n—1)X""!, donc par linéarité, 'image de f est bien incluse dans C,[X], les
termes en X" *! se supprimant toujours.

2. Soit P un polynéme non nul dans C,[X]. On pose :
P =[x =),
k=1

ou les A\, sont les racines différentes dans le polynome P et les oy, sont les multiplicités dans N*.
On a les équivalences suivantes :

P e Ex(f) f(P)=AP
(X’ 4+ X +1)P =X +1+ NP
P nX+142A

P X2+ X1

11

i a a . b
kZlX—)\k_X—j X — 52
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1

V3

Si P est dans F)(f), alors les quantités a et b = n — a sont des entiers entre 0 et n, imposant & A
d’étre de la forme :

aveca=—=(nj+1+N)etb=n—a.

k
A=———1—nj,

V3
avec k € [0,n] et donc au polynéme P de n’avoir que deux racines au maximum, la racine j de
multiplicité a = k et la racine j? de multiplicité b=n —a =n — k.
Réciproquement, si P = (X — j)*(X — j2)"7%, alors en remontant les calculs faits plus haut, on

obtient : L
P)=XP,avec A\ = —i— — 1 — nj.
f(P) 7 J

En résumé, lorsque A\ n’est pas de cette forme, une base est () et lorsque A est de cette forme, une
base est <Pk(X) = (X —j)HMX - j2)"’k).
3. La famille (P, (X) ; 0 <n < n) compte n+ 1 = dim(C,[X]) vecteurs dans C,[X].

On montre que la famille est libre. En effet, si la famille était liée, on pourrait exprimer I'un des
vecteurs comme combinaison linéaire des précédents. Par exemple :

ko—1

Pko = Z&g'Pg(X).
=0

On en déduit :
ko—1

(X =X =) =) e (X =) (X =)

Le polynome de droite est multiple de (X — j2)"~*0*1 alors que le polynome de gauche n’est multiple
que de (X — j2)" % Il y a une contradiction.

La famille envisagée est donc libre et est une base de C,[X], selon laquelle la matrice représentant
I’endomorphisme f est diagonale, car :

4. (a) L’ensemble C[D] est I’ensemble de toutes les matrices de la forme :

P(dy) 0 e 0
0 P(dy)
: e - 0
0 e 0 P(d,)
Ainsi, C[D] est inclus dans Vect(Ey 1, -, E,»), espace de dimension n.
D’autre part, en prenant Ly, - - -, L,, les polynome de Lagrange associés aux complexes différents
dy,- -+, dy,, on obtient pour tout i € [0, n],

Conclusion,

(C[D] = Vect(ELl, R En,n)

espace de dimension n.
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(b) En notant 2 le commutant de la matrice D, il est clair que si M € C[D], alors MD = DM,
d’ou I'inclusion C[D] C 2.
Soit maintenant M € &. En écrivant M D = DM et en prenant ¢ # j deux entiers entre 1 et

n, on obtient :
(MD);; =M, xdjet (DM);; =d; x M,;;.
Comme d; # d;, nécessairement M;; = 0 et la matrice M est diagonale, appartenant a
Vect(Eyq, -+, Enpn) = C[D].
On a donc I’égalité des espaces vectoriels.

5. En passant matriciellement dans une base de C,[X] diagonalisant ’endomorphisme f, on est dans
le cadre précédent, la dimension de I’espace ambiant étant égale a (n + 1).

La dimension du commutant de f vaut donc (n + 1), ce commutant correspondant aux endomor-
phismes g pour lesquels la base diagonalisant f diagonalise également I'endomorphisme g.

Solution 16 : développement limités

1. Aprés calculs, on trouve :

T 4h3 3
f(z"‘h) —2h+?+0(h, )

2. D’une part, en posant x = 1 + h, on obtient :

r+2 1 h Rh? 9
x5 2 12 7o)

Par la formule de Taylor-Young, on obtient :

‘<1+) T2yt 2+ o(u?)
arcsim | — u| == — U —F U olu ).
2 6 V3  3V3

Conclusion,
7 h )

1+h)=—+ — h
R N RET
3. La fonction f correspondante est définie et continue sur R tout entier. Les branches infinies s’étu-

dient aux voisinages de £o0.

24 o(hZ).

e au voisinage de 400 :

Alinsi, au voisinage de 400,

La courbe admet une asymptote horizontale y = 2x + 3 et la courbe est au-dessus au voisinage de
+00.
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e au voisinage de —oo :

Alinsi, au voisinage de —oo,

f@):-%—%m(%).

1
La courbe admet une asymptote horizontale y = —3 et la courbe est encore au-dessus au voisinage

de —o0.

On translate le probléme en 0. Le numérateur devient :

N3+ h) = th 437" — 26372 — 4¢3 h 4 o(h)

alors que le dénominateur devient :

DB+h)=vV3+h+V3—h—2V3+2 :—% h+ o(h).

Conclusion, la limite vaut 2v/3e?.

5. (a)

La fonction f : 2 — e + Inx est de classe C°° sur I =]0, +oo[. De plus, la dérivée est
strictement positive sur 'intervalle I. La fonction f réalise une bijection strictement croissante

de I vers f(I) =R.
Pour tout n € N, la seule solution a I’équation proposée est :

T, = ().

Comme f~! tend vers +o0o en +o00, alors z,, tend vers +o0o (en croissant d’ailleurs ...) lorsque
n tend vers 4o0.
On isole z,, dans e et on utilise donc :

e (1+0(1)) = e

En prenant deux fois le logarithme, on obtient :

()
T,=Inn+o|—].
n

On réexploite alors la formule utile a savoir :
T, =In(In(e" —Inzx,)),

ce qui donne apres calculs, le développement suivant :

n e n emn
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Solution 17 : informatique

1. Voici un script possible :

from pylab import *

def Euler(h)

T=[0]

X=[3]

v=[0]

while T[-1]<6xpi :
t=T[-1]
x=X[-1]
v=V[-1]
T.append (t+h)
X.append (x+h*v)
V.append(v-h*x) # dérivée de v = -x

return T,X,V

2. Voici un script permettant d’avoir cette courbe :

def Courbe(h)
T,X,V=Euler(h)
figure()
grid()
title(’Courbe solution?)
plot (T,X)
show ()

3. Voici un script permettant d’avoir le portrait de phase :

def Portrait(h)
T,X,V=Euler(h)
figure()
title(’Portrait de phase’)
grid()
plot (X,V)
show ()

On remarque que lors du portrait de phase, on a un gain d’énergie (spirale divergente), ce qui est
di a ’approximation de la méthode.

Solution 18 : divers

1. L’ensemble Q[a] est inclus dans R, 1 € Q[a] et Q[a] est clairement stable par soustraction et par
produit.

Soit z un élément non nul dans Q[a]. On remarque que le polynome :

w(X) = (X —a)(X — (9 —V65) = (X —9)* —65=X>— 18X + 16
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admet o comme racine. De plus, le polynome p(X) est irréductible dans Q[X]| car les racines du
polynome £(X) ne sont pas dans Q, donc le polyndéme p(X) ne peut pas se factoriser sous la forme
R x S avec deux polynomes R et S de degré 1 dans Q[X| admettant chacun une racine rationnelle.
Comme P(a) = x # 0, alors le polynome p(X) ne divise pas P(X), donc les polynomes u(X) et
P(X) sont premiers entre eux.

On trouve une relation de Bezout du type :

W(X)U(X) + P(X)V(X) = 1.

[’évaluation en « donne :

P(a)V(a) = 1.
Dans 'anneau commutatif Q[a], 'élément z est inversible d’inverse V' («) dans 'anneau Q[«].

. On montre que la dimension vaut 2. En effet, considérons la famille 8 = (1, ).

Il est clair que « est un nombre irrationnel car v/65 ’est — ’entier 65 n’est pas un carré parfait de
5-valuation impaire — donc le vecteur a n’est pas Q-colinéaire & 1 et la famille £ est libre.

D’autre part, si y € Q[a], on écrit :
Y = P(a) , ou P € Q[X].
On pose la division euclidienne de P par p(X) :
P(X) = Q(X) x u(X) + R(X),
avec deg(R) < 2. I’évaluation en « donne :
y = P(a) = R(«a) € Vect(A).

La famille & est génératrice dans Qla/].

. Lapplication f : x —— a x est une application Q-linéaire. On sait que :
f(l)=aet f(a) =a*=18a — 16.

La matrice représentant f selon la base & est la matrice :

A= ( ? 1136 ) '
Le déterminant de f est celui de la matrice A, & savoir :

det(f) = 16.
. La suite (£, = o™ + 6™)nen est une suite récurrente linéaire de polynome caractéristique :
u(X) = (X —a)(X = 5).

La suite u vérifie donc le probléme suivant :

50 = 2a gl =18
Vn €N, &40 = 18,41 — 16,

Par récurrence double, tous les &, sont des entiers.
On pouvait aussi développer la somme par le binome.
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5. On remarque que pour tout n € N,
sin (7?04") sin (m)z" -7 fn)

de série absolument convergente car || < 1.

= (8",

sin (Wﬁ")

6. (a) Cette fois-ci, on peut le polynome :
QIX)=(X—7)(X-0)=X>—-9X +4.
La suite p considérée vérifie la relation de récurrence linéaire :

Pr+2 = Ipnt1 — 4pn.

(b) Comme py = 2 et p; = 9, alors par récurrence double, tous les p, sont des entiers. Par le méme
raisonnement que précédemment,

|un(y)| = €(3"),

de série absolument convergente car |J| < 1.
Solution 19 : algebre linéaire

1. On vérifie que f? = f. L’application f est un projecteur.

2. En tant que projecteur, Tr(f) = Rg(f), donc Rg(f) = 2.
On note (eq, 3, €3, €4) 1la base canonique de .#4 1 (R). On vérifie facilement que la famille (f(e1), f(e2))
est libre donc constitue une base de Im (f).
En résolvant I'équation f(@) = 0, on trouve une base de Ker(f) :

3 0
1 1
3 1’ 0
0 -3
3. On a immeédiatement la matrice :
-1 3 0 1
—4 9 1 3
A= -2 3 1 1
10 -21 -3 -7

4. La matrice de passage de la base canonique vers une base adaptée a Im (f) @ Ker(f) = #41(R)
vérifie :
P_lAP == JQ — E171 + E272.
En utilisant I'isomorphisme M +—— P~1M P, les dimensions & calculer sont les mémes qu’en rem-
placant la matrice A par la matrice J> dans les ensembles.
My M,

My M, ), ou les quatre blocs sont de format

Or, en adoptant une disposition par blocs M = (

2 X 2, on obtient :
JoM =MJ, < M2:M3:0

et :
JoMJ, =0 <— M; =0.

[’espace H est donc de dimension 8 et I'espace L est de dimension 12.
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Solution 20 : polynomes

1. On note R(X) = aX + b les restes, qui sont tous de degré inférieur ou égal a 1.
Pour (X — 2)%, on utilise R(2) = P(2) et R'(2) = P'(2) et on trouve a et b facilement.
Pour X? + X + 1, on utilise R(j) = P(j) et R(j?) = P(j%) et on trouve a et b facilement. Pour
simplifier P(5), on utilise par exemple 1 + j = —j% = ¢'3.
Pour X? — 3X + 1, on utilise R(1) = P(1) et R(2) = P(2) et on trouve a et b facilement.

2. Toutes les racines des deux polynomes sont simples. Le PGCD recherché vaut :

D= J] X-w).

wEUp+¢NUpq

Or, si r est un nombre premier divisant p+ ¢ et pq, alors par exemple r divise I’entier p, puis I’entier
gq=p+q—petdonc pAg=1. On vient de montrer que (p+ q) A (pqg) = 1.
L’ensemble G = U,, N U,, est un sous-groupe des groupes finis U,,, et U,,, donc son cardinal
divise — théoréme de Lagrange — a la fois p+ ¢ et pg, donc son cardinal vaut 1. On vient de montrer
que :

Upsg NUpg = {1}.
Conclusion,

(XPHT—1) A (XP7—1) = 1.

3. On distingue plusieurs cas :
e sia>0;on pose p= {/a.
L’ensemble des racines de ’équation 2" = a sont de la forme :

2= pw,avec w € U,.

Il s’agit d’un polygone régulier & n cotés dont un des sommets est p. Il y a autant de parties
réelles différentes de ces solutions que de parties réelles différentes d’éléments dans U,,.

n
Lorsque n est pair, il y a 1+ 5 parties réelles différentes car 1 et —1 sont les seuls réels solutions.

Lorsque n est impair, il y a parties réelles différentes car seul 1 est une solution réelle.

e sia < 0;on pose p=/—a.
L’ensemble des racines de I’équation 2" = a = (—a)e’™ sont de la forme :

z=pe'n w,avec w € U,.

Il s’agit d’un polygone régulier a n cotés dont un des sommets est p | y a autant de parties
réelles différentes que de parties réelles différentes pour les complexes e'n w, lorsque w décrit
U,,. Cet ensemble est stable par conjugué.

n
Lorsque n est pair, il n’y a aucune solution réelle, donc il y a 5 parties réelles différentes en

regroupant les solutions deux par deux.

n
Lorsque n est impair, il y a parties réelles différentes car seul 1 est une solution réelle.

4. On résout 2" + 2" +1 = 0, d’inconnue z € C.

Cela revient a résout 2™ = j ou 2" = j.
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Or,
0 ((6k + 2)i7r)
zZ5 = < = exXp| ———— = Zk-

3n
On en déduit la factorisation :
n—1

X"+ X"+ 1= [[(X = 2)(X - %)
k=0

5. Si @ est un polynome, par les relations coefficients / racines, la somme des racines de () comptées
avec multiplicités vaut :
An—1
01 = — )
an

lorsque @ est de la forme : Q(X) = @, X™ + a, 1 X" 71 + -+ .

On pose a et b les coefficients en X™ et X"~! dans le polynome P(X). Le polynome P®(X)
commence donc par :

(n—1)!

___________)(nfll
(n—1—Fk)!

|
PO(X) = a— X" 4

(n—k)
La somme des racines de P*®) comptées avec multiplicité vaut donc :

A, = bk
a n

Il apparait que les A sont en progression arithmétique de raison ——.
an

6. Soit P un polynome non nul solution. En examinant les coefficients dominants, on obtient que P
soit étre unitaire.

Si P n’est pas contant, soit A une racine complexe de P. Alors, (A + 1)% et (A —1)? sont encore des
racines de P en évaluant ’équation entre polynome en A+ 1 et en A\ — 1.

En notant f: 2z (2 —1)% et g: 2 — (2+ 1), alors Pensemble Z(P) des racines de P est stable
par les fonctions f et g.

Cependant I’ensemble Z(P) est fini.

Ensuite, on peut prendre parmi toutes les racines de P, une racine la plus éloignée possible de 0.
Alors, z est de module maximal lorsque z décroit les racines de P. Comme |z — 1| et |z + 1| ne
peuvent étre de module strictement inférieur a 1 tous les deux, car sinon, la distance séparant —1
de 1 serait strictement inférieure a 2, ce qui est faux.

Donc |z| > 1. On pose z = a + ib, avec par exemple b > 0 et a < 0.

Alors, z—1 = (a—1)+1b et donc |z — 1| > |z] et donc |z —1|* > |z], ce qui contredit la maximalité
du module de la racine z.

Conclusion tous les polynémes solutions sont constants et il n’y a que les polynéomes 0 et 1 qui
conviennent.

7. (a) Soit d € N. Si d est pair, alors en posant :
P(X)=-X1,

il est clair que pour tout z € R, P(z) < 0 < e, donc I'ensemble .7 est vide.

29



Ensuite, si d est impair, en posant
P ="
alors pour tout z < 0, on a P(x) <0 < e” et si z > 0, alors :

+o0 .T}k
P(x) < Z i e”.
k=0

L’ensemble . reste vide dans ce cas.
(b) Si 'ensemble . n’était pas borné, on pourrait trouver une suite (u,)neny d’éléments dans .
tendant vers +o00 ou tendant vers —oo.

Si  lim w, = +o0, par les croissances comparées, P(u,) = o(e""), ce qui est contradictoire.
n—> —+00

Si lim wu, = —oo, donc P(u,) = €' est de limite nulle, imposant au polynome P d’étre le
n—> —+00
polynome nul mais dans ce cas, ¢“» = 0, ce qui est encore contradictoire.

(c) Supposons ’ensemble . infini.
Soit N > 1 un entier. On trouve x; < --- < xy des solutions dans .. On peut appliquer le
théoréme de Rolle a la fonction dérivable f : x —— P(x) — ¢” sur chaque intervalle [z, T11]
pour k entre 1 et N — 1 ce qui donne au moins N — 1 solutions différentes a 1’équation :

P'(x) =¢€".

Comme ’entier N est arbitraire, on découvre que I'ensemble des solutions a ’équation P'(z) =
e” est infini. Ainsi de suite, en abaissant le degré, ’ensemble des solutions a ’équation e* = 0 =
P+ (x) est infini, ce qui n’est pas le cas.

Solution 21 : arithmétique

1. On suppose que N = a? + b? est multiple de 4. Si I'un des deux entiers a ou b est pair seulement,
alors N est impair. Si a et b sont impairs, alors > = 0? = 1 [4], donc N = 2[4], ce qui n’est pas le
cas.

2. Parmi tous les entiers n, on considére I’entier n minimal tel que I’équation a? + b*> = 4™ admette
au moins une solution dans (N* x N*). Tl est impossible que n vaille 0 car si (a, b) est une solution,
alors a® + b* > 2.

Ensuite, par la premiére question, les entiers a et b sont pairs. On pose :
a=2retb=2s

de sorte que 7% + s* = 4" 1 et (r,s) € N* x N*. Ceci contredit la minimalité de I’entier n.

3. On montre par récurrence sur I’entier n que la seule solution est le couple (a,b) = (27,2").
Lorsque n = 0, les choses sont assez claires. Il n’y a que (1,1) comme solution.
Supposons les choses acquises au rang n — 1.
Lorsque n > 1, si (a,b) est une solution a I'équation 22" = ¢? + b%, alors a et b sont pairs, donc
sous les mémes notations déja utilisées, le couple (r, s) est une solution a I’équation :

,',,2 + 82 — 22n—1.

Par H.R., (r,s) = (2771, 2"71) et donc (a,b) = (2",2"). On a ce qu'il faut au rang n.
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Solution 22 : divers

1. On pose pour tout n € N,

U, = (3 —V5)" + (3+V5)".

On pose :

P(X)=(X-34+VB)(X—=3—-V5)=(X—-32—-5=X2—6X+4.

La suite u est donc la solution au probléme :

Ug = 2
Uy = 6
Vn €N, upio = 06Uy — 4u,

Il suffit alors de montrer par récurrence double 'assertion : « l’entier u,, est multiple de 2" », ce
qui se fait directement.

2. (a)

On pose A = (101%)! et B = 10'". Alors,

1010
A=Y Inket InB=10!x In(10).

k=1

Or, pour estimer In A, on peut effectuer une comparaison série / intégrale ce qui donne :

1010 1010+1
/ Inzx dxglnAg/ Inzx dz.
1 1

On en déduit :
10°(10In10) — 10" + 1 < In A < (10" + 1) In(10™ + 1) — 10™.
Numeériquement, on obtient les approximations suivantes :

220258509300 < In A < 220258509323 et In B ~ 23025850929.9.

On observe que In B < In A, donc B < A.
Si N est un entier strictement positif, alors la quantité Cy = |[log N| + 1 est exactement le
nombre de chiffres dans I’écriture décimale de I'entier N.

Numériquement,
C4 € [95657055182, 95657055193] et Cp = 10! + 1.

La réponse est claire pour I'entier B. Cet entier présente exactement 10! zéros a partir de la
droite.
On rappelle la formule de Legendre indiquant la p-valuation dans N!, ou p est un nombre

premier :
+o0
N
(N =) {—kJ .
=1 LP

Le nombre de zéros demandé est le minimum entre v5(N!) et v5(N!), & savoir v5(N!).
On en déduit a ’aide d’un programme informatique par exemple que le nombre de 0 consécutifs
a partir de la droite dans ’entier A vaut :

2499999997
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3.(a) Si f est continue, il suffit d’appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires a la fonction
continue g : t — f(t) — t sur 'intervalle [0, 1].
(b) L’ensemble 7 est non vide car contenant 0, inclus dans R et majoré par 1, donc admet une
borne supérieure 7.

1 1
Pour tout n € N* le nombre 7 — —, ne majore pas «/. On dispose ainsi d’un réel ¢, €]7 — —, 7]

n n
de limite 7 tel que :

flen) 2 e
On en déduit f(7) > ¢, et par passage a la limite f(7) > 7.

1
Ensuite, le nombre 7 + — ne peut appartenir a ’ensemble &7 :
n

1 1
flr+—-) <7+-—.
n n

1

< N

<
et le passage a la limite fournit f(7) < 7, donc f(7) =

Par croissance, on peut écrire :

4. On montre par récurrence :
P(n) : pour tous réels xy, - - -, x,, strictement positifs,

(52

e Lorsque n = 1, les choses sont claires.
e Supposons Z(n) vraie pour un certain entier n > 1.

e Soient 1, -+, Ty, Tpy1 dans |0, +oo[. En posant oy = , alors on remarque que :

Tn+41

(£n) (&)~ (B) () B lwed)

(o —1)

n+1 n+1 1
— | >n’+om+1= 1)%
<kz::xk> (Zxk> >n°+2n+ (n+1)

k=1

1
Or, pour tout @« >0, a4+ — — 2 = > 0, donc en utilisant I’'H.R. :
Q@

5. On interpréte la somme comme une somme de Riemann.

in2+/<:2:c2: Zf( )

k=1

Pour tout n > 1,

= .
avec f ¥ ()2

La limite demandée vaut en utilisant par exemple un changement de variable u = tx :

1 f arctan x
0 x .
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2
6. (a) Il suffit d’étudier les fonctions f : x — x—In(14+z) et g : z +—— In(l+2)—z+ % sur [0, +o0].

On obtient rapidement ce qu’il faut.

(b) On procéde par encadrement puis en utilisant le théoréme des gendarmes.

k(n—k
Pour tout entier n > 1, en appliquant la question précédente a x, = # > 0, on
n
obtient :
n 1 n n n
2
IUTED SRS PNIEEAED pis
k=1 k=1 k=1 k=1
k(n—k 1 =
Or, 7} = % < = et Zzi = o(1) lorsque n tend vers +o0.
k=1

n

Enfin, on interpréte E xr comme la somme de Riemann associée a la fonction g : ¢t —

VT ). .

En passant a I'exponentielle continue, la limite recherchée vaut :
1
exp (/ Vil —1t) dt) )
0

Or, pour tout t € [0, 1], le point de coordonnées () <t, t(1— t)) est & une distance du point

A (%,O) égale a :
1\? 1
\/(t 2) 1) =

1
L’intégrale / Vt(1 —1t) dt est I'aire en dessous du demi-cercle supérieur de centre A et de
0

T
rayon 3 L’intégrale vaut 3 et la limite vaut donc :

o ()

Solution 23 : divers

1. On note pour tout k € [0,n], ¢x : P — P(arctan(k)) ’évaluation en arctan k. Comme les arctan k
sont tous différents, la famille 8 = (o, - -, @) est libre en utilisant par exemple les polynomes
interpolateurs de Lagrange associés. Il s’agit d’une base de Z(R,,[X],R).

Or, application ¢ : P(X dt est également une forme linéaire.

*P(Y)
J— | —=
1 V2 +sint
Les scalaires A\, correspondent aux coordonnées du vecteur ¢ selon la base 2 décrite plus haut.
2. L’application :
R,[X]? — R

Yo — /

P(t) Q(t)
V2 +sint

dt
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est un produit scalaire (vérification classique).

D’aprés le théoréme de Riesz, toute forme linéaire ¢ : R,,[X]| — R correspond & une expression
de la forme :

Il suffit d’appliquer ceci a la forme linéaire :
I RJX] — R
v P(X) — > p_P(cosk)
3. On fixe x dans R. Si z = 0, chaque facteur vaut 1 et le produit vaut constamment 1, de limite 1.

On se place maintenant dans le cas x # 0.
Pour tout 6 € R*, on peut écrire la formule de trigonométrie hyperbolique :

sh (26)
ho = )
T o (6)
On en déduit : . e
U1
\V/kf - N, Ch (2_k) = " s

. x
ol uy = 2F x sh <2—k>
On en déduit que pour tout N € N :

un

N X u

-1
[Ter (5) =0
k=0

Or, shh ~ h au voisinage de 0, donc lim wuy = x et donc le produit tend, lorsque N vers +oo

N—+o00
vers :
u_;  sh(2x)
x  2r

4. (a) C’est une condition d’orthogonalité. L’ensemble recherché est le cercle de diamétre [A, B], avec
A d’affixe —j et B d’affixe 1, auquel on enléve le point A.

(b) C’est une condition de colinéarité. L’ensemble recherché est la droite (C'D), avec C' d’affixe —1
et D d’affixe —2, droite privée du point D. Il s’agit de R\ {—2}.

(c) Les points z, 22 et 23 doivent étre non alignés.
Ensuite, si les points z, 22 et 2® sont alignés, alors :

B—z 22-1

= :Z—|—1
22—z z—1
2B —22 P2z
2: = —Z
Z—z 1—=z
et : ) )
22—28 z—2z z

z2—23  1—22 142z
Le triangle est rectangle en z si et seulement si z + 1 € iR. Le triangle est rectangle en 22 si et
seulement si z € iR. Le triangle est rectangle en 23 si et seulement si e appartient au cercle de
diameétre [—1,0].
Réciproquement, ’ensemble recherché est la droite x = 0, la droite x = —1, le cercle de diamétre
[—1,0], le tout ou on enléve les points d’affixe 0 et (—1).
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5. (a)

La fonction f est de classe C*°. Il y a a priori deux branches infinies a étudier .

£(t) 1 4 1
CAAS /R T il I
t +tJr152+O 12

e En +o0, on obtient :

La courbe y = f(t) admet comme droite asymptote la droite y = t+1 et la courbe est au-dessus

en +oo.
£t 14 1
T——(1+¥+t—2‘|‘o(t—2))-

La courbe y = f(t) admet comme droite asymptote la droite y = —t — 1 et la courbe est encore
au-dessus en —oo.

e En —o0, on obtient :

Le polynome X3 + X + 1 est de degré 3 : il admet une seule racine réelle o < 0, car la fonction
t — t3 +t + 1 réalise une bijection de R vers R.

De plus, on voit que —1 < a < 0. La fonction f est définie sur R \ {a}.

Or, il est facile de voir que o® + 3a = a(a + 3) < 0. Par stricte croissance de la fonction
t—t3+t+1, alors :

2+ 3t
lim *+¢t+1=0"%, donc lim S
t—at t—sat t3 +t+1

Par conséquent, la fonction f tend vers 0, en a™.

La fonction f prend clairement ses valeurs dans |0, +00[ et par ce qui précéde, la fonction f ne
peut prendre une valeur minimale sur son domaine de définition car sinon, cette valeur minimale
serait strictement positive notée A > 0 mais on pourrait choisir des réels t > « suffisamment
proches de a pour avoir 0 < f(t) < A, contredisant la minimalité de la valeur prise A.

Il est facile de voir que la fonction f est strictement décroissante au voisinage de +oo et
strictement croissante au voisinage de +oo.

Il existe B > 0 tel que sur | — oo, —B], la fonction f est strictement décroissante et sur [B, +ool,
la fonction f est strictement croissante.

La fonction f est bornée par My sur le segment [—B, B].

Soit ny un entier strictement supérieur a M.

On peut appliquer le théoréme des valeurs intérmédiaires a la fonction continue f sur I'intervalle
| — 0o, —B] et sur [B, +oo[. Par injectivité sur chacune de ces intervalles, il n’y a qu’une seule
solution & I’équation f(¢) = n, d’inconnue ¢, pour tout entier n > ng et I’équation f(t) = n,
n’admet aucune solution sur [—B, B] par choix de nq.

On dispose de deux solutions a, < —B < B < b,. La solution a,, est la solution minimale &
I’équation f(t) = n alors que la solution b, est la solution maximale & cette équation.

Il est facile de voir que la suite (a,) est décroissante et diverge vers +oo, alors que la suite (b,)
est croissante et diverge vers +o00.

On détaille I’étude pour a,,.

Au voisinage de —oo, on peut écrire :

f(t):—t—l—%Jro(%).
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On en déduit lorsque n tend vers +oo :

n:f(an):—an—1—i+o<i).

Il devient clair que :

donc a, ,~._ —n.

Ensuite, a,, = —n — 1 + o(1), puis :

e (3)
ap,=-n—1——4o0|—].
n n

4 1
bn:n—l——+o(—).
n n

Il suffit de montrer que les éléments {ka} sont tous différents. En posant {ka} = ka — pg, ot
pr est la partie entiére, le fait que « soit irrationnel implique que si & < ¢ sont deux entiers,
alors le nombre ka — fa ne peut étre un entier, donc les parties décimales de ka et de o sont
différentes.

De la méme facon, on obtient :

Si le premier point n’est pas réalisé, il s’agit de ranger les n éléments de o/ dans les (n — 1)

tiroirs : -
I = ll’ j+ [
n’ n

lorsque j parcourt [1,n — 1].
L’un au moinns des ensembles /; contient au moins deux éléments différents de <7 et ces deux

éléments différents seront séparés d’une distance strictement inférieure 4 —.
n

Si le premier point de la question précédente est réalisé, il existe deux entiers £ > 1 et p tels
que :

1
0<ka—p<—.
n
Si le second point est réalisé, on écrit avec les notations a et b déja utilisées,
a=ka—petb="»la—q,

donc en posant r = |k — /|, alors :
1

lra —s| < -

Ientier s étant égal & +(p — q). Il est nécessaire que s soit positir sinon, |ra — s| > 1.

Solution 24 : équations différentielles
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1. On résout déja I'équation sur I'un des intervalles I =]0, 400 ou I =] — o0, 0].
Sur I, I’équation homogéne a pour solutions Vect(sh ).
Une solution particuliére est —ch.

On effectue le raccord en 0. Le raccord est toujours continue mais pour la dérivabilité, il faut
prendre la méme constante de part et d’autre de 0.

[’ensemble des solutions sur R est la droite affine passant par —ch et dirigée par le vecteur sh.
2. On résout I'équation sur I =]0, 400 ou I =] — 00, 0].

Sur I, les solutions forment la droite affine passant par ¢ — t3 et dirigée par le vecteur ¢ — t2.

Tous les raccords sont dérivables en 0.

L’ensemble des solutions sur R forme le plan vectoriel passant par la fonction ¢t — t3 et dirigé par
F = Vect(y1,y2), ot

t2,sit>0
0, sinon

0,sit >0

ety { t2, sinon

yl:tb—>{

3. Le polyndme associé est :
P(X)=mX*+ (m+1)X +m.

Il y a plusieurs cas a distinguer.
e Si m = 0, ’équation devient 3y’ = cosx + chx, de solutions :
y:x+—>sinx +shz+c, ouceR.
e Si m # 0, le polynéme P(X) a pour discriminent :
A =—3m*+2m+ 1.

Cette quantité A est polynomiale de degré 2 en la variable m, et A s’annule lorsque m; = 1 ou
1
lorsque mg = —3

e Sim e R\ {my,m1}, A est non nul et donc le polynome P admet deux racines éventuellement
complexes A et pu.

Les solutions y a valeurs dans C sont de la forme :
y:x— ae™ +bet” 4 (p cosx 4 ¢ sina +r cha + s sha),

ou a et b sont des complexes quelconques et les paramétres p, ¢, r et s sont calculables en fonction
du paramétre m en réinjectant et en identifiant les constantes devant les quatre fonctions.

e Sim € {mg,m}, alors A est nul. Le polynome P admet une racine double X et les solutions sont
de la forme :
y: x> (ax +b)e* + (pcosx + gsinw + rchx + ssha),

ou a et b sont des complexes quelconques et les paramétres p, ¢, r et s sont calculables en fonction
du paramétre m en réinjectant et en identifiant les constantes devant les quatre fonctions.

4. On pose la fonction p = f + f'.
La fonction f est donc une solution a I’équation différentielle :

vty=e.
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Or, les solutions de cette équation sont de la forme :
t
yitr— ket et/ e“p(u) du.
0

Quelle que soit, la constante k, on sait que :

lim ke ' =0.
t—+o00

Il reste & montrer que :

t
lim et/ e'o(u) du = 0.
0

t—4o00

Soit € > 0. Comme la fonction ¢ tend vers 0 en +oo, il existe 5 > 0 tel que :
Vit > to, |o(t)] < e.

Comme la fonction ¢ est continue, alors la fonction ¢ est bornée sur [0, 4o00[ par une constante
C>0.

Pour tout ¢ > ¢y, on en déduit :

t to t
et/ e“p(u) dul < et/ e'o(u) du| + et/ e'p(u) du
0 0 t
to t ’
< et/ e“Cdu+et/ e e du
0 to
< et +e,

ou C’ est une autre constante dépendant de tq et de C.
La quantité e™* C’ + ¢ tend vers € lorsque ¢ tend vers +oo. On trouve ¢; > t, tel que :

Vt>t, et O +¢e < 2.

On en déduit que pour tout réel t > tq,

< 2e.

t
e_t/ ep(u) du
0

€ . . . .
En remplacant € par 5y on obtient la définition de la convergence de la fonction solution vers 0.
En particulier, la fonction f qui est une solution tend bien vers 0.

. Soit f une fonction solution. Alors, la fonction f’ est dérivable et en dérivant, on obtient :
f — f/l
Il existe deux constantes a et b telles que :
f it ae’ +be "

On réinjecte dans ’équation initiale en guise de synthése.

38



On obtient :
Vr €R, ae” —a—be * +b=ae —be " +a+b.

Apreés simplifications, on obtient a = 0 et b quelconque.
Les solutions forment la droite vectorielle :

Vect(t — e™").

Solution 25 : divers

1. On obtient assez rapidement :
FIC\{=3}) = C\{1}.
2. La fonction f induit une bijection entre C\ {—3} et C\ {1} et lorsque Z est un complexe différent
de 1. L’équation f(z) = Z, d’inconnue complexe z # —3 admet une seule solution :
_3Z =2
T=T

La fonction induite est donc une bijection de bijection réciproque :

ey — C\(=3)
: 3r—2

T

1—x
3. Cela revient a résoudre ’équation z(z + 3) = x + 2, de solutions :

—14+/3.

Ainsi, dans la suite, on a :

li=—-1—V3et ly=—1+3.

4. (a) On le montre par récurrence sur l’entier n.
Lorsque n = 0, c’est bon.
Supposons que pour un certain entier n, on ait :

u, & {01, 0}

Supposons que u, 1 soit égal & /1 par exemple. Alors, f(u,) = f(¢1), donc par injectivité de la
bijection induite f, on obtient u, = ¢1, ce qui est faux.

(b) 1l est facile de voir que la fonction f est strictement croissante sur U'intervalle I = [3, +00] et
I'intervalle I est donc stable ar f car f(l2) = (.

De plus, ug € I : la suite u prend ses valeurs dans [ et comme l'itératrice y est croissante, alors
la suite u est monotone, de sens de monotonie donné par le signe de u; — ug en 'occurrence
strictement négatif.

La suite u est donc décroissante, minorée par /5, donc convergente.

L’itératrice étant continue, la suite u converge vers un point fixe de la fonction f a savoir le
seul point fixe supérieur ou égal & £, qui n’est autre que ¢, = —1 + /3.
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(c)

Soit n € N. D’une part, la quantité v, est correctement définie.

v :f<un)_f<€1):3+€2v
T flun) = f(l) 344

Ensuite :

i i . 344
La suite v est géométrique de raison ¢ = 2
3+,
On en déduit :
Un = Vo qna
1-4
avec vy = > 0.
T 14

La raison ¢ est strictement supérieure a 1. La suite v diverge vers +4o0.

1
On en déduit en retournant la formule et en posant €, = — de limite nulle :

Un

ly v, — b ly — 1y gy

Uy = = .
v, — 1 1—e,

On en déduit :
Uy = 62 + (62 — 61) En — (61 + 62) Ei + O({;‘i).

On peut simplifier un peu les choses, sachant que :

1

)
vo q"

En =

on obtient en fonction de ¢, :

Up = Uy +2V3 €, + 222 + o(£2).

Solution 26 : complexes

1. o

1) = (2

On suppose le triangle abc équilatéral.

T
Par exemple, le triangle abc est direct, c’est-a-dire que c est 'image de b par la rotation d’angle 3

autour du point a.
Or, /5 = —j2 =1+ j. On en déduit :

et donc ¢ = —j%b — ja ou encore ¢ + j2b + ja = 0. Le polynome P(X) = aX? + bX + ¢ admet ;>
comme racine, ainsi que le polynéme 1 + X + X?2. Ces deux polynémes ne sont pas premiers entre

c—a=(1+j)(b—a)

eux.

Si 'on suppose que le triangle abc est indirect, les deux polynémes admettent j comme racine

commaune.

(2) = )

On suppose que les deux polynomes P = aX? +bX + c et 1 + X + X? ne sont pas premiers entre

eux. Ils ont donc une racine complexe en commun qui est soit j soit 5.
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On en déduit P(j) P(5%) = 0. En développant le produit :
(aj® +bj + c)(aj + bj* + ¢)

on obtient :
a’> + b+ —ab—be— ca.

On obtient alors ce qu’il faut.

3 = (4

On suppose a® + b? + ¢ = ab + bc + ca. On remarque que :
1 N 1 N 1 (c—a)(a—b)+(b—c)(a—b)+ (b—c)(c—a)
b—c c—a a—b (b—c)(c—a)la—Db) '

Aprés développement, le numérateur vaut :

—a®> —b* — A +ac+be+ca=0.
On obtient ce qu’il faut.
e (4) = ()
On suppose que ’égalité a lieu. En reprenant les calculs déja faits, on sait que I'égalité du (3) a
lieu, puis que P(j) P(5%) = 0.
Par exemple, P(j) = 0, donc :

c=—j a—jb=(14+7) a—jb.

On en déduit que : _

(c—a)=—jb—a)=¢€e"3 (b—a).

T
Le point ¢ est I'image du point b par la rotation autour du point a et d’angle -3 Le triangle abc
est alors équilatéral indirect.

Si P(j%) était nul, alors on trouverait que le triangle abc serait équilatéral direct.

. On effectue déja le changement de variable Z = 2% et on commence par résoudre :
77 — (5 —14i)Z — 2(5i + 12) = 0.

On calcule le discriminant :

A = —75—100i = —25 (3 + 4i).

On résout ensuite I’équation 62 = A, en cherchant § sous la forme z + iy, avec = et y réels. On
identifie les parties réelle et imaginaire et in rajoute I’équation aux modules. Aprés calculs :

=A< =45 (1-2i).

Les solutions en Z sont donc :

5—14i+9
Z = + ou encore Z € {5 — 124, —2@'}.
On résout maintenant les deux équations 22 =5 — 12i et 22 = —2i.

En cherchant 1a encore les solutions sous forme cartésienne, on obtient les quatre solutions formant
I’ensemble :

o = {i(l — i), (3 — 2¢)}.
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Solution 27 : algébre générale

. II'n’y en a que deux : {1} et U, car si H est un sous-groupe de U, par le théoréme de Lagrange,
son cardinal divise celui de U,, c’est-a-dire p. Le cardinal de H vaut ou bien 1 ou bien p.

. On vérifie facilement que le polynome nul convient, que si P et () sont dans I, alors P — () aussi
et que si P est dans [ et R est quelconque dans Q[X], alors P x R est encore dans I.

Finalement, X? — 1 appartient a 1.

. L’anneau Q[X] est principal. L’idéal I est généré par un seul polynoéme unitaire, qui est parmi tous
les polynomes unitaires dans I celui de degré minimal. La démonstration fait intervenir une division
euclidienne par ce polyndéme pour montrer que tous les polynémes dans I sont bien multiples de
ce polynéme minimal.
. Soit u(X) = R(X)S(X) une factorisation dans Q[X]. On évalue en w. Le produit R(w)S(w) est
nul et par intégrité du corps C, par exemple R(w) = 0.
Ainsi, le polynéome u(X) divise R(X) ce qui impose au polynome S(X) d’étre constant non nul :
le polynome (X)) est bien irréductible dans Q[X].

p—1
. On remarque que Z w® =0, donc P € I. On obtient alors immédiatement ce qu’il faut.
k=1
. Dans Z/pZ[X], on sait par le théoréme de Gauss que :

Vk € [1,p—1], (Z)EO[p].

D’autre part, on remarque que :

On en déduit que dans Z/pZ[X| commutatif :

P(X +1)= (X+ r-1 i( )X’“:Xpl.

k=1

. Si R(X) = S51(X)S2(X) est une factorisation dans Z[X], les polynomes S; et Sy sont de coefficients
dominant inversibles dans Z, donc valant +1.

On passe dans Z/pZ[X]. On obtient :
[R] = [S1] x [Sa],

et les degrés des polyndmes n’ont pas changé dans cette manipulation.

Or, [R] = [X]P~!. Le seul facteur irréductible unitaire dans Z/pZ[X] divisant [R] est [X]. Donc en
posant s; = deg(S7) et sy = deg(Sz) et en supposant sans pert de généralité que les polynomes S,
et Sy sont unitaires dans Z[X], alors :

[S1] = [XT™ et [So] = [X]*.

Il est impossible que s; > 1 et so > 1, car sinon les polynéomes [S;] et [S3] admettraient [0]
comme racine dans Z/pZ, impliquant que les entiers S1(0) et So(0) soient multiples de p. L’entier
R(0) = S1(0) S»(0) serait alors multiple de p?, ce qui n’est pas le cas puisque :

R(0) = P(1) =p.

Conclusion, I'un des deux entiers s; ou s, est nul et S; ou S, est constant.
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8. Soit R = S; Sy une factorisation dans Q[X]. Sans perte de généralité, on suppose que les polynémes
S et Sy sont unitaires.
On va montrer que S; et Sy sont a coefficients dans Z.
On note m; (respectivement my) le plus petit entier dans N* tel que le polynome Q1 = m; Sy
(respectivement le polynome Q2 = my Ss) soit dans Z[X].
Alinsi,
mimaR(X) = Q1(X) Q2(X).
On suppose que m; ou my ne vaut pas 1. Donc mimsy est supérieur ou égal a 2.
Soit p un premier divisant m;ms. En passant dans Z/pZ[X] on obtient :

[0] = [mamy R] = [Q1][Qo]-
Par intégrité de cet anneau, par exemple, [@1] = [0] et tous les coefficients de ()1 sont multiples de
m
p. Lentier m/ = — vérifie :
Ceci contredit la minimalité de I'entier m;.
Conclusion, m; = my = 1 et les polyndomes S; et Sy sont bien dans Z[X]. Par la question précédente,
I'un de ces deux polynomes est constant : le polynome R est bien irréuctible dans Q[X].

On termine par le polynéme P. Soit P = UV une factorisation dans Q[X]. On compose a droite
par (X + 1), ce qui donne :

R(X)=PX+1)=UX+1)x V(X +1).

Les polynomes U(X + 1) et V(X + 1) restent dans Q[X]. L’un de ces deux polynomes est constant
car R est irréductible. Par exemple, deg(U(X + 1)) = 0. Or, deg(U) = deg(U(X + 1)), donc U est
constant. le polynome P est bien irréductible dans Q[.X].

Solution 28 : fonctions usuelles

1. (a) On écrit :

2 1
arctan — = 0 (—2) , de série absolument convergente.
n n

(b) On utilise la formule « connue »ou a retrouver :

bh—
V0 < a < b, arctanb — arctan a = arctan a )
1+ ab

On en déduit que pour tout n € N*,
2
arctan — = arctan(n + 1) — arctan(n — 1).
n

On fait alors apparaitre une série télescopique pour obtenir :

N
2

E arctan — = arctan IV + arctan(N + 1) — arctan(0) — arctan(1)
n

n=1

T
quantité de limite R lorsque N tend vers +oo. Il s’agit de la somme & calculer.
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11
2. La fonction f : x —— arcsin(3z) — arccos(2zx) est continue sur l'intervalle I = 33|

1 2
De plus, la fonction f est strictement croissante. Enfin, f(0) = —g et f (g) = g—arccos (g) > 0.

L’équation f(x) = 0 admet une seule solution strictement positive par le TVI et I'injectivité de f.
On note a cette seule solution.

Ensuite, on utilise cos(arcsin(y)) = /1 — y?, donc :
V1 —9a? = cos(arcsin(3a)) = cos(arccos(2a)) = 2a.

On en déduit en élevant au carré sachant que a est strictement positif :

3. La fonction g : x — arctan(x — 1) +arctan z+arctan(x+ 1) est continue strictement croissante sur
T
'intervalle R. Cette fonction est impaire (peu utile ici) de limite i? en +oo. [L’équation proposée

admet une seule solution et comme ¢(0) = 0, la seule solution est strictement positive. On la note
b

On en déduit : .
arctan(b+ 1) + arctan(b — 1) = g — arctan b = arctan 3

On prend la tangente, ce qui donne :

% 12
1—x-1 o’ \Vy

4. La fonction différence h : x — 2 arcsin x — arcsin (290\/1 - x2> est clairement impaire. On déter-

mine finalement 1’ensemble des x admissibles pour cette équation.
Or, [22v1 — 22| < 1 est équivalent & :

42°(1 —2%) < 1

ou encore :
0<(22° — 1)

La fonction h est définie sur [—1,1].
Soit x une solution éventuelle & I’équation. On prend le sinus, ce qui donne :

20V 1 — 22 = 22v1 — 2.

2 9

ﬂﬁ]
2

De plus, 2 arcsinx doit appartenir a I = [—g, g], donc x doit appartenir & J = [—— — .
Réciproquement si x est dans .J, alors 2 arcsinx est dans [ et :
sin(2arcsinz) = 2zv1 — 2.

Conclusion, 2 arcsin x = arcsin <2x\/ 1- x2> et 'ensemble des solutions a I’équation est bien ’en-
semble J.
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5. Il y a deux méthodes : utiliser une fonction, la dériver et constater que la fonction était nulle ou
utiliser les définitions. On choisit cette deuxiéme approche.

Soit x dans R.
Siz = 0, I'égalité est immédiate.

1 m
Siz>0,alorsa=+v1+22—2>0eta=———— <1, donc 2arctana < —. De plus,
Vi+z2 4z 2 P

2a 2a
tan(2 arctana) = - R et
—a G

donc on a I’égalité souhaitée pour la formule.
Siz <0, alors a =+v1+ 2% -2 > 1, donc m > 2arctan(a) > 5 et :

T 9arct e} WW[
—_ — arctan a —_—,—|.
2 22

En calculant la tangente, on obtient :
T
tan <§ — 2arctan a) =z,
d’ou I'égalité souhaitée.
Solution 29 : divers

1. Ces polynomes vérifient P, (cos ) = cos(nfd), pour tout n € N et § € R.

Ils vérifient la relation :
P(]:l, PlzXet Pn+2:2XPn+1—Pn.

Ils sont de degré n, de terme dominant 2" 'X™ pour n > 1 et sont scindés & racines simples de

racines : 2k + 1)
+ )7
—— | : k —1].
cos ( o ) ; keo,n—1]

2. Ce déterminant est :

| D VIR W

1 A2

: : . — H ()\] - )\z)
i Xf-*l - )\7{—1 1<i<j<n

3. On effectue indifféremment la DES dans R(X) ou C(X).

1
(2k+ 1)m

n

, la DES est de la forme :
n—1
1 CL
P, kzzo X —cosb,’

1
P'(cosby)

Sin > 1, en notant 6, =

avec :

Cr —

45



Ensuite, on dérive P, (cos#) = cos(nf) par rapport a 6, ce qui donne :
—sinf P'(cosf) = —nsin(nd),

/ o sin(nfy) _ (=1)F
done P'(cosOr) = n =155 = nemg

La DES demandée est :

n—1

1 Z sin Qk
P, n pare —cosly
. Comme pour tout k € N, la famille (FPp,---, P.) est une base de R;[X], alors on peut exprimer

Py14 sous la forme :
k
Py (X) =28 XML 4 "0 - Pi(X).
=0
En effectuant ces manipulations sur les colonnes de la matrice A, on obtient une nouvelle matrice
B de méme déterminant que A, avec la premiére colonne de B remplie de 1, comme celle de A, et

pour j > 1: A
B;; = 2"  cos(a;).

On pose la matrice V' de Van der Monde associés aux nombres 2 cos(ay), - - -, 2 cos(ay,).
Le déterminant de V' vaut :

§ = 2mn+1)/2 H (cosa; — cos a;).

0<i<j<n
Le déterminant de V' n’est pas tout a fait égal a det(B) car pour tout j > 1, on a :
Vij=2DB;;.
On en déduit par multilinéarité du déterminant :
det(V) = 2" det(B).

Conclusion,
det(A) = 2n(n=1/2 H (cosa; — cosa;).

0<i<j<n

Solution 30 : algébre linéaire
. La matrice A est triangulaire supérieure a diagonale remplie de 1. Le déterminant de A vaut 1,

donc A est inversible.
De plus, en posant la matrice nilpotente dans ., 1(C) :

N=> Eirn
k=0

alors :



On en déduit que la matrice M = (I, —a N) commute avec A et :
MA=1,—a"™ N =1,

La matrice A est inversible d’inverse I,, —a N.

. On considére 'application :
£ GlX] — Cx
| P(X) — P(X+a)
En notant 4 la base canonique de C,,[X], on remarque que B est exactement la matrice représentant
I’endomorphisme f selon 2.
L’endomorphisme f est clairement une bijection d’inverse :

f1:P(X)— P(X —a).
La matrice B est inversible d’inverse la matrice représentant f~! selon la base canonique :

B~ = (( Z ) (_a)ji) 0<ij<n

X

Solution 31 : divers

. La réponse est oui.
On cherche déja a réduire la matrice A.
On pose pour tout A dans R,

A—1 0 0
xa\) =detAI;—A)=| 1 =1 -1
—1 =2 A+2

Aprés développement, on obtient :
xa(A) = (A =1 (N + X —4).

Le polynome x4(X) admet trois racines différentes a, b et c. Les espaces E,(A), Ey(A) et E.(A)
sont de dimension au moins 1.

En utilisant par exemple le premier exercice de ce feuillet, on voit que la somme E,(A) + E,(A) +
E.(A) est directe, donc chaque espace est une droite vectorielle et si X,, X et X, soit des vecteurs
non nuls respectivement dans chaque droite, alors la famille (X, X}, X.) forme une base de .#5 ;(R)
et si P est la matrice de passage de la base canonique vers (X,, X;, X,), alors :

P7lAP =

o O 2
o O O

0
b
0

Or, la méme démarche pour A” conduit & la méme fonction polynomiale, donc aux mémes racines.
Dans une autre base, on peut diagonaliser la matrice A7 .

Les deux matrices A et AT sont semblables & une méme matrice, donc sont semblables entre elles.
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2. Soit x dans R. On remarque qu’en posant la suite arithmético-géométrique :

U, — 4
3 )

up=xet vn € N, u,,1 =

alors la suite (f(u,))nen est constante égale a f(z) d'une part et convergente de limite f()\), avec
A = —2, point fixe associé a l'itératrice de la suite convergente. La fonction f est bien constante
égale a f(—2).

3. (a) Soit  dans R. Alors,

FEr3)=roros@=L"4s

(b) On dérive cette relation, ce qui donne en posant g = f’ :

Vr € R, g(x):g<§+3>.

En effectuant le méme raisonnement que plus haut, la suite aritmético-géométrique v telle que :
v
vg = T et vn+1:5n+3,

converge vers 6, donc g vaut g(6) et f’ est constante sur I'intervalle R, donc finalement f est
affine.

1
On peut remarquer que f : © — ax + b avec a* = 3 et ab+ b = 3.

4. « On a U(Q2) = [1,n].
Si ke U(Q), alors :

U=k} ={X >k n{Y >k}
donc :
P(U > k) = P(X > k) = ("‘T’CH) .

On obtient ainsi :

B(U = k) = P(U > k) — P(Uok + 1) = —

On calcule I'espérance :

2n —2k+1  (n+1)(2n+1)
n? B 6n

EU) =Y k

k=1
e Pour la variable V', on procéde de méme en utilisant :

{V<Ek}={X<E}n{Y <k}
On en déduit :

2k —1
= 2 —

et :
E@q:<n+m@n_m_
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5. L’entier u, vaut donc :
2p—1

p—1
u, =948 108 +4) 10"
k=1 k=p
On calcule les sommes géométriques pour en déduit :
1+4-10P +4-10% <2vmp+1)2
tp == g T3 )

La quantité entre parenthéses est bien un entier car la somme des chiffres du numérateur est
multiple de 3.

6. On explicite I'entier u,, :
u, =1+ 2"
On en déduit :
ui -1 + 2n+2 + 22n+2.
Sa décomposition binaire est :
10---010---01,

avec le groupe gauche de 0 comportant n — 1 zéros et celui de droite comportant (n + 1) zéros.

3

Pour u;

, on obtient :
ui -1 + 3 . 2n+1 + 3 . 22n+2 + 23n+3 =1 + 2n+1 + 2n+2 + 22n+2 + 22n+3 + 23n+3.

On dispose aisément de sa décomposition binaire avec 6 chiffres 1 seulement espaces de 0.
3 2 . .
u; + u,, on obtient :

U3 ui 4 Uy = 1 4 2n+3 4 22n+3 4 23n+3.

n_

Pour u

La encore, il est facile de conclure, avec une décomposition binaire comportant 4 chiffres 1.

p-1'= J] *

ke(z/pZ)*

7. (a) Dans Z/pZ, on sait que :

Or, si p = 2, le résultat a montrer est évident car —1 = 1 modulo 2.
Si p > 3 est un nombre premier, alors p est impair et il n’y a que deux éléments égaux a leur
propre inverse : 1 et —1.
En rangeant dans le produit des éléments de Z/pZ les éléments deux par deux par inverses, on
obtient aprés simplifications (—1) x 1 = —1.
(b) Soit p > 2 un entier tel que p n’est pas premier.
Les entiers (p—1)! et p ne peuvent étre premiers car il existe un diviseur d strictement supérieur
a 1 de p avec de plus d < p— 1. L’entier d divisera a la fois p et (p — 1)!. On ne peut donc avoir
I’égalité modulo p précédente dans ce cas.
8. Soit ¢t > 0. On remarque que :
teLxpsn < X
en distinguant deux cas selon le choix de w dans €2.
En prenant ’espérance, on obtient :
E(X])

P(|X|>1t) < P

d’ou le résultat.
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1
9. (a) On pose p = |z]. On obtient rapidement ce qu'’il faut en distinguant deux cas : x < p + 5 et

1
x>=p+ 3 sachant que dans ce cas, |2z] = 2p + 1.

(b) Soit n > 2 un entier. On pose p = |x]. Il existe un seul entier k entre 0 et n — 1 tel que :

D’une part, |nz| = np + k.
D’autre part, si k£ est un entier entre 0 et n — 1, alors :
e soit k < n — kg, auquel cas

k
p<x+g<p+1

e soit k > n — kg, auquel cas :
k
pHISz+—<p+2

Ainsi, en découpant la somme en deux, on obtient que la somme de gauche de 1’énoncé vaut :
p-(n—ko)+ (p+1)ko =pn+ ko = [nx].

10. e pour ’ensemble o7, il y a une borne inférieure car 0 minore </ et 0 est la borne inférieure, il
y a une borne supérieure car 1 majore <7 et 1 est la borne supérieure en prenant m = 1 et en
faisant tendre n vers +o00. Ces bornes ne sont pas dans .o7. [’ensemble .&# n’a ni de plus petit,
ni de plus grand élément.

e pour ’ensemble £, inf 8 = 0 = min A et ’ensemble % n’est pas majoré en prenant m = 0 et
n tendant vers +o0.

11. La réponse est oui. Si ce n’est pas le cas, on note r cette somme rationnelle.
En élevant v/2 4+ v/3 = r — /5 au carré, on obtient une égalité de la forme :

a+bvV6 + Vb =0,

avec a, b et ¢ non nuls.
En élevant (a + bv/6) = —cv/5 au carré on obtient que 2aby/6 est rationnel, ce qui n’est pas le cas.

Solution 32 : espaces euclidiens

1. (a) La vérification est classique.

(b) L’ensemble F' est en fait I'orthogonal du polynéme constant égal a 1.
On en déduit que si p est la projection orthogonale sur F parallélement a F'*, alors :

donc :

d(1, F) = 1 =p()] =[]} = vVn + 1.
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1
2. @ On pose le vecteur U = — | 0
p \/5 .
Uur
On pose la matrice M = 5
La matrice M vérifie : 1 ]
M? = 1 Uutoyut = 5 vut = M.
Ensuite, la matrice M est symétrique : la matrice M est donc une projection orthgonale. De plus,
1
Tr(M) = 3 UTU = 1. Ainsi, Rg(M) = 1 et il est facile de voir que MU = U. La matrice M est

bien la projection orthogonale sur Vect(U). Ainsi, la matrice demandée est :

N | —
—_ O =
o OO
—_ O =

e On pose le vecteur :
TAW = (—1,2,2) = h.

—

La matrice H de projection orthogonale sur Vect(h) est :

1 -2 -2
He-| -2 4 4
I\ 2 4 4

La matrice de symétrie orthogonale par rapport a G est la matrice :
4 4
1 -8

T
S=I—2H=| 4
4 -8 1

3. Le plus simple est que si 'hyperplan est donné par le noyau d’une forme linéaire, alors cet hyperplan
est donné par une équation cartésienne de la forme :

Z A Yk = 07
k=1

ou le vecteur a = (ap,---,a,) est non nul. On dispose dans ’espace euclidien habituel de 1’ortho-
gonal de H :
H* = Vect(a).

Enfin, la distance entre x et 'hyperplan H est donnée :

Az, H) = ‘( | _)' _ l(z]a)

lal] lall

4. C’est presque du cours.

Si A est une matrice de projection orthogonale, alors c’est une projection, donc A% = A. De plus,
selon une base orthnormale obtenue en concaténant une b.o.n. de I'image et une b.o.n du noyau,
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en posant la matrice de passage orthogonale de la base canonique vers cette b.o.n. adaptée, alors
P7'AP = J,, donc A = PJ,P~' = PJ.P" qui est une matrice symétrique.
Si A2 = A = AT alors déja A est une projection. Si X € Ker(A) et Y € Im (A), on écrit Y = AZ,
et donc :

X'y =XT(AZ)=(AX)" Z=0.

Ainsi, Ker(A) C Im (A)* et on a égalité des dimensions finies, par le théoréme du rang. La projec-
tion est bien orthgonale car Ker(A)LIm (A).

Solution 33 : séries

1. (a) e Si P(X) n’est pas un polynome unitaire de degré 3, alors le terme w,, ne tend pas vers 0 et
donc la série DVG.

e Supposons que P(X) soit un polynome unitaire de degré 3. On pose P(X) = X3+pX?+q¢X +r.
D’une part,

n3

\ 1 1 1 1
vt4+2nti=n|l4+—S+0|—=|)|=n+—+0|—=|.
2n? n* 2n

D’autre part,

2 1 2 1
Y ar— R NN B Sy (S R W A B A SR
\/n +pnc+qn+r n(+3n+3n2 9n2+ 3 n+3—|—3n 9n+ 2

Conclusion, le terme u,, a pour développement asymptotique :
P 1 qg p*\ 1 1
n=—= ——=—4+—=| —4+0(—=|.
" 3+(2 3+9)n+ (n2

La série u, est convergente si et seulement si le polyndome P(X) est de la forme :
g

n

3
P(X)=X*+ 5X + 7,

ou r est quelconque dans R.

(b) On s’occupe du produit. Lorsque n tend vers +oo,

S (1 5) =S (5o (£)) -3+t

k=1

Ainsi, lim wu, = e/? — 1 et la série diverge grossiérement.
) n
n—--+oo

(c) On effectue un développement asymptotique.

2
Pour sin( i ):
n+1

. [ ™ , T 1
sm( ) = 51n(7rn—7r+—+ﬁ(—2))

n+1 n n

1
— o~ (Do (=),
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—1
Pour cos <n27rln (n )) :
n
—1 1
coS <n27rln (n )) = oS <n27rln (1 — —))
n n
T

On en déduit que le terme u,, est de la forme :
A 1
= (=) 2o =

de série convergente en utilisant d’une part le CSSA, et d’autre part ’ACV des séries de Riemann
avec o = 2.

(d) On fixe a > 0.

On s’occupe du premier terme :

o ckie) - 20 (- ()

On s’occupe du second terme :

(- <—1>"< 1 )
(—=1)" +1In"n In“n \ 14 &L

Conclusion,

(0 0t [ (0
Uy = — ol — || .
no In*n In?*n In?*n

Le premier et le deuxiéme terme sont de série convergente par le CSSA.

Le troisieme terme entre crochets est équivalent a T strictement positif, de série divergente
n“n
vers +00. Le terme entre crochet est donc encore de série divergente vers +oo.

En définitive, le terme u,, est de série divergente vers —oo.
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2. (a) Cette série est clairement convergente. En utilisant par exemple une dérivation d’une somme

gémétrique, on obtient :
“+oo

n+1 9
2 3n 4

n=0

(b) Cette série est encore clairement convergente. On utilise ici une décomposition en éléments
simples pour faire apparaitre une série télescopique.

On obtient :
2X -1 1/4 3/8 5/8

XP_4X X X-2 XxX+12
Pour tout entier N > 3, on obtient comme simplification de la somme partielle :

=

—2

N N N+2
2k — 1 1 1 3 1 5 1
—Zk3_4k = ZZE+§Z;—§ZE
k=3 k=3 k=1 k=
3 1+1+1+1 +1 1+1 ny 1
-8 2 3 4) 4\3 4 N
89
= — 1
og 7o)
La somme vaut —.
3. La série Z " est croissante car a termes positifs.

Soit N > 1 un entier. On utilise 'inégalité de Cauchy-Schwarz dans RY habituel pour obtenir
I'inégalité :

il 1 N
2 Vg S Z“k 27

Il est alors clair que la série proposée est majorée par Z u X ((2). Cette série est convergente.

4. On voit un lien avec la fonction arctan.

On interpréte la somme Z ( —i—>1 comme une intégrale :
P L oY /1t2k dt
k=0 2k +1 k=0 0
1 n
= / > (=) at
0 k=0
1 2\n+1
1 — (—t )n+
- /0 e ™
= g + (=1)" up,
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1 t2n+2
avec U, = —_— .
/0 1+¢2

La série proposée vaut donc :
+oo
= (=D up.
n=0
Il est facile de voir que la série Z(—l)” u, vérifie le CSSA, car u, 1 — u, est I'intégrale d’une

n
intégrande négative entre 0 et 1 et :

1
1
0

2n+3

On passe maintenant au calcul.
Si N >0, alors :

N N

n - ! t2 2\n - ! t2 2\N+1
S0 = [ = [ (A a

n=0
1 2
t
—— dt
/0 1+
Conclusion, la somme de la série proposée vaut, :
1 2 1
t t
— ——dt = — t——— dt
/0 (1+1¢2)? /0 (1+1¢2)?
ot 7 /1 dt
B 20+2) ], Jo 2(1+2)

2—m

8

quantité tendant vers :

lorsque N tend vers +oo.

5.(a) Si¢>1,siac€ll, (], pour n assez grand,

un+1

> a ., donc |un+1| > |un|7

Unp,

et la suite u ne peut converger vers 0. La série DVG.
Si ¢ < 1, on choisit a €]¢, 1] de sorte que pour n assez grand supérieur & un rang nq,

Unp+1
Unp,

< a , donc |un+1| < a|un|7

et par une récurrence facile :
n—m
Vn >y, |un| < a"M g,

de série ACV. La série est ACV.

Si £ =1, on ne peut rien dire comme 'attestent les exemples u,, = 1, v,, = — ou u,, =
n

1
ﬁ.
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(b) Si z =0, la série converge immédiatement.
Si z # 0, on pose u, le terme général de la série.
Alors,
n+1 |z

Up+1 ..
= |z| =—==——, de limite —.
|2 2T 1) e limite —

n
Si |z] > 4, la série DVG.

Si |z] < 4, la série est ACV.

Si |z| = 4, on trouve un équivalent de u,, par la formule de Sirling que 1’on rappelle ici :

/”L n
nl o~ (—) 2mn.
e

On obtient : p,

Up N <Z> V.

On obtient alors la DVG lorsque |z| = 4. Cet équivalent est en fait plus précis que le critére de
d’Alembert qui permet de retrouver les résultats lorsque |z| # 4.

Solution 34 : probabilités

1+ X5,

1. En posant Y; ; = ,alors Y; j ~ A(p). On en déduit que Tr(M) =23, Vi —n =2Y —n,

1
avec Y ~ A (n, 5) On peut alors facilement calculer la loi de Tr(M) car :

{Tr(M):k}:{Y:”;k}.

On calcule directement ’espérance et la variance, les variables X;; étant centrées et mutuellement
indépendantes, avec X2, =1 :

E(Tr(M)) =0et V(Tr(M)) =n.

2. On utilise :

n

det(M) = > e(0) [ Xoww-

ceGn k=1

On utilise la linéarité de I’espérance et le fait que ’espérance d’un produit de variables mutuellement
indépendantes est le produit des espérances. On trouve :

E(det(M)) = 0.

Ensuite,
V(det(M)) = E(det(M)?).

det(M)2 = Z Z 8(0’1)8(0’2) H Xal(k,k) H Xag(ﬁ),ﬁ-
o1 02 k=1 (=1
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Si o1 et 09 sont deux permutations, soit elles sont égales, auquel cas :

g(o1)e(o2) H KXo (k) H Xoyne = 1,

k=1 =1
n n

soit elles sont différentes et dans le produit e(oq)e(o3) H KXo (k%) H Xo,(0),0 S€ Tetrouve une variable

k=1

(=1
X;; « toute seule », d’espérance nulle :

E <€(01)5(0’2) HXol(k,k) HXJQ(z),z> =0,
k=1 /=1

dans ce cas, en utilisant le lemme des coalitions.
En définitive,
V(det(M)) = n!
. C’est du comptage.
Ilya 27" matrices a coefficients valant +1.

Parmi ces matrices, les matrices de rang un sont exactement les matrices de premiére colonne
quelconque, et toutes les autres colonnes valent +C7.

Cela fait 2" choix de premiére colonne et 2"~! choix des (n — 1) derniéres colonnes.

Ainsi : .
P(Rg(M) = 1) = 5

Solution 35 : probabilités

. Il s’agit d’une loi hypergéométrique (loi usuelle hors programme).

D’une part, X (Q) C [0, k].

D’autre si j est un entier entre 0 et k, on calcule la probabilité P(X = j) en utilisant du dénom-
brement.

Ilya ( “ _]: b ) tirages possibles.

Choisir un tirage favorable a I’événement {X = j} revient a choisir j boules parmi les a boules
blanches et les £ — j boules parmi les b boules noires.

<a>( : )
: , J k—j
Vi e |0,k], P(X =7) = :
j € 0K, B(X = ) "

k
. Il s’agit de la formule de Van der Monde. La somme vaut :

a+b
e .
a+b

Pour le montrer, il suffit d’écrire 1 = ZIP’(X =7j).
=0

On obtient alors :
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3. Cette somme compte le nombre aléatoire de boules blanches piochées. Il s’agit de la variable X.

4. Par linéarité de I'espérance, on obtient :
E(X)=> E(ls)=> P(4).
i=1 i=1

On calcule la probabilité P(A;) par comptage.

Ilya ( 4 Z b ) tirages possibles.

Compter les tirages favorables & I’événement A; revient a choisir la boule ¢ et £ — 1 autre boules
parmi les a + b — 1 autres boules.
Ainsi, aprés simplifications :

k
(4:) a+b
On en déduit : .
a
E(X) = .
(X) a+b

5. Si Y compte le nombre de boules blanches piochées lors de k tirages avec remise, alors :
Y ~ % <l<; a4 ) .
a+b

E(X) = E(Y).

Par conséquent,

Avec ou sans tirage, on pioche en moyenne le méme nombre de boules blanches.
Solution 36 : algebre linéaire

1. (a) 1l suffit d’appliquer la formule du rang pour I'application linéaire .

(b) Soit F' un espace de dimension finie de dimension paire égale & 2r. On considére une base
B = (61,"',67,61,"',57«).
Il existe une seule application linéaire v € Z(F) telle que :

Vie [1,r], v(e;) =0 et v(e;) = e;.

La famille (e, - -, e,) est a la fois a vecteurs dans Ker(v) et dans Im (v).
On en déduit que r < dim(Ker(v)) et » < dim(Im (v)). La somme a termes positifs

(dim(Ker(v)) —7r) + dim(Im (v)) — 7’)

est nulle : chaque terme est nul et les inclusions précédentes sont des égalités. On a bien ce qu’il
faut.
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(c)

Soit (u(ey), - -+, u(e,)) une base de Im (u). Il est facile de voir que la famille Z = (e, - - -, e,, u(ey),- - -, u

est libre — en appliquant 'endomorphisme u & une combinaison linéaire nulle. Il s’agit d’une
base de E.

Il existe une seule application linéaire w € Z(F) tel que :
Vie [1,r], w(u(e;)) = e; et w(e;) = 0.
si ¢ est un entier entre 1 et r, alors
(uow +wou)(u(e)) = u(w(u(e))) = u(e;)

et :

(uow+wou)(e;) =wu(e;)) = e;.
Les applications linéaires u o w + w o u et idg coincident sur la base 4, donc partout.
Soit (e, e, - -+, €,) une base de E. On utilisera les formes linéaires coordonnées e;.
Pour tout A € R, on note 'hyperplan :

H), = Ker(e’{ + A 6’2‘>.
Soient a # b deux réels différents. Le vecteur x = —a - e; + ey appartient a H, mais :
(el +b-e3)(x) = —a+b#0.

On en déduit que x appartient & H, \ H, : les deux hyperplans H, et H, sont différents.

e On démontre déja que la réunion des F; est différente de E.

On peut inclure chaque F; dans un hyperplan H; en complétant une base de F; en une base
de E, puis en construisant H; en prenant 1’espace vectoriel des vecteurs de cette base sauf le
dernier.

Montrons alors que la réunion des H; est différente de E.
Il suffit maintenant d’utiliser une récurrence sur la dimension de E.
Lorsque F est de dimension 1, il n’y a qu’un seul hyperplan : {0}.

Si la propriété est vraie en dimension n, soit E de dimension (n + 1), puis Hy,---, Hy des
hyperplans de E. On trouve un hyperplan H différent des H;, pour j entre 1 et k.

Par la formule de Grassmann, chaque espace GG; = H; N H est un hyperplan de H. L’espace
H est de dimension n. On applique 'hypothése de récurrence a 'espace H. La réunion des G;,
pour 7 variant entre 1 et k est différente de H, donc la réunion des H; était différente de E.

La réunion des F; est donc différente de E.

e Pour la seconde partie de la question, on commence par montrer que si 27 est une partie finie
de E'\ {0}, alors il existe une forme linéaire ¢ : £ — R telle que :

o(e) C R™.

On traite le probléme par récurrence sur l'entier s = card ().

Si s = 1, alors I’ensemble &7 ne comporte qu’un seul élément x non nul. On compléte (z) en
une base de F et la forme linéaire ¢ = x* vérifie :

l(x)=1#0.
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Supposons le résultat vrai dés que 7 est une partie de vecteurs non nuls de cardinal s.

Soit &/ = {xy,---,Ts, Tsy1} une partie de (s + 1) vecteurs non nuls dans E.

On peut appliquer ’hypothése de récurrence aux parties @ = o7 \ {zs} et 9% = &7 \ {zs41}-
On trouve par H.R. deux formes linéaires /1 : E — R et /5 : E — R telles que :

0 ¢ l1(oh) et 0 ¢ lr().
On pose pour tout a € R, la forme linéaire :
Vo =101+ a-ls.
Alors, si a € R vérifie : 0 € ¢,(47), alors il existe ¢ € [1,s+ 1] tel que :
o) = 0.
Sii< s+ 1, alors ¢1(x;) + a ly(z;) = 0, donc comme ¢5(x;) est non nul, cela donne :

__h(=)
EQ(ZL‘Z)

Sii=s+1,alors 1(x;) # 0, donc ¢5(x2) # 0 et on obtient 1a encore une seule valeur possible
de a.

En définitive, il existe un nombre fini de valeurs de a pour lesquelles ,(27) contienne la valeur
nulle.

Il est donc possible de choisir a réel pour laquelle :
wa(#) C R".

On applique maintenant cette propriété en revenant au probléme de la question.
On choisit pour tout ¢ € I un vecteur non nul u; dans F}.

On crée l'ensemble fini o = {u; ; i € I}.

Il existe une forme linéaire ¢ telle que :

0 & ().

On pose H = Ker(y).
Soit ¢ un élément de I. Comme @(u;) # 0, alors u; ¢ H et donc F; ¢ H.
L’espace F; + H est égal a 'espace F tout entier. Par la formule de Grassmann, on en déduit :

dim(F; N H) = dim(F;) + dim(H) — dim(F; + H) = dim(F;) — 1.

On répond donc au probléme posé.
Si k€N, alors Fj.1 C F}, et N C Ny assez rapidement.

Ensuite, si F; = Fj11, soit x € Fj,9. On écrit :
z = f1"*(a),

pour un certain a € E. Comme f/™'(a) € Fj;; = F}, il existe b € E tel que f/*(a) = f7(b) et
donc x = fIT1(b) € F;,,. Par récurrence facile, tous les F}, sont égaux pour k > j.

Si Nj = Nj,q, soir x € Njio. Alos, f(z) € Njy1 = N;, donc x € Nj 4. Par récurrence, on a ce
qu’il faut.
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(b) L’ensemble F' en tant qu’intersection de sous-espaces est un sous-espace de E.
Ona N C E,0€ N etsixetysont dans N, et X est dans K, il existe ¢ et j tels que :

x € N;etyeN;.

On pose k = max{i, j} de sorte que x, y et ensuite A -x + y appartiennent au méme espace Ny,
donc a N.

Si z € F, alors pour tout i € N, x € F;, donc f(z) € Fj;y C F; : f(x) € F.
Six € N, alors il existe i € N tel que x € N;. Sii =0, alorsx =0et f(z) =2 =0.Sii> 1,
alors f(z) € N;_1. Quoiqu’il arrive f(z) € N.

(c) Tl suffit de montrer la somme directe pour des raisons de dimensions.

Les suites numériques (dim(F}))gen et (dim(NVy))ren sont monotones bornées a valeurs entiéres,
donc sont stationnaires a partir d’un certain rang. Par le théoréme du rang, elles sont station-
naires a partir du méme rang, mais ceci est inutile dans le cas présent.

On trouve ¢ un entier suffisamment grand pour que les suites (F)ren et (Ng)ren soient station-
naires a partir du rang i, de sorte que :

N =N, et FF=F,.
Soit maintenant x € N N F. Alors x € N; N F,. Ainsi, f'(x) = 0 et on peut écrire :

z = f'(a),

pour un certain vecteur a € E.
Par conséquent, f*(a) =0, donc a € No; = N; et donc x = fi(a) = 0.
(d) La réponse est non, dans le cas général, lorsque F est de dimension infinie.
Par exemple, prenons E = R[X], u: P — P’ la dérivation.
Alors, F' = R[X] car Iapplication u est surjective et pour tout k € N,

N, = Ker(u*) = Ry_1[X].

Ainsi, F'= N = R[X], donc la somme N + F' n’est pas directe.

Solution 37 : algébre générale

1. Tl est facile de voir que la relation Z est réflexive (car u(X) divise 0), symétrique (car si p divise R,
alors (X)) divisera —R) et transitive (car si u(X) divise R et si u(X) divise S, alors pu(X) divisera
R+5).

2. Soit P € K[X]. La classe P est : B
P =P+ uX)- K[X].

3. On vérifie facilement que ces opérations sont bien définies. Par exemple pour ’addition, si P, ZP; et
1 Z Qs alors p(X) divise (P — Ps) et u(X) divise (Q1—Q2), donc pu(X) divise (Pi+Q1)— (P4 Q2),
donc P, + Q1 = P> + Q.

On vérifie facilement que les axiomes des anneaux sont vérifiés, I'élément nul étant 0 et I’élément
unité étant 1.
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Montrons qu’il s’agit d’un corps.

Soit P non nul dans E/Z. Alors, les polynémes P et 0 ne sont pas dans la méme classe d’équiva-
lence : le polynome p(X) ne divise pas P(X) et comme u(X) est irréductible, alors les polynomes
pu(X) et P(X) sont premiers entre eux dans K[X]. On trouve une relation de Bezout :

W(X) UX) + P(X) V(X) = 1.

Ainsi : -
1=uX)U+PV=PV.
L’élément P est bien inversible dans I'anneau commutatif E/%, d’inverse V.

. Ce corps est identifiable au corps C par I'isomorphisme d’anneaux :

| RIX]/# — C
' P —  P(i)

. Soit X3 +2X + 7 = RS une factorisation dans Q[X]. Si R et S ne sont pas constant, alors I'un des
deux polynomes est de degré 1, par exemple R. Comme R € Q[X], alors R a une racine rationnelle

)\:%,avecaEZ,bEN*eta/\bzl.

Cette racine est encore racine de X + 2X + 7 et en injectant, on obtient :
a® + 2ab® + 76 = 0.

Par le théoréme de Gauss, b divise 1 et a divise 7.
En définitive, A € {£1, £7} mais aucun de ces racines ne convient.
Le polynome est bien irréductible dans Q[X].

Solution 38 : séries

. On pose la somme partielle :

— o(k)
S, = 2
k=1
On en déduit : ) ,
~ o(k) =
k=n-+1 k=n-+1

Or, les entiers o(k), lorsque k décrit [n+1, 2n], sont n entiers tous différents et strictement positifs.

La somme est supérieure a :
n
n(n+1
E k= 7( ) )
2
k=1

Ainsi,

1
S2n - Sn 2 g + 0(1)7

donc la suite des sommes partielles ne peut converger car sinon, S,, — S,, tendrait vers 0.
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+o0 2
1 s
2. O it la séri — 2) = —.
n sait que la série gl 12 converge ves ¢(2) 5
Soit N € N*. Il existe r € N* tel que :
o([1,N]) c [1.7]

donc
N r

1 1 2
SN:ZW<TTZZT—2<§-
k=1 k=1
La suite (Sy)nen+ est croissante et majorée donc converge vers une valeur ¢ inférieure a ((2).
Inversement, soit N € N*. Il existe r € N* tel que :

o Y([1,N]) C [1,7]

donc [1, N] C o([1,r]).
On en déduit avec les notations précédentes :

7T2

Lorsque N tend vers 400, on obtient : 5 < /4, donc on a égalité.

3. Non.
Par exemple, si 0 = idy+, la série est divergente.
Cependant, en construisant une bijection ¢ comme suit.
Il existe une bijection v entre 2N + 1 et :

N\ {2"; ke N},

car ces deux ensembles sont infinis et inclus dans N.

On pose alors :
2k | si k est pair
¥ (k), sinon

De ce fait, si k& € N* est un entier, 'un des deux entiers k ou k + 1 est pair, donc o(k) ou o(k+ 1)
est supérieur a 2% et donc :

Vk e N*, o(k) = {

el
o(k)o(k+1) 2872 k2)’
de série convergente.
4. Oui.
Soit M > 0 un réel.
Soit N > M un entier. Il existe r € N* suffisamment grand pour que :
o '([1,N]) c [1,r].

Ainsi, [1, N] C o([1,7]).

Soit finalement k& > r. Alors, I'entier o (k) ne peut appartenir a ’ensemble [1, N, car sinon, il serait
de la forme o(j), avec j < k.

Conclusion,

Vk>r, o(k) >N > M.

On a ce qu'’il faut.
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Solution 39 : fonctions réelles

On utilise des développements limités ou des croissances comparées. Aprés calculs, on trouve :

1.

2.

3.

1.

e —2r+7 g
r—>+00 Ch3($) a

Solution 40 : fonctions réelles

La partie entiére est continue sur R\ Z, donc la fonction f aussi.

Soit k € Z. On vérifie que la quantité f(z) tend vers k, lorsque x tend vers k™ et tend aussi vers
k—1+ 1=k, lorsque x tend vers k.

La fonction f est continue sur R.

(a) La fonction g tend vers 1, lorsque = tend vers 0. On peut ainsi la prolonger en une fonction
continue sur R.

(b) La fonction h n’admet pas de limite finie en 0, car :

1 1
lim A <W7> =0et lim A (—) =1.
n—s-+00 5+ 2nm n—s-+00 2nm

(c) La fonction i tend vers 0 lorsque z tend vers —1, alors sinu ~ w en 0 et uln|u| tend vers 0 en

0.
Les ensembles Q et R\ Q sont denses dans R.

Si x € R, il existe deux suites (1, ),en de rationnelles et (i, ),en d’irrationnels, tendant vers z. Ainsi,
lim 1g(r,) =1let lim 1g(i,) =0.

n—>-4o0o n—>-4o0o

La fonction 1g n’admet pas de limite finie en z.

Solution 41 : fonctions réelles

(a) Soit a € R. Tl existe b > a tel que :
Vo> b, |f(z)— ¢ < 1.

La fonction f est bornée par |¢| + 1 sur [b, +00[ et bornée par une constante C' sur le segment
[a,b]. La fonction f est donc bornée par C' + |¢| + 1 par exemple sur [a, +0o0.

La fonction f n’est pas bornée sur R en général comme 'atteste 'exemple : f : x — e™*.
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(b)

On fait un raisonnement « a la Cesaro ».
Soit € > 0. Il existe b > 0 tel que :

Ve > b, |f(z)— (| <e.

oo
L[

1 [ —b
—/|f—€|+x c.
x Jo x

Cette derniére quantité tend vers e, lorsque = tend vers +oc.

Soit z > b. Alors,

N

N

On trouve ¢ > b tel que :

X

—b
e < 2e.
T

1 b
‘v’x}c,—/|f—f|+
T Jo

€
On en déduit ce qu’il faut en remplacant chaque ¢ par 3

Soit € > 0. Il existe a > 0 tel que :
Ve eR, |z — o] < a=|f(z) — f(zo)| < e.
Par inégalité triangulaire, ||A| — |B|| < |A — B|, on obtient :
Vi € R, [z — 20| < = [|f(2)] = |f(z0)]| < ¢,
d’ou la continuité de | f| en .

1
Non, la fonction f = 2 1g — 5) est discontinue sur R, prend ses valeurs dans {—1,1} et la

fonction | f| est constante donc continue sur R.

On utilise la densité de Q dans R.
Soit € R. On trouve une suite de rationnels (7,),eny tendant vers z. En passant a la limite
dans l'inégalité f(r,) < g(r,), on a ce qu'’il faut.
Par exemple, prendre f = 0 et g : # — (z — v/2)2. La fonction g est continue sur R et par
irrationnalité de /2 :

vreQ, 0= f(r) <g(r)
avee g(v/2) = f(v/2) = 0.
Par densité et passage a la limite, la fonction f est croissante sur R. De plus, si a < b dans R,
on peut trouver deux rationnels r et s tels que a < r < s < b et donc :

fla) < f(r) < f(s) < f(b),

amenant f(a) < f(b).

65



4. La fonction g : z — f(x) — x est continue et vérifie :

g(0)>0et lim g(x)=—o0.

Tr—>-+00

Par le TVI, la fonction g s’annule au moins une fois. On a un point fixe pour la fonction f.
Solution 42 : fonctions réelles

1. On pose f(x) l'intégrale proposée. Alors :

flz) =Ina(e” — 2?) + /e Int dt.

Il est alors clair que f est C! et :

22 2

e —X

Vo >0, f'(z) = +Inz - (2ze” — 2z) + (e*z — 221n(2z)).

2. Les fonctions suivantes sont-elles dérivables en 0 ou C* sur R?
(a) Pour la fonction g, le seul probléme éventuel est en 0. Or, la limite du taux de variations est :

@—M.

La fonction g est dérivable en 0.
La fonction ¢ est impaire, donc la fonction ¢’ est paire. Si x > 0,

oy 1

La fonction ¢’ est bien continue sur R. La fonction g est de classe C.

(b) La fonction h est bien dérivable en 0, avec h'(0) = 0 est impaire et sur |0, +-00],
W :x+——sine +x cosx,

de limite nulle. La fonction h est bien de classe C' sur R.

(c) La fonction ¢ admet le DL{(0) : i(x) = o(x). La fonction i est donc dérivable en 0.

De plus, sur R* :
1 1
i'(z) = 2z sin (—) — cos (—)
T T

sans limite en 0. La fonction i est seulement dérivable sur R, mais pas de classe C* sur R.

Solution 43 : fonctions réelles

(a) On pose au voisinage de 0 :
f(ﬂ?o + h) = f(l’()) + arh + O(h),

ce qui donne :
f(xo +h) — f(wo — h)
2h

=a; + O<1)7
de limite a; = f'(0).
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(b) La fonction f : x —— |x| vérifie lorsque xy = 0,

lim f(zo+h) = flwo = h)
h—0 2h

=0,

mais la fonction f n’est pas dérivable en 0. On ne peut énoncer de réciproque.

(c) On pose a; = f'(xg) de sorte que :
f(zo+h) = f(xo) + arh + o(h).

On obtient alors :

(wo + h) f(x0) — w0 f (20 + h)
h

= f(z0) — a1mo + o(1),

de limite f(xg) — xof'(x0).

Solution 44 : fonctions réelles

J(@) si z €]0,1]
La fonction ¢ : z — z 1 est de classe C! sur [0,1] car il s’agit d’une fonction dérivable
f(0),siz=0

en 0, de classe C* sur |0, 1] et on peut appliquer le théoréme des accroissements finis a la fonction f sur

[0, x], de sorte que :
g(x) = f'(ca),
de limite f'(0) lorsque z tend vers 0.

La fonction g est a valeurs strictement positives par le TAF et car f > 0.
D’aprés le théoréme des bornes atteintes, il existe 0 < m < M tels que :

m< g< M,
d’ou le résultat.

Solution 45 : fonctions réelles

1. On étudie g.
Pour tout x > 0, ¢'(x) = (z — 1)e* + 1 et ¢"(x) = ze® > 0.

La fonction ¢g” est croissante, donc ¢’ est croissante avec ¢’(0) = 0. La fonction ¢’ est positive, donc

g est croissante sur U'intervalle [0, +oo[. Or, ¢g(0) = 0, d’ou le résultat.

2. La fonction f est clairement de classe C! hors de 0.

En 0, on a :

f(h):+:1—g+o(h).
1+§+O(h)

1
La fonction f admet un DL;(0) : elle est dérivable en 0 et f'(0) = —5
e’ —1—ze®

Reste a tester la continuité de f' en 0. Or, f' : 2+ e —1)
e —
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Au voisinage de 0, on obtient :

h2
h+——h(1+h)+o(h) 1

) D _
i) = (h+ o) =y el

La fonction f” est bien continue en 0.

3. Simple vérification.

4. La fonction f’ est donc croissante sur [0, +oo[ et tend vers 0 en +oc0 :

et on obtient ce qu’il faut.

. L’intervalle [0, +00[ est stable par f et la fonction f y est contractante. Le seul point fixe de la
fonction f est In2.

On obtient I'inégalité voulue par récurrence sur I’entier n, en utilisant :

Upe1 — IN 2 1
il o e :f,(cn)l < 57

U, — In 2

par le théoréme des accroissements finis.
Solution 46 : fonctions réelles

. On peut utiliser la formule de Leibniz :

n |
Ve R, W (x) = ( " ) m k(e

Le polynome :

convient.

. Il suffit de montrer que :
XL+ (11— X)L +nL, =0.

Soit k un entier entre 0 et n.
Le coefficient en X* dans X L” vaut :

( ’fil ) (kil)!(—l)k“(k:+ k.

Le coefficient en X* dans L/ vaut :

n 1 k+1
( k1 ) G TR,
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Le coefficient en X* dans XL/, vaut :
Le coefficient en X* dans nL,, vaut :

On remarque que :

(k+1)(kil):(n—k)(2).

Le coefficient en X* vaut donc 0 dans le polynéme de gauche de I’équation. On obtient finalement
ce qu’il faut.

Solution 47 : algeébre linéaire

. On note (ey, €2, €3, e4) la base canonique de .# 1(C). On cherche une base (g1, €2, €3,¢4) de 44, 1(C)
telle que :

3(81) = ZEl

B(ey) =& + 262

Bles) = '
B(eq) = 51 — &4

On commence par chercher €1 non nul dans Ker(B + 21;). Aprés calculs, on peut prendre :

1
1
g1 = 3
1

On cherche 5 tel que
3(82) — 282 = £&1.

Aprés calculs, on trouve par exemple :

E9 =

N DN — =

On chercher €3 non nul dans Ker(B + I;). Aprés calculs, on trouve par exemple :
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On cherche finalement e, vérifiant la quatriéme équation. On obtient aprés calculs :

1
1
gy = 5
—2

La matrice P de passage de la base canonique vers la base des ¢ est :

11 2 1
1 1 3 1
P= 3 2 -1 5 ’
1 2 2 =2
et vérifie :
P 'BP = A.

. En résolvant par exemple I’équation matricielle PX = Y, d’inconnue X matrice-colonne, on ob-

tient :
—-40 26 4 3

32 =21 -3 -2
-1 1 0 0
1 -7 -1 -1

Q=P"'=

. On fait le méme procédé en trouvant un changement de base associé & une matrice de passage R
telle que :
R'AR =C.

On part de la base canonique des e, et on cherche une nouvelle base des x;.
On prend par exemple x; = e, x2 = ez et x3 = e3.

Il reste a trouver x4 tel que :
Alxa) = X3 — Xa-

Aprés calculs, on trouve : x4, = —ey + §61'
La matrice :
1 00 1/3
010 O
= 001 O ’
000 -1

vérifie : R"'AR = C.

. En notant C = R7'AR, puit € (A) le commutant de A et €(C) celui de C, on vérifie facilement
que I'isomorphisme :
©:M+— R'MR

vérifie :

p(€(A) =€(C).

L’isomorphisme ¢ conserve la dimension, donc les deux commutants sont de méme dimension.

70



5. La matrice C' est la plus simple. On détermine la dimension de €' (C).
My M,
M M,
format 2 x 2.

On pose la matrice N = < 8 (1] )

La matrice M commute avec la matrice C si et seulement si :

Soit M = ), une matrice dans .#4(R), mise sous la forme de quatre blocs, chacun de

Mi(2I,+ N) = (21, + N)M;

My(—Ir+ N) = (215 + N) M,
Ms(2I, + N) = (=1, + N)M;
My(—I, + N) = (=1, + N)M,

La premiére équation est équivalente a M1 N = N M;.

La deuxiéme équation est équivalente a :
—3My + MyN = N M,.
En multipliant le tout par la matrice nilpotente N & droite, on obtient :
—3My;N = NM;,N.
En multipliant cette nouvelle I’équation initiale & gauche par la matrice N, on obtient :
—3NMyN = 0.

On en déduit en cascade : My N = 0, puis —3Ms = N My, donc en multipliant a gauche : —3N M, =
0, donc NMy, = MyN = 0, et donc My = 0.

De méme, la troisiéme équation est équivalente a M3 = 0.

La quatriéme équation est équivalente & MyN = NM,.

On examine maintenant le commutant de la matrice N. On vérifie facilement qu’une matrice

S = ( (Z Z ) commute avec la matrice NV si et seulement si :
a=detc=0.

Le commutant de N est donc Vect(ly, N) = C[N].

On revient au commutant de la matrice N.

Une matrice M = ( My My

commute avec C si et seulement si :
Ms M, )

M, € Vect(Iy, N), My = M3 =0 et My € Vect(ly, N).

Le commutant de la matrice C est de dimension 4.

Solution 48 : algébre linéaire
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1. Soit z dans lintersection Ker(f — idg) N Ker(f?). Alors, f(z) = z et f?(x) = 0.
Or, f2(z) = f(f(x)) = f(x) =z, donc x = 0 et la somme est directe.
Pour montrer que la somme vaut £, on procéde par analyse/synthése.
Soit x dans F.

On suppose 'existence d'une décomposition :
T =Ty + X9, avec z; € Ker(f —idg) et zo € Ker(f?).
En appliquant f? a I’égalité x = x; + xo, par linéarité, on obtient :
f(x) = (1) + f2(2) = 1.

L’analyse est terminée.
En syntheése, on pose :
r1 = fA(z) et 2y = — f*(2),
de sorte que x = x1 + x».
Ensuite, f(z1) = f3(x) = f*(x) = x1, donc x; appartient a Ker(f — idg).
Enfin, f%(x2) = f*(x) — f4(z) = f*(x) — f(f*(x)) = f2(x) — f3(x) = 0. Le vecteur x5 appartient
bien au noyau Ker(f?).
2. Par le théoréme du rang, le noyau Ker(f —idg) est de dimension 1 et par la formule de Grassmann,
le noyau Ker(f?) est de dimension 2.
Par les noyaux itérés, 'inclusion :

Ker(f) C Ker(f?) est de notoriété publique...

On distingue alors deux cas :

e premier cas : Ker(f) = Ker(f?) qui est donc un espace de dimension 2.
On choisit une base (e;) de Ker(f — idg), puis une base (eq, e3) de Ker(f). La famille # =
(e1, €9, €3) est une base de F et :

//at@(f) =B.

e second cas : Ker(f) est différent de Ker(f?). On en déduit que ’ensemble Ker(f?)\ Ker(f) est
non vide.
On choisit une base (e;) de Ker(f —idg).
On choisit un vecteur ey € Ker(f?) \ Ker(f). On pose le vecteur ez = f(es).
La famille € = (e, €9, e3) est libre. En effet, si a-e; +b ey + ¢+ e3 = 0 est une combinaison
linéaire nulle entre les vecteurs de cette famille, comme f(e;) = e; et que les vecteurs es et e3
appartiennent a Ker(f?), en appliquant "endomorphisme f2, on a :

a- f*(e1) =0, donc a-e; =0, puis a = 0.
On peut alors écrire b-e;+c-e3 = 0. En appliquant maintenant I’endomorphisme f, on obtient :
b-e3 =0, puisb=0

car le vecteur f(es) = ez n’est pas nul par choix de es.
Conclusion, ¢ - e3 = 0 puis ¢ = 0. La famille libre % est donc une base de FE et :

%at%(f) = A.
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3. Il s’agit de procéder avec ordre pour ne pas oublier de cas. On discute par exemple sur le rang
Rg(f—idg). Cette question s’avére compliquée, car il y a des sous-cas a distinguer sur les dimensions
des noyaux... On commence 'exploration.

e premier cas : Rg(f —idg) =0
Dans ce cas, ’application f —idg est nulle et f = idg. On obtient la matrice I3 matriciellement
selon toute base.

e deuxiéme cas : Rg(f —idg) =1
Dans ce cas, le noyau Ker(f?) est de dimension 2.
Le noyau Ker(f) est de dimension 0 ou 1 ou 2, étant un sous-espace de Ker(f?).
— Si Ker(f) est de dimension 0, alors f est injective, puis bijective par le théoréme du rang.
La composition par f~2 dans I'égalité f2 = f2 conduit 4 :

f = idg impliquant alors Rg(f —idg) = 0.

Ce sous-cas ne peut se produire.
— Si Ker(f) est de dimension 1, il est facile de voir que la somme Ker(f —idg) + Ker(f) est
directe et que :

dim(Ker(f — idE)) + dim(Ker(f)) =3.

Ainsi, F = Ker(f — idg) @ Ker(f) et selon une base adaptée a cette somme, I’endomorphisme
f est représenté par la matrice Jy [f est ici une projection].

e troisiéme cas : Rg(f —idg) = 2
On sait dans ce cas que I'une des deux matrices A ou B peut représenter matriciellement
I’endomorphisme f.

e quatriéme cas : Rg(f —idg) = 3
Dans ce cas, par le théoréme du rang, le noyau Ker(f —idg) est de dimension nulle et le noyau
Ker(f?) est de dimension 3. On en déduit f* = 0 et 'endomorphisme f est nilpotent. On
distingue deux sous-cas selon la dimension de Ker(f). Comme f? = 0, alors Im (f) C Ker(f) et
par le théoréeme du rang,

dim(Ker(f)) + Rg(f) = 3.

Cela ne laisse que deux possibilités :

dim(Ker(f)) =2 et Rg(f) =1

dim(Ker(f)) = 3 et Rg(f) =0

On distingue ces deux sous-cas.

— Si le noyau Ker(f) est de dimension 2, comme f2 = 0, on choisit e3 un vecteur de £\ Ker(f).
On pose e; = f(es), qui est un vecteur non nul du noyau Ker(f). On choisit ey € Ker(f) \
Vect(ey).

Il est facile de voir que la famille (ey, ey, €3) est une famille libre, donc une base de E et que
selon cette base, 'endomorphisme f est représenté selon la matrice F 3.

— Si le noyau Ker(f) est de dimension 3, alors f = 0 et ’endomorphisme f est représenté par
la matrice nulle selon toute base.

On a exploré tous les cas...
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Solution 49 : séries, familles sommables

1. On applique la méthode de la DES dans C[X| par exemple.
La DES est de la forme :

Ck
F(X)= )
(X) Z X+ k
k=0
Soit k£ un entier entre 0 et n.

On sait que :

cn = ((X + k;)F(X))XHk) = oo

1
2. Chaque série utilisée est bien absolument convergente car les termes généraux sont en & (—2) par
n

exemple.
On utilise — aprés recherche au brouillon — la famille :

T — (amk e _(;)1')'12 + k))0<k<n.

On commence par montrer que la famille .# est sommable.

On fixe U'entier n dans N. La famille (|a, x|)o<k<n ne comporte qu'un nombre fini de termes : elle

est sommable et :
n n 1
=D _lansl <3 T
k=0 k=0

ou c est la plus petite valeur de |z + k|, lorsque k décrit (—N), cette valeur ¢ étant strictement
positive, car il s’agit de la distance (atteinte en au moins un entier) entre z et le fermé (—NV).

1
On en déduit facilement que o, = & ( 2) de série convergente.
n

On peut maintenant utiliser le théoréme de sommation par paquets :

) 1)k
O;nk' (n—k)! z—i—k:) - %(Zk‘ (n—k)! z+k)>
+oo 1
- nz:%z(erl)---(ern)

ce qui redonne la convergence de la série de gauche.
D’autre part :

k

O;nk' (n—k)! z—i—k:) - Z<Zk‘ (n—k)! z+k)>
o (CD)F R
B LD (Z( k;)!)
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o () (&1
- ;k!(zw) ZE

n=0
+o0 k
(=1
= ex —_
kZ:O k! (z+ k)
ce qui montre la convergence de la série de droite et également 1’égalité demandée.

On aurait pu aussi interpréter la somme de la famille .# a 'aide d’un produit de Cauchy de deux
séries absolument convergentes...

Solution 50 : séries

1. On distingue deux cas :

e premier cas : la suite u converge vers 0.

Dans ce cas :
un

A
1+un n oS}

et tout est positif. Les deux séries sont de méme nature.
e second cas : la suite u ne converge pas vers 0.

Unp,

La série E u,, diverge grossiérement.

U,

La suite v = (vn = —
1+ u,

) ne peut converger vers 0 car sinon,
neN

Un

Uy =
1—w,

serait une quantité tendant vers 0, ce qui est contraire au cas étudié. La série E v, diverge

n
encore grossiérement.

Quoi qu’il arrive, les deux séries proposées sont bien de méme nature.

2. On remarque que la suite u converge nécessairement vers 0 par convergence de la série associée.
Ainsi :

Un 2 2
Un = 7 T Uy — <un—|—o(un)>.
Comme uZ +o(u2) , ~,. u2 et que tout est positif a partir d’un certain rang, alors les séries

g (ufl + o(ui)) et E u? sont de méme nature, a savoir convergentes.
n

n

Par hypothese, la série Z <un — <ui + o(ui))) converge donc.

Solution 51 : intégrales
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1. Le théoréme des bornes atteintes appliqué a la fonction continue |f| sur le segment [0, 1] montre
que la borne supérieure est bien définie et qu’il s’agit d’un maximum.

1
La fonction |f|™ est continue positive sur [0, 1]. L’intégrale / |f|" est positive et on peut prendre
0

la racine n®™¢ pour former N, (f), pour tout n dans N*.

2. On note M = || f|| dans la suite.
Si M = 0, alors la fonction f est nulle et pour tout n € N*, N,,(f) = 0 de limite nulle.
On se place maintenant dans le cas M > 0.
Soit n dans N*. Alors,

3=

1" < M™, puis No(f) < ( /0 M”) _

Soit maintenant € > 0 tel que M — ¢ > 0.
Il existe ty € [0, 1] tel que |f(to)| =M > M — %.
Par continuité de la fonction | f| en ¢y, il existe un voisinage [«, 5] de ¢y inclus dans [0, 1] avec o < 8

tel que :

prﬂJﬂm>M_g

On considére maintenant un entier n > 1. On procéde a la minoration suivante :

NAf) 3 ( / ’ |f|”)%

> ([ e
- (- ju-)’
- -t (-5)

€
La quantité de droite tend vers (M — 5), lorsque n tend vers 400 et :

(M—5> > M—e.
2
Il existe un rang ng > 1 tel que :
Vn = ng, (ﬁ—a)% <M—E)>M—e.

Conclusion, pour tout n > ng,
M= N,(f) <M —e.

Ceci est la définition de la convergence de la suite (Nn(f)> vers M.
neN*

Solution 52 : nombres complexes
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1. Le terme de droite proposé dans 1’énoncé vaut aprés changement d’indice « g =p+ k »

n—1n—k—1 n—1n—1
Z Z w2pk+p2 _ w2(qfk)k+(qfk)2
k=0 p=—k k=0 ¢=0
n—1 n—1
_ wq2_k2
k=0 q=0
n—1 n—1
- (%) ()
k=0 q=0
= SxS=|9

2. On fixe un entier k entre 0 et n — 1.
On effectue le changement d’indice ¢ = p + k£ dans la somme de gauche notée A, ce qui donne :

n—1
A= ZwQ(q_k)kJ’(q_k)Q = qu2_k2 =S xw ¥,
q=0

La somme de droite notée B vaut :

n—1
B = ( w(p+k)2> x w
p=0

Il suffit maintenant de montrer que la quantité :

n—1
Cp = Zw(p+k)2
p=0

est indépendante de I’entier k.
En effet, si k£ est un entier, alors :
Ck—',—l - Ck = w(n+k)2 - ka.

Or, dans anneau Z/nZ, on a (n+k)? = k2, donc dans le groupe U,,, les nombres complexes w™+h”

et Wk’ sont égaux.
Cela montre que pour tout k € Z, Cy, = Cyy1 et ceci termine la question.

3. Soit p un entier.
La somme proposée que 1’on note B est une somme géométrique de raison w?.
On distingue deux cas :
e premier cas : I'entier p est multiple de n.
Dans ce cas, w? = 1 et la somme B vaut n.
e deuxiéme cas : ’entier p n’est pas multiple de n.
Dans ce cas, I'entier n étant impair, donc premier avec 2, I’entier 2p ne peut étre multiple de n
en utilisant le lemme de Gauss en arithmétique.
Conclusion, ,
n
le_iwpzo,carwnzl.
1 —w?
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La somme proposée vaut soit n, soit 0, selon que n divise p ou pas.

4. En utilisant les deux premiéres questions, on obtient :

—_
—

3

e
2kp+p?

c“.)2lcp>
0

car si p = 0, le terme restant vaut celui écrit ci-dessus et si p # 0, alors 'entier p € [1,n — 1] ne
peut étre multiple de n et la somme sur 'indice k est nulle.

On obtient ce qu’il faut en prenant la racine carrée et en utilisant /|S|?> = |S| > 0.
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Solution 53 : polynémes

1. Pas toujours.
Voici un contre-exemple dans R[X] : A(X) = X? — 1 et B(X) = X?. Alors, A(X) = 2X = B'(X)
et les polynomes A’ et B’ ne sont pas premiers entre eux.

Ils peuvent, également le rester en prenant par exemple A(X) = X% et B(X) = X? + X + 1, de
sorte que A'(X) =2X et B'(X) =2X + L.

2. Oul.
On écrit une relation de Bezout entre A et B :

AU + BV = 1.
On compose a droite par X + 1, ce qui donne :
AX+1DUX+1D)+BX+1D)V(X+1) =1,

donnant une autre relation de Bezout entre les polynomes A(X + 1) et B(X + 1).

3. Le plus simple pour ne pas faire de raisonnement un peu lourd par récurrence est de procéder par
I’absurde.

On suppose la famille liée.

On ouvre une parenthése utile déja abordée en cours.
Soit # = (uq, - -+, u,) une famille de vecteurs d’'un K-espace vectoriel F.

Si la famille .# est liée, il existe un entier k entre 1 et r tel que :
uy € Vect (ul, cee uk,l).

On peut le justifier algorithmiquement, en utilisant le lemme qui dit que :
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«si & est une famille libre a vecteurs de E et si x est un vecteur de E n’appartenant pas a
Vect(Z), la famille (&£, x) reste libre. »

La famille . = () vide est libre; on rajoute les vecteurs u;, a la famille . dans l'ordre de lecture
des vecteurs de la famille .%.

Sachant que la famille .# est liée, il vient un moment o on passe d’une famille libre & une famille
liée en ayant rajouté un vecteur uy. Cela signifie que le vecteur uy rajouté a cette étape appartient
a ’espace vectoriel engendré par les vecteurs précédents wuq, - - -, ug_1.

Une autre fagon de le voir est de considérer une combinaison linéaire nulle non triviale :

1=1

Il existe un indice maximal i( tel que \;, est non nul.

Pour tout indice ¢ € [1,7] tel que i > ig, par maximalité de iy, on a \; = 0 donc :

ZZO)\Z' U = 0.
=1

On obtient finalement : -
20—

-1 2 :
Uio = _)\io )\z © Uy
=1

On peut donc maintenant utiliser une expression de la forme :
k—1

Ak:Bn—k: _ Z N - AR
i=0

On factorise par B"*, ce qui donne :

k—1
Ak Z \ - A'BF | x BPF = 0.

=0

L’anneau K[X] est intégre et le polynome B" % n’est pas nul. Ainsi :
k-1
AP ="\ A'BR
i=0

Chaque terme de la somme de droite est un polynéme multiple de B : le polynome A* est donc
multiple de B.

Comme le polynome B est premier avec A, par le théoréme de Gauss, le polynéme B divise 1, donc
B est constant, ce qui n’est pas le cas.

Conclusion, la famille proposée est bien libre.

79



Solution 54 : fonctions de deux variables

On utilise dans cet exercice la régle de la chaine. On donne directement les résultats.

g ios e fao)+ | o)+ H )] G pea)
2. ¢ ix— —sin(f(e“”,arctan:p)) X {ex%(e“”,arctanx) + ﬁ X g—]yc(ex, arctan x)

Solution 55 : fonctions de deux variables

1. On applique la méthode.
Le point de la surface considéré est :
MO (07 07 1)

Le gradient de la fonction f en (x,y) est :

Vf(l', y) = (ez+y(x -y + 2)7 ez+y(x - y)) :
Le gradient en (0,0) vaut donc :
Vf(0,0) = (2,0).
Le plan tangent est le plan passant par My et orthogonal au vecteur 7 = (2,0, —1).
Ce plan a pour équation :

z—1=2x.
2. La réponse est oui!!
On procéde par analyse/synthése.

Supposons 'existence d'un point (a, b) tel que le plan tangent a la surface z = f(x,y) soit paralléle
au plan r =y + 2.
Ce plan a pour vecteur normal le vecteur :

i=(1,-1,-1).

Le plan tangent a pour vecteur normal :
(Vf(a, b), —1)

qui vaut (ea+b(a —b+2),e*(a —b), —1).
Nécessairement,

ela—b+2)=1

e*(a—b) = —1
On en déduit en combinant les deux lignes que a —b+2 =e*?=b—a,donca—b+1=0 et
a=b-—1.
On doit maintenant avoir :

e =1, donc a+b=0.

1
Cela i =——etb=—.
ela impose a 5 © 5
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11
Réciproquement, en prenant le point (a,b) = (—5, 5), le gradient de f en (a,b) est égal & :

Vf(a/, b) - (1a _1)
On obtient que le plan tangent en ce point est un plan de vecteur normal (1,—1,—1), lequel est
encore normal au plan d’équation x = y + 2.

Solution 56 : fonctions de deux variables

. On procéde par analyse / synthése.

Soit f : R? — R une fonction de classe C' qui convienne. On note ® une primitive de la fonction
continue (.
On fixe y dans R. On intégre par rapport a la variable x la premiére équation, ce qui donne sur
I'intervalle R :

[ y) — —20(z) +c,
ol ¢ est une constante par rapport a la variable x. Cette constante dépend éventuellement de y.
On la note ¢ = &(y).
La fonction f est donc de la forme :

fi(zy)— —®(z) +&(y),

la fonction ¢ étant nécessairement de classe C*! car la fonction f est de classe C*.

On réinjecte maintenant dans la deuxiéme équation, ce qui donne en dérivant par rapport a la
variable y, le réel x étant fixé dans R :

Yy €R, o(y) = g—JyE(w,y) =£'(y).

On en déduit que la fonction £ : R — R de classe C! est une primitive de la fonction ¢ : il existe
une (vraie) constante « telle que :

Yy R, £(y) = ®(y) + o
La fonction f est donc de la forme :
fo(wy) — =0(@) + (y) + o,
oll v est une constante réelle.
En synthése, si la fonction f est de la forme :
fi(zy) — —0(z) + O(y) + a,

oll v est une constante réelle et ® est une primitive de la fonction ¢, alors :

V(z,y) € R?, %(r,y) = —p(x) et g—i(r,y) = o(y).

On a donc toutes les fonctions f convenables.
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2. La encore, on fonctionne par analyse/synthése.

Soit f : R — R une fonction de classe C! vérifiant I’équation aux dérivées partielles.
On suit le changement de variables proposé en posant la fonction auxiliaire :

f(x,y) = g(u,v),

avec (u,v) = (z +y,x —y).

Par la régle de la chaine, on obtient :
af dg Ou dg Ov
dr ~ uor ov o

_ 99 9y
- Ou i v
et de méme :
of _ 99 09
dy Ou Ov
En réinjectant, on en déduit :
00
ou

On fixe la variable v dans R. La fonction h : u — g(u,v) est donc solution de I’équation différen-
tielle :

2h' = h.
La fonction h est donc de la forme :

h:iur—s \-ez.

La constante A est une constante vis-a-vis de la variable u et dépend éventuellement de la variable
.

On en déduit que la fonction g est de la forme :
g: (u,v) — Av) -e.

La fonction f est donc de la forme :

z+y

fr@y)r— Mz—y)-ez.

Réciproquement, si la fonction f est de la forme :

T+1

folwy)— Mz —y)-e

<

ot la fonction X : R — R est de classe C!, alors en réinjectant, on obtient :

7 = oo LV
%.(.L,y)'—>€ X()\(L y)+2)\(L y))

of sy ()\/($+y)+%)\(xy)>

<

a—'y:(x,y)+—>62
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Par sommation, on obtient que la fonction f est bien une solution de I’équation aux dérivées
partielles proposée.

Pour terminer complétement la question, on rajoute la condition :
Ve e R, f(z,0) =sinuz.

La fonction f est de la forme :

Tty

fi(zy)— Mz —y) e

ou la fonction X : R — R est de classe C!, donc :

Ve € R, f(z,0) = \z)ez.
Alinsi, )

Ve € R, Mz)=e 2sinx
et la vérification réciproque est facile.

Conclusion, la seule solution au probléme est :

Tty

fi(zy)— e T sin(z—y) e =e¥- sin(z —y).

. La encore, on effectue une analyse/synthése que I’on rédige de maniére un peu plus concise.
On effectue le changement de variable proposé, avec la nouvelle fonction :

fz,y) = g(u,v).

On remarque que :

) = (45 et we) = ),

v ou

Par la régle de la chaine :

0 0] 0
of _ 99 23:y) + —g Xy
B b
y 8u 8v
L’équation en la fonction g devient :
% X (2x2y—x2y) +% X (xy —yzx) =0
ou encore :
9%
ou’

La fonction g ne dépend que de la variable v. Il existe une fonction Y :]0, +0co[— R de classe C*
telle que :

V(u, 'U) E]Oa +OO[2> g(u’ U) = X(’U),
donc :
Y(z,y) €]0, +00[, f(x,y) = x(zy).

En synthése, on vérifie que si la fonction f est de cette forme, alors elle vérifie I’équation proposée.
On a ainsi toutes les fonctions convenables.
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Solution 57 : fonctions de deux variables

1. La fonction f est implicitement définie sur 'ouvert R2. On commence & chercher les points critiques
en résolvant I'équation :

Vf(z,y) =0,

ou encore en résolvant le systéme (non linéaire) de deux équations a deux inconnues :

z,y) =0
a_ xay) :0

o
o
0y(

Le systéme précédent devient :
322 -2y =0
2 —2x =0

On en déduit 'existence de deux points critiques :

w0 = 0.0 et (m) = (3.3).

On regarde maintenant localement en chaque point critique.
e au point (0,0), on voit que I'application partielle z — f(x,0) = 2 n’admet pas d’extrémum
local en 0 : ce point critique n’est pas un extrémum local

2 2
e au point (5, 5)’ si (h, k) est dans R?, alors on étudie le signe de la différence :

5(h,k:):f(§+h,§+k)—f(%,%).

On obtient aprés simplifications :
§(h,k) = 2h* + k* — 2hk + h* = (h — k)*> + h® + h°.

2 2
Localement en (0, 0) en le couple (h, k), la quantité 6(h, k) est positive. Le point critique (5, 5)

est un minimum local.

On refait de méme pour la fonction g.
Les points critiques sont les solutions du systéme :

(siny) - e*50¥ = ()
(zcosy) - e =( -

Le systéme implique que siny = 0, donc cosy # 0 et par conséquent, z = 0.
La réciproque est facile a vérifier ; il y a donc une infinité de points critiques de coordonnées :

(0, k) , pour k dans Z.
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On fixe maintenant un entier relatif £ et on étudie la fonction f, localement au point critique de
coordonnées (0, k7).

Soient hq et hy deux réels. On étudie le signe de la différence :

(,D(hl, hg) = f(hl, km -+ hg) - f(O, k‘ﬂ')

On en déduit localement en (0,0) pour le couple (hy, hs) :

So(hla hZ) _ ehl sin(km+ha) 1
ehy(—l)]C sin(h2) __ 1

= hy-(=1)*sin(hy) + o(hy - sin hy)
= (—1)"x <h1 sin(hg) 4 o(hy - sin hg))
= (=1)*h1 - hg x (1+0(1))

Lorsque h; tend vers 0" et hy tend vers 0T, la différence ¢(hy, ho) est du signe de (—1)*. Lorsque
hy tend vers 0" et hy tend vers 07, la différence o(hy, hy) est du signe contraire & (—1)*. Le point
critique (0, k7) n’est pas un extrémum local.

2. (a)

(b)

La fonction h est continue en tant que composée de fonctions continues & deux variables.

La fonction h est majorée par 1, donc admet une borne supérieure, ’ensemble i(IR?) étant non
vide, inclus dans R et majoré.

Sur le carré C' = [0, 7]?, les quantités sinz et siny sont positives (nulles aux bords en z et en

y)-
La quantité x 4+ y appartient a [0, 27] et pour tout (z,y) € C, on a :

sinfz+y) >0 < z+y<m.

On en déduit qu’en prenant la diagonale A descendante x + y = 7 du carré, alors pour tout
(z,y) € C, soit (x,y) est sur le bord du carré auquel cas h(z,y) = 0, soit (x,y) est & 'intérieur
du carré auquel cas h(z,y) est positif si et seulement si le point (x,y) est en dessous de la
diagonale A.

La fonction A s’annule sur le bord du carré et sur la diagonale descendante A.
L’ensemble T est un triangle convexe ouvert de sommets (0,0), (7,0) et (0, 7).

On voit que pour tout (z,y) € R?,

f('r_'_ﬂ-vy) :f(:c,y) :f<£L’,y—|—7T),

car pour tout t € R,
sin(t + ) = —sint.

On en déduit que 'on peut restreindre I’étude de la fonction A uniquement au carré C' qui par
translations de vecteurs dans 7Zé) + nZé — la famille (€}, &) étant la base canonique de R? —
forme le plan R? tout entier.

La fonction h est nulle sur le bord de T, positive strictement sur le triangle T et négative sur
C\T.

La borne supérieure strictement positive de h est a chercher dans I’ensemble T'.
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(e)

On note (g, yo) un point du triangle 7" ot est atteint le maximum de la fonction h.

La fonction h étant de classe C! et I'ensemble T étant un ouvert, le point (g, 10) est un point
critique. On en déduit que le point (zg,yo) est solution du systéme :

siny X (cosx -sin(x +y) +sinx - cos(x +y) ) =0
sinz X (cosy -sin(x 4+ y) +siny -cos(x +y) ) =0
On en déduit puisque sinzy # 0 et sinyg # 0 :
cos Ty - sin(zg + yo) + sin g - cos(zo + yo) = cos Yo - sin(xg + yo) + sinyo - cos(xg + yo) = 0
ou encore :

sin(2xo + yo) = sin(xo + 2y) = 0.

Les nombres 2x¢ + yo et xo + 2yo appartiennent a |0,27[, car 0 < g+ yo < met 0 < xg < 7
puis 0 < yo < 7, imposant :
27
2x0 + Yo = To + 2y = 7 et donc zy = yp = 3
Ceci est le seul point critique et donc nécessairement le point ol est atteint le maximum de la
fonction h sur le triangle T'.

La valeur de ce maximum vaut :

21 27 V3 V3 V3 33
S=h|—, = |=—FX——X—=—

373 2 2 2 8

Par définition de la borne supérieure S, on trouve une suite <un = (zy, yn)> de points dans
neN
T telle que :
lim hA(u,) =S.
n—+o00

La suite (x,)nen est a valeurs dans [0, 7], donc est bornée. On peut en extraire une sous-suite
(%p(n))nen qui converge vers a.

La suite (y,(n))nen est encore & valeurs dans [0, 7] : on en extrait une sous-suite (Yyoy(n))nen qui
converge vers (3.
On pose 'extractrice y = ¢ o1 : N — N/ de sorte que :

Jdm Ty =aet lm ym =6

Par continuité de la fonction h, on en déduit :

ha, )= lim h(u,) =S.

n—>-+4o0o

33
alors le point (o, 3) est un point du carré C' ou la fonction h prend une valeur strictement
positive : le point (o, 5) est dans le triangle ouvert 7. La fonction h atteint un maximum en
(o, B) (et donc en tous les points de la forme (« + km, 8 + {7), avec (k, () € Z*...)

2m 2
Par ailleurs, le point (a, 3) est dans le carré [0, 7]? et comme par exemple h ( T 7T) > 0,
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Solution 58 : divers

1. Tl est facile de voir qu’au voisinage de 0, on a sint =t + o(t).

T
On en déduit que les intégrandes présentes dans les intégrales I, sont continues sur }O, 5}, mais

surtout prolongeables par continuité en 0, la valeur limite en 0 valant 2n + 1 pour les deux inté-
grandes.

2. On va utiliser la formule trigonométrique :
sina — sinb = sin(p + ¢q) — sin(p — q¢) = 2singq - cos p,

a+b a—>b
5 et ¢ = .

2
On en déduit :

avec p =

S /g sin((Qn + 3)t> - sin((2n + 1)15) Y
0

sint
- 2/2 cos<(2n+2)t) dt
0
sin <2n + 2)t) :
B 2n + 2
0
= 0.

La quantité J, est donc indépendante de ’entier n et vaut invariablement :

us

2 m
= = dt = —.
I, = Jo /0 5

3. On effectue une IPP en intégrant t — €™, ce qui donne, lorsque n est au voisinage de +oo :

5 ) eint 3 5 eint
/ u(t)-e™ dt = [u(t)- - ] —/ u'(t) - — dt
0 m |, 0 m

™
en ayant utilisé le fait que la fonction u' est continue sur le segment [O, 5], donc y est bornée.

4. 11 s’agit de montrer que la limite lim+ u(t) existe et est finie.
t—0

On effectue un développement asymptotique, lorsque ¢ est au voisinage de 0T, ce qui donne :
1 1

uh = e q
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qui est de limite nulle lorsque ¢ tend vers 0F.
La fonction u est prolongeable par continuité en 0 en posant u(0) = 0.

T
. La fonction u est déja de classe C! sur ]0, 5] Il suffit de montrer que la limite lim+ u/(t) existe
t—0

et est finie : par le théoréme du prolongement de la dérivée, la fonction u sera alors de classe C*
s
sur le segment [O, 5}

La encore, on procéde par calcul asymptotique sur la dérivée :

cost 1
u'(t) = — —.
(t) sint 12
On obtient ainsi au voisinage de 0" :
cost 1
u(t) = — —
(t) sin?t 12

1-Z2 402 1

(=L o) e
1—ﬁ+ o(t2)’

(( 1+ +o ))<1+%+0(t2))+1)

x((% )t2+o(t2))

+ o(1).

~+
V)

X

Wl (= [ =

1
La fonction u est bien de classe C! et u'(0) = 3 par le théoréeme du prolongement de la dérivée.

. On observe que pour tout entier n € N,

I, —J,=— /% sin<(2n + 1)15) ~u(t) dt

quantité de limite nulle car en posant :

Zn = / u(t) - e™ dt
0

Iy — Jp = _%m<22n+1>

qui tend bien vers 0, lorsque n tend vers 400, par la question Q.3.

(ME

on obtient :
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7. Les questions précédentes montrent que la quantité :
I,=,—Jn)+ Jn

T
est de limite > lorsque n tend vers +o0.

Or, le changement de variable x = (2n + 1)t dans 'intégrale I,, nous donne :

I - /(2"“’g sint
0 t

On termine maintenant en posant la fonction :

/”Csint
QT — dt.
o

Pour tout x > 0, il existe un plus grand entier naturel n, tel que :

(2n, +1)= < x.

(ORI

T T
Le réel 0, =z — (2n, + 1)5 est donc compris entre 0 et 7, car (2n, + 3)5 > x par maximalité de
I'entier n,.

On remarque que lim n, = +oo et lorsque x est au voisinage de +oo :
T—>+00

o@) = (e@)=I,)+ 1L,

x : t
- / Gk R
T—0, t

T
La quantité I, tend vers > lorsque z tend vers +oo et lorsque x est au voisinage de +o00o, sachant

)
que la quantité 6, est bornée, alors — = o(1) et on peut écrire :
x
¥ sint Y |sint
— dt] <
T—0; t T—0z

dt

/AN
s\
é: 8

| &

On a ce qu'’il faut.
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Planche 59 : ENS

Supposons la famille liée. Il existe un vecteur f,, combinaison linéaire des précédents :

n—1
jh :ZEE:'Xk'j%~
k=0

On prend l'entier n minimal vérifiant cette propriété : la famille ( f;)o<k<n—1 est donc libre.
En appliquant cette égalité a cos?(z), sachant que fy(cos?(z)) = f,+x(z), alors :

n—1
VgeN, fon= Z)\k * fork-
k=0

Par récurrence, il est facile de voir que chaque f,, est dans F' = Vect(fy, -, fn_1) espace de dimension
finie.

La fonction cos est contractante sur l'intervalle stable [0, cos(1)]. Il est alors facile de voir que la suite
(fq)qen converge uniformément sur R vers la fonction constante égale au seul point fixe ¢ de cos.
L’espace F' étant de dimension finie est fermé pour toute norme. En particulier, la fonction constante
égale & ¢ appartient a F'.

Chaque fonction f, est dérivable et :

(fo)) =Tletsiqg>1,(fy) = (fs—10co8) =—sinxf; ;ocos.

On en déduit (f,) (¢) = (—sin /). Ainsi, aprés évaluation en ¢ :

n—1
(= zzz(lk' fku
k=0

, puis en dérivant et en évaluant en £, on obtient :

n—1 n—1
(= Zak-ﬁ, donc Zak =1
k=0 k=0

puis en dérivant une nouvelle fois et en évaluant en ¢ comme

fily = —cos x f o cos+sin® x f; o cos
Si x est fixé dans R, la suite (fi(x))ren vérifie alors une relation de récurrence linéaire d’ordre n. On peut
montrer [résultat plutdot de deuxiéme année| qu’alors fi(z) est une somme finie de termes de la forme
P(k) - X¥, ott P(X) est un polynéome dans R, [X] et A € C.

Ug = T

U1 = cos(ug)
litératrice cos U'itératrice est | sin(cos(1))|-contractante. La suite converge vers le seul point fixe ¢ de cos.
De plus, si x # ¢, et © € I, on montre par récurrence que les termes u,, sont tous différents de ¢. Ensuite,
par récurrence, on a une inégalité du type;

Or, la suite récurrente est convergente car l'intervalle I = [0, cos(1)] est stable par

lup — €| < |sin(cos(1))|k
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|uk — ¢
| sin ¢]F’
(In v, )nen, donc la suite (vg)ren converge et la quantité uy est de la forme :

up = £+ C(—sin£)* + o((sin £)*).

v
et en posant vy = alors la quantité In —— est en & (|uy — €]), donc de série convergente : la suite
(%7

On pose a = (—sin¥), en prenant cosuy = uyy1 et en effectuant un développement asymptotique,

CQ a2k

Uk+1 = COSUEL = cos { (1 — ) + C(—a)k“ + o(a%),

En réinjectant, on obtient que w, est une somme de termes de la forme \; a” *, avec p; des entiers
différents.

Ceci rentre en contradiction avec 'unicité d’une décomposition d’une suite récurrente linéaire sous la
forme de tels termes.

Planche 60 : ENS

1. e Par croissance des racines carrées, pour tout k£ € N* :

—k
up = =a; .

5

Si u converge, alors u est majorée, donc la suite (a? "),cn est majorée.
e On suppose que la suite (a2 " ),en+ est majorée par M > 0. On en déduit que pour tout n € N*,

n
an < M*".
La suite u est croissante car on passe de w, & u,;; en remplacant le dernier radicande a, par

Gn + /Gni1 qui lui est supérieur.
Pour tout n € N*, le terme u,, est donc inférieur a :

vnz\/M2+\/M4+\/~-+7x/M—2.

On étudie plutot cette suite v.
On peut faire sortir les puissances de M hors des radicaux pour avoir :

vn:\M\\/1+\/1+\/~-~+ﬁ.

La suite (w, = \/1 + \/1 + \/1 + V-t \/I)neN* est la suite récurrente suivante :

wy = 1
Wpt1 = V I+w,
Cette suite w est d’itératrice croissante, donc monotone, croissante car ws > w;, majorée par

LtV

La suite w, donc la suite v puis la suite © sont majorées : cette derniére converge.

le point fixe de l'itératrice.
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2. On est dans le cadre précédent avec :
a; =1et Vk > 2, ak:ai_lxk).

Une petite récurrence montre que pour tout n € N* on a :
p que p )

n—1
a, = H(n — ]{Z)2k+1.
k=0
Ina 1 - " Ink
Or, an =5 kzg 25 In(n—k) = 2x ; ETR Ceci est la somme partielle d’une série convergente.

211
et convergente.

. In a, . o .y . . . .
La suite , donc la suite (a; est majorée : la suite u associée est bien croissante
neN* neN*

On suit I'indication en posant f(n) = n(n + 2). On en déduit :

f(n)=n\f(n+1)+ 1

On en déduit par récurrence facile que pour tous entiers naturels n et & :

f(n)=n 1+(n+1)\/1+(n+2)\/1+---+\/1+(n+k+1)\/1+f(n+k+2).

Il suffit maintenant d’appliquer cette formule lorsque n = 1, puis faire tendre k vers 4+oc0. La valeur
3 de la limite apparait alors car f(1) = 3.

Planche 61 : ENS

Les polynomes P(X) = X et P(X) =1 — X conviennent par changement de variable.

Soit P(X) convenable. On remarque que P o P convient également ...

Si P(]0,1]) # [0,1], on trouve une valeur de [0, 1] non prise par la fonction polynomiale. I’ensemble
P(]0,1]) est un segment ne contenant pas les deux points 0 et 1.

Par exemple, 0 n’est pas une valeur prise. Donc, il existe a > 0 tel que :

[, 1] € P(]0, 1]).

On choisit la fonction continue positive f affine par morceaux, valant 1 en 0, et nulle sur [«, 1]. Ainsi,
1

f01f>0mais/ foP=0.

0
Ainsi, on a bien P([0,1]) = [0, 1].

Soient a < b deux réels dans [0, 1].

On pose la fonction continue par morceaux g nulle sur [0,1] \ [a, b] et valant 1 sur [a, b].

1 1 1
On trouve une suite de fonctions continues (f,) telle que / fn converge vers / g, et / fno P converge
0 0 0

1 .. . . . . N ,
vers fo go P. [utiliser une approximation avec les fonctions en escaliers ou le TCD vu en deuxiéme année...|
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1 1
Par unicité de la limite, / g = / g o P. Le polynome P(X) ne peut étre constant car les polynomes
0 0
constants ne conviennent pour le probléme posé.
1
Supposons qu’il existe ¢ty €]0, 1] tel que m > 1
0
Localement au point tg, la fonction polynomiale P réalise une bijection strictement monotone que l'on
note .
Pour tout h > 0 suffisamment petit, on obtient en prenant a = P(ty) — h et b = P(to) + h :

1
/g:2h
0

1
/goP>/ 1= 1g7'(b) — ().
0 g~ ([a,b])

Au voisinage de P(ty), on obtient :

et

g7 (Plto) +u) = g (P(to)) + = u+ o(u).

P'(to)
Conclusion : oh
2h > ——— )
"2 By oW
donc :
1> 1
~ | P'(t)]

On vient de montrer que pour tout ¢ €]0, 1[, | P'(t)| < 1 et par passage a la limite :

vVt € [0,1], |P'(t)| < 1.
On en déduit puisque P est surjective de [0, 1] vers [0, 1] qu’il existe = et 2’ dans [0, 1] tels que P(z) =0
et P(z') = 1.

IR
xT xT 1$

On n’a que des égalités et (z,2') € {(0,1),(1,0)}. De plus, / (1 —|PJ|) = 0. Par le théoréme aux quatre
0

On en déduit : 1 = |P(2) — P(z)| = < < =]z’ — x| < 1.

hypotheéses :
vt € [0,1], |P'(t)| = 1.

Le TVI donne que la fonction continue P’ est soit constante a 1, soit constante a —1.
Seuls les polyndomes X et 1 — X conviennent.

Planche 62 : ENS

1. On montre facilement que la suite (7},),en définie par :

TO = 2, T1 =Xet Tn+2 = XTnJrl - Tn,b
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est une suite de polynomes telles que :
1 xn
[’unicité provient du fait que si P, et (), sont deux polyndémes convenables au rang n, alors pour

tout z € C*, le nombre z + — est une racine de P, — (),,, ce qui en fait une infinité : P, = @,,.
z

. Par récurrence double, les T}, sont bien a coefficients entiers, et de degré n.

1
On vérifie facilement que si I'entier n est fixé dans N, I’équation z" + — = 0 admet comme
Zn
solutions :
((Qk: + 1)i7r)
Zp=exp | —— |,
2n

lorsque k décrit [0, 2n — 1].

1 2k +1
Les nombres z, + — = 2cos (u = 2cos O, lorsque k varie de 0 & (n — 1) sont tous

2k 2n
différents par injectivité de la fonction cos sur Uintervalle [0,7]. On dispose alors de n racines
différentes du polynome 7,,. Montrer que T,,(X) est a coefficients entiers et de degré n.

1
. Lorsque n = 0, la DES demandée est 5

Lorsque n > 1, alors le polynéme 7,, est unitaire et scindé a racines simples. On en déduit :

T, _kZ:OX—Qcosﬁk'

Comme le pole est simples, alors :

1
= T!(2cosBy)
O dérivant 7, X—i—l X”—i—l btient
— | = —. on ient :
r, en dérivant T, e 0 on obtie
1 1 n
/ o n—1
On en déduit : .
X" — —
1 n
T (m_) X
X I
X

L’évaluation en z; donne :

: 1)k
T!(2cosby) =n Sl?(nek) = (=) n

sin(6y,) sinf
2k + 1
En définitive, en posant 0, = (QJ, alors
n
RS . (=1)" sinfy 1)* sin g,
T ( n X —2cosb,

k=0
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Planche 63 : X

On va commencer par montrer le résultat suivant : « si @ est un polynome non constant dans C[X], alors
les racines de Q' sont dans I'enveloppe convexe des racines de (). Autrement dit, si z;,---, 2, sont les
racines de (), pour toute racine £ de (', il existe des réels ay, - - -, a, positifs et de somme 1 tels que :

n
62 E g Zk. ”»
k=1

Soit QQ = « H — z;) un polynéme non constant dans C[X].

Soit £ une racme de Q'.
n

Il est possible que £ soit aussi une racine de ) auquel cas, I’égalité & = Zék,z’o Zig, OU € = %z, est une

k=1

combinaison convexe convenable pour &.
/

Si &€ n’est pas une racine de @), la décomposition en éléments simples de — donne évaluée en & :

© 5~ 1
) T
On prend le conjugué, puis on multiplie par le conjugué du dénominateur, ce qui donne :
n .
0= =
N N

1 y 1
|£_Zk‘2 a

1
Z € — 22

. Il est alors évident que les a; sont tous positifs et de somme

Posons alors a;, =

1 et de plus,
&= Zak 2k
k=1

Maintenant, soient b; et b;;; deux coefficients consécutifs dans le polynome P.

L’enveloppe convexe des racines de P est incluse dans le demi-plan Re(z) < 0, ainsi que toutes les racines
de P’, puis celles de P”, etc

Toutes les racines de PU) sont de partie réelle strictement négative. On note zy, - - -, zp les racines de PO,
Lorque I'on calcule la somme des inverses des racines de PU), on obtient via les relations coefficients /

racines, le nombre :
Op—-1 1

)

Op Co
oll ¢y est le coefficient constant dans PY) et ¢; est le coefficient en X dans PU),

1
Or, pour tout complexe non nul Z, les complexes 7 et — = sont de parties réelles de méme signe.

AN
On en déduit que la partie réelle de —2—(1) est strictement négative et il s’agit de plus d’'un nombre réel car

PU) est un polynéme & coefficients réels.
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Par conséquent, les coefficients ¢, et ¢; sont strictement de méme signe. Or, ¢g = j! b; et ¢; = (§ +1)!b;41,
donc les coefficients b; et bj; sont non nuls et strictement de méme signe. Ceci étant valable pour tout
entier 7, alors tous les coefficients de P sont non nuls et strictement de méme signe.

Remarque : voici une solution plus courte.

Il est clair qu’en notant & = R, [X], 'ensemble des polynomes a coefficients réels positifs, alors le produit
de Cauchy x est une loi de composition interne dans &.

On peut sans perte de généralité supposer unitaire le polynome P(X) de I’énoncé. On suppose dans la
suite que le polynéme P(X) est unitaire.

Le polynome P(X) est un produit de facteurs irréductibles de la forme (X —a), avec a réel nécessairement
strictement négatif, donc appartenant a 'ensemble &, ou de la forme (X —2)(X —%) = X2 —2Re(2) X +|z|%,
appartenant encore a ’ensemble &.

Il est alors clair que le polynéme P(X) reste dans &.

Planche 64 : X

On commence par montrer sur récurrence sur ’entier s, si .7 est une partie composée de s vecteurs non
nuls dans F, alors il existe une forme linéaire ¢ telle que :

0¢ ().

Dans la suite, on note n = dim(FE).

e Si s =1, alors & = {x;}. On compléte la famille (x;) en une base (ey,---,e,) de E. La forme linéaire
¢ = e} répond a la question.

e Supposons le résultat acquis pour toute partie a (s — 1) vecteurs non nuls.

e Soit & = {xy,---,xs11} une partie & (s + 1) vecteurs non nuls dans E.

On pose &) = @A {11} et @h = &/ \ {1}, deux parties & s éléments non nuls.

Il existe deux formes linéaires /1 : E —> C et {5 : E — C telles que :

0¢ 6(aA) et 0 ¢ lo(H).

Pour tout réel a, on pose ¢, = {1 + a {s.
Supposons que 0 appartienne & ¢,(&7). Il existe un entier 7 entre 1 et s+ 1 tel que :

©al(z;) = 0.
Ainsi, 161 (.’L’Z) +a 62(332) = 0.
Si i # 1, alors comme ¢5(x;) # 0, nécessairement, a = —il Eng
2\ Ty
Si i =1, alors ¢;(x;) est non nul, donc le nombre ¢5(z) doit étre non nul. Ainsi, a = —21 Em%
2\T1

On vient de montrer qu’il existe un nombre fini de valeurs de a pour lesquelles :
0 € ().

Il existe donc au moins un réel a hors de ces valeurs. Si a est un tel nombre, alors la forme linéaire @,
répond & la question.
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Reprenons maintenant la question posée. On trouve une forme linéaire ¢ : E — C telle que :
Yu € o, l(u) # 0.
Le produit z = H ¢(u) est non nul. En posant s le cardinal de o7 et en notant 2, une solution & I’équation :
ued

s _
2y = %,

T | . . . .
la forme linéaire — - ¢ vérifie bien I’égalité souhaitée.
20

Planche 65 : Centrale — avec Python

1. Tl'y a 2" parties. En effet, en posant £ = [1,n], I'application :

@.’ P(E) — F(E{0.1))
’ A — 1A

est bijective de fonction réciproque :

o] 80— 2
T e iy

2. On obtient récursivement toutes les sous-listes possibles d’une liste ens donnée.

3. On redémontre la loi faible des grands nombres.

On pose V; = U; — E(U) de sorte que les variables V; sont mutuellement indépendantes, centrées
et admettent une variance égale a E(V?).

N
1
En posant Sy = N Z V;, alorspar l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on en déduit pour tout
i=1
e>0:
V(Sw)

c2

£ (j5>7) <

N
1 V(U)

Or, V(Sy) = e ; V(V;) = N

On en déduit que la probabilité intervenant dans I’énoncé est inférieure ou égale a :

V(U)
N g2’

quantité de limite nulle lorsque N tend vers +oo.

4. On peut faire le calcul « scolairement », ou bien interpréter la variable X autrement.
Cela revient a tester de maniére indépendante sur les éléments 1,2, - - - n sont pris ou non. Prenons
une piéce de monnaie parfaitement équilibrée et lancons-la n fois de suite. On construit ainsi une
partie aléatoire X’ dont les éléments correspondent aux numéros des lancers ayant donné « pile » par
exemple.
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Alors, la variable X’ suit la loi uniforme comme la variable X. En notant A; I’événement « le

i lancer a donné pile », alors les événements A; sont mutuellement indépendants et sont de
1

probabilité 5

Il apparait que :

n

card(X) = Z 1y,

i=1

n n
La variable card(X) suit donc la loi binomiale % (n, %), d’espérance 5 et de variance 1
. Voici une simulation possible :

from random import *

def Parties(ens)
if ens==[]
return [[]1]
else :
paux=ens[1:]
P=Parties(paux)
return P+[[ens[0]]+x for x in P]

def P(n)
return Parties([k for k in range(1,n+1)])

def X(n)
return P(n) [randint (0,2%*n-1)]

def Card_X(n)
return len(X(n))

def Simulation(n,N)
s=0
for k in range(N)
s+=Card_X(n)
return s/N

for n in range(4,9)
print(Simulation(n,1000), ’> et ’,n/2)

## on obtient

>>> 2.073 et 2.0
>>> 2.505 et 2.5
>>> 3,022 et 3.0
>>> 3,601 et 3.5
>>> 3,973 et 4.0

98



n
6. La variable E x revient a calculer g 1 - 14,. Par linéarité de la somme, on obtient :
zeX i=1

" nin+1
() -z

i=1
Voici un code permettant de la vérifier numériquement :

def Z(n)
s=0
partie=X(n)
for x in partie
S+=x
return s

def E_Z(n,N)
s=0
for k in range(N)
s+=Z(n)
return s/N

for n in range(4,9)
print(E_Z(n,1000),’ et ’,n*(n+1)/4)

## on obtient

>>> 4.97 et 5.0
>>> 7.516 et 7.5
>>> 10.55 et 10.5
>>> 14.203 et 14.0
>>> 18.225 et 18.0

7. On effectue n fois de suite et de maniére indépendante deux lancers d’'une piécec de monnaie
parfaitement équilibrée. A la ¢ étape, si on premier lancer, on a « pile », on incorpore 7 dans X,
et si on second lancer on a « pile », on incorpore 7 dans Y.
‘eme

On note A; et B; les événements « avoir pile a la ¢“™¢ étape et au premier lancer »et « avoir pile a
la °¢ étape et au second lancer ». On en déduit :

card(X NY) = Z]‘AiﬂBi =14, X 1p,.
i=1

Il est facile de voir card(X NY’) suit la loi binomiale % (n, 1).
Voici un code possible pour étudier ’espérance de cette variable par exemple :
def E_X_Y(n,N)

s=0

for k in range(N)
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P_X=X(n)
P_Y=X(n)

s+=len([x for x in P_X if x in P_Y])

return s/N

for n in range(4,9)
print(E_X_Y(n,10000), ’> et ’, n/4)

## on obtient :

>>> 0.9851 et
>>> 1.2551 et
>>> 1.5054 et
>>> 1.7384 et
>>> 1.9944 et

Syntaxes utiles :

from random import * :
randint(a,b) : renvoie un nombre entier aléatoire dans [a, b]

N P =B
O N o1 N O
(6] (6)]

importation du module adapté

Planche 66 : X

1. On utilise les formules trigonométriques :

Ainsi, pour tout réel 6 % 0 [r], on peut écrire en utilisant par la suite :

on obtient :
sin(4nf)

siné cosf
2

A:

sin(2a) = 2sina cosa et cos(2a) = 2cos® o — 1.

sin(40) = 2sin(260) cos(260) = 4sinf cosf (2cos* O — 1)

et

cos(40) = 2cos?(20) — 1 = 8cos*f — 8cos? O + 1,

— Sm ((cos(40) + isin(46))")

sin(26)
2
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(Z ( Z ) i* sink(49) COSn_k(49)> , dans C commutatif

( " ) (—1)%sin?*(40) cos"2*71(40)
) (—1)F 2%+ o2 T1(26) sin?*(26) cos™2*71(46)

) (_1)k 24k+2(2a _ 1)2k+1 (1 _ a)k ozk(8oz2 — 8o+ 1)n—2k;—1

, avec o = cos? 6.



Le polynome :
Pn(X) = Z ( n ) (_1)k 24k+2<2X o 1)2k+1 (1 o X)k Xk(8X2 —8X + 1)n72k71

convient pour écrire :

A = P(cos®0).

. Soit k un entier naturel tel que 2k < n. Alors, le terme d’indice k dans la somme précédente est
un polynome de degré exactement 2k +1+k+k+2(n —2k—1) =2n— 1.

Le polynome P,(X) est de degré inférieur ou égal & 2n — 1.

{m
Soit £ un entier compris en 1 et 2n — 1. Posons 6, = T puis
n

Ay = cos® i—ﬂ = cos?(6y).
n

Alors, P,(A;) =0, car sin(4nd;) = 0 et que I’angle 6, n’est pas congru a 0 modulo 7.

tm
Les nombres A, sont tous racines du polynome P,(X). L’application ¢t — cos” i est injective de
n
[0, 2n] vers R. Le polynome P, (X) admet au moins 2n — 1 racines, donc exactement 2n — 1 racines :
il est scindé a racines simples et deg(P, (X)) = 2n — 1.
Le produit demandé est le produit des racines de P, (X). Par les relations coefficients / racines, on
obtient que la valeur recherchée vaut :

_q)y2n-1 %0 ’
- A2n—1
ot ay, est le coefficient devant X* dans P,(X).
On fait tendre 6 vers g dans I’égalité :
sin(4nd) 5
——— =P, 0
sinf cos6 (cos™6),

ce qui donne aprés éventuellement un développement limité :
P,(0) = —4n.

Donc ag = —4n.

On aurait pu calculer directement P,(0) ...

On calcule le coefficient dominant dans P,(X) qui provient de la contribution de chaque terme de
la somme. Ce coefficient dominant vaut :

n/2 n/2

_ n kodk+262k+1 kqn—2k—1 _ o3n n
o =3 (gi'yy ) R oSS (1)
Or, toujours par le binéme :
n n/2 n/2
1y n vk no\ n
o=t-r=3 () 0= () -2 (wlh):
k=0 k=0 k=0



ce qui montre que :

S(n)-r(h) -

k=0

Conclusion, le coefficient dominant vaut : as,_; = 25" 2"~ et en définitive :

ag 4n n
H )\Z - - 94n—1 - 24n—3'

A2p—1

Planche 67 : Mines-Ponts

1. Siu™ =0 et u"! # 0, on trouve un vecteur x dans E tel que u"~!(z) ne soit pas le vecteur nul.
On montre classiquement que la famille % = (u"~!(z),u"2(x), - - -, u(x), z) est libre, donc est une
base de E selon laquelle la matrice J représentant u est celle donnée dans 1’énoncé.

Réciproquement, si on a une telle base, on voit facilement que J" = 0 et J** = Ey,, # 0, donc
u™ =0 et u™ £ 0.

2. Soit A la matrice triangulaire supérieure avec des 0 sur la diagonale et des 1 strictement au-dessus
de la diagonale.
On note (X, ---,X,) la base canonique de ., 1(C) si E était un C-espace vectoriel.
On voit que pour tout k € [1,n], en posant Fy = Vect(Xy,---, X}), alors :

A(Fy) C Fy_;.

On en déduit A™(F,) C Fy = {0}, donc A™ = 0.

Ensuite, la composante de A(X,) selon X,,_; vaut 1. La composante de A%(X,,) selon X,,_, vaut
toujours 1 et par récurrence, la composante de A"~1(X,,) selon X; vaut 1. Cela montre que A"~! =
E, ,, et donc la matrice A vérifie la premiere assertion de la question 1. Les matrices A et J sont
semblables.

Planche 68 : Centrale

1. Soit A une matrice nilpotente non nulle. La matrice A est semblable & une matrice triangulaire
supérieure 71" et tous les coefficients diagonaux de T doivent étre nuls car 7' reste nilpotente.

La forme linéaire @4 n’est pas nulle car :
pa(Eij) = Aji

et il existe deux indices i et j tels que A;; soit non nul.
Ensuite, si M € Ker(74), alors la matrice M commute avec la matrice A.
La matrice AM est encore nilpotente car pour tout k € N, (AM)*F = Ak M,

La trace de toute matrice nilpotente est nulle car si N est nilpotente, alors N est semblable a
une matrice triangulaire supérieure dont les coefficients diagonaux doivent étre nuls, donc de trace
nulle.

Ainsi, si 74(M) = 0, alors 4 (M) = 0.
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2. (a)

Par récurrence facile, on montre que :
Vk € N, BA* — A"B = kA",
On en déduit que pour tout polynome P € C[X] :

BP(A) — P(A)B = AP'(A).

L’application :
f . //n(c) — '///n((c)
' M — MA— AM
est linéaire.

De plus, pour tout k € N, f(A*) = kA",
N

On montre que pour tout N € N, la somme Z Ex(f) est directe.
k=0
N

Soit Z M, = 0, une somme nulle avec pour tout k, My € Ex(f). En appliquant f j fois a cette

k=0
combinaison linéaire, on obtient :

N
ij - M, = 0.
k=0

En combinant ces équations, pour tout polynome @ € C[X] :

> Qk) - My =0.

On prend les polyndémes de Lagrange Lo, - - -, Ly associés aux nombres différentes 0,1,---, N.
En prenant () = L;,, alors M;, = 0 et la somme est bien directe.

Jo>
On en déduit :
N N
dim <Z Fk> => dim(F) > > 1=N+1,
k=0 k=0

k=0
le tout dans l'espace .#,(C) de dimension n?.

On ne peut avoir tous les Fj, non réduits a {0}. Il existe k tel que Eyx(f) = {0}. Dans ce cas, la
matrice A¥ appartenant & E,(f) est la matrice nulle et A est bien nilpotente.

Soit. H un hyperplan de .#,(C) contenant Im (74). Par le préambule, il existe une matrice non
nulle C' € 4, (C) telle que :
Ker(pc) = H.

II reste & montrer que la matrice C' appartient a Ker(74).
On sait que pour toute matrice M € ., (C),

wc(Ta(M)) =0, donc Tr((CA — AC)M) = 0.

La matrice CA— AC' doit étre la matrice nulle, car la forme linéaire p 4c_c 4 est la forme linéaire
nulle. La matrice C' appartient bien a Ker(7y4).
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Réciproquement, si C' est non nulle dans Ker(7,4), alors ’ensemble Ker(yp¢) est un hyperplan
de #,,(C). De plus, si M est dans .4, (C), alors comme CA = AC et Tr(XY) =Tr(YX) :

wo(ta(M)) = Te(CAM — CMA) = Tr(CAM) — Tr(CMA) = Tr(ACM) — Tr(CMA) = 0.

On en déduit que Ker(pe) est un hyperplan contenant Im (74).

(b) Supposons que la matrice A n’appartienne pas a Im (74).
Supposons que la matrice A n’appartienne pas a Im (74).

On peut compléter une base %, de Im (74) en rajoutant la matrice A, puis en complétant avec
d’autres matrices.

On forme ainsi une base & = (%;, A, ---). On note A* la forme linéaire coordonnée selon cette
base.

D’une part, pour tout M € Im (74), A*(M) = 0, donc le noyau de la forme linéaire A* contient
Im (74). Il existe donc une matrice C' non nulle dans Ker(74) telle que :

Ker(A*) = Ker(pc).
On en déduit que la matrice C' commute avec la matrice A et :
Tr(AC) # 0.

Cependant, la matrice AC est nilpotente, donc de trace nulle.

Nécessairement, A appartient a Im (74) et la conclusion est alors claire sur I’existence d’une
matrice B convenable.

Planche 69 : Mines-Ponts

On distingue plusieurs cas :
e si a < 0, la série diverge grossiérement ;
e si a > 1, la série converge absolument ;
e si a €]0, 1], on effectue des groupements par paquets :

Py, = [k2, (k +1)[= {n eN, | |vn] = k}

1
On pose v, = E —.
nOé
nePy,
On utilise une comparaison série / intégrale pour la fonction continue décroissante :

1
fix+— —, sur [1,+o0l.
xa

Pour tout entier £ > 2, on en déduit :

n+1 1 n
vne%,/ f<—</ /.
n ne n—1

On en déduit en posant a = (1 — ) :

((k+1)* — k) <y, < ((k+1)*=1)"— (K* = 1)%).

1l -« l—«o
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> Sia > —, alors :

DO | —

1 2a
(k+1)* — k** = k> ((1 + E) — 1) ~ 2a K>,

et la quantité v, ne peut pas tendre vers 0.
La série de ’énoncé ne peut donc pas converger car en notant S,, les sommes partielles, alors :

VE = S(k+1)2_1 - Sk2_1.

1

> Sia < 3 alors comme la quantité ((k + 1)? — 1)® — (k* — 1)@ est équivalente a iz alors la

quantité v tend vers 0.

De I’encadrement précédent, on obtient un développement asymptotique de la forme :
2a 1 1

Uk =174 " 3ica +0 <k22a) :
. . - 5 - SR

Il est alors facile de voir que la série Z(—l) v est convergente car la série Z 12 vérifie le

k k
A - 1
CSSA et la série Z 7 T2 est absolument convergente.
k

Finalement, si n > 1 est un entier, ’entier n tombe dans un seul paquet &, avec k = k,, la partie
entiére de \/n.

Ensuite, :
kn

Su =Y (-1 v

=1

< Vi

donc la série de I’énoncé converge vers la somme de la série convergente -1 k Vi-
k
k

En résumé, la série est convergente si et seulement si o > 5

Planche 70 : Mines-Ponts

Supposons la matrice A inversible.

Alors, comme A est un automorphisme, alors A conserve la dimension : les espaces A(S(M)) et (M)
sont de méme dimension : Rg(AM) = Rg(M). De plus, Im (A) = #,,1(R), donc Rg(MA) = Rg(M).
Supposons que la matrice A ne soit pas inversible. On note F' = $(A) et on note G un supplémentaire de
F dans ., 1(R). On pose (ey,---,eq) une base de F, (¢q,---,¢,) une base de Ker(A).

On peut choisir M € Z (4, 1(R)) en considérant les images des vecteurs e, et des vecteurs y, (base de
G.

On pose : M(ey) =& et M(x,) =0.

Alors, AM =0, car $(M) C Ker(A).

D’autre part, M A est non nulle car on trouve X € .4, 1(R) tel que :

AX =eq, puis MAX =¢; #0.
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Conclusion, Rg(AM) = 0 # Rg(M A). On a 'implication par contraposé.
Planche 71 : Mines-Ponts

1. Iy a (2n)! tirages possibles en vidant complétement 'urne.
En notant £ le rang d’apparition de la boule 1, alors ’entier k peut varier entre 1 et n + 1.
Si lentier k est fixé, il faut remplir les n rangs autres que ceux de Uintervalle [k, k+n— 1] par les n
boules paires. L'entier k étant fixé, cela fait n! tirages possibles. Il y a donc (n+ 1) x n! = (n+ 1)!
tirages favorables. La probabilité vaut donc :

(n+1)!
(2n)!

2. L’ensemble 2 est partitionné selon les événements A, correspondant & I'ordre non forcément consé-
cutif des boules impaires, selon une certaine permutation ¢ sur les entiers impairs.

La probabilité des événements A, ne dépend pas de . On en déduit que chaque événement A, est

1
de probabilité —.
n!

1
La probabilité demandée vaut donc =
n!

3. On note A; 'événement : « la derniére boule impaire a été tirée au rang @ ».
On en déduit :

2n
X =) ily,
i=1
Par linéarité de ’espérance, on obtient :
2n 2n
E(X) =) iE(14) =) i P(A).
i=1 i=1

Or, si i est un entier fixé entre 1 et 2n, alors parmi les (2n)! tirages complets possibles, les tirages
favorables a I’événement A; se dénombrent comme suit, sachant que A; =0 sii < n :
e choix de la boule impaire en place ¢ : n choix

e choix des 2n — i boules paires a placer strictement aprés : ——— choix

e choix des boules restantes a placer strictement avant le rang i : (i — 1)! choix
[’espérance vaut donc :

E(X)iixn'“%(‘;!(i_l)!nx(;n)i(é).

i=n
n

Or, on peut facilement montrer par récurrence sur l'entier ¢ que si 0 < p < ¢ sont deux entiers,

>(,)- (1)

Apreés simplifications, on obtient :




Planche 72 : Centrale

1. Si la fonction f est croissante par exemple, soit a € R. La fonction f est majorée par f(a) sur
I'intervalle [a — 1,a[. La fonction f admet une limite finie en a™.
De méme, la fonction f est minorée par f(a) sur l'intervalle Ja,a + 1]. La fonction f admet une

+

limite finie en a™.

2. (a)

o
On travaille a droite en a. On pose € = 1 > 0.

Il existe o > 0 tel que pour tout = €la,a + «f,

f(z) = fla®)] <e.

Soit alors x dans Ja, a+ . Il existe 5 > 0 tel que sur le voisinage V,, =]z — 3, x + [ inclus dans
la,a+ «f,

Y(y,y) € V2, |fly) — FOOI < |f(y) = F@D)]+ [f) = fla®)] < 2e.

En faisant tendre y vers x~ et 3’ vers x*, alors :

On procéde de méme & gauche en a. On trouve donc o’ > 0 tel que sur Ja — o/, a[, on a :

N Sn

1f(y) = fW)] <

Il suffit de poser n = min(a, ') et on a ce qu’il faut.
Soit n € N*. On note ¥, ’ensemble des points a € R tels que :

) — fa)] = .

n

Si ’ensemble &, est non vide, soit a dans cet ensemble.

1
On applique la question précédente & 6 = — > 0. On en déduit I'existence d’un réel n > 0 tel
que : n
[a—mn,a+ 102, ={a}.
Soit M > 0. L’ensemble Z,, N [—M, M] doit étre fini, car sinon, on trouverait une suite bornée
injective (ay)gen dans Z,. On trouverait a cette suite, une sous-suite convergente et donc on

trouverait une valeur d’adhérence a pour laquelle pour tout « > 0, 'ensemble 2, N[a—«, a+ @]
contiendrait une infinité d’éléments, ce qui n’est pas possible par la question précédente.

En définitive, si n € N*, pour tout M > 0, 'ensemble Z,, N [M, M] est fini.
La réunion dénombrable :
Zn=J 2.0[-M, M
MeN*
est donc au plus dénombrable et ’ensemble
U 2

neN*

est encore au plus dénombrable, et cette derniére réunion est ’ensemble des points a tels que
f(at) # f(a™), c’est-a-dire I'ensemble des points de discontinuité de la fonction f.
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Planche 73 : ENS

On va montrer que k = n.

En prenant E; = {i} pour i € [1,n], alors les hypothéses sont vérifiées.
Supposons données des parties Fy, - - -, F} vérifiant les hypothéses.

On pose la matrice A = (a; ;) € A, 1(R), avec :

l,Sii S E%
0, sinon

V(i,7) € [1,n] x [1,k], ai; = {

k
Il est alors facile de voir que la matrice ATA = <Z ag ey ; = #(E; N EJ)> € M, (R) est inversible car
=1

égale en passant modulo 2 & la matrice I,, dans .#,(Z/27Z) : le déterminant de AT A est donc un entier
impair nécessairement non nul.
L’endomorphisme AT A est donc bijectif, imposant I'injectivité de 1’application linéaire

Ae LM (R), #,1(R)),

puis k£ < n par le théoréme du rang par exemple.
Planche 74 : Mines-Ponts

On va montrer qu’il s’agir des fonctions constantes.
Soit f une fonction continue réalisant la condition.
Soient a < b deux réels.

Pour tout n € N, on pose I’ensemble :

@n:{a—l—%(b—a) : ke[[O,Q”]]}.

On montre par récurrence sur n que f(Z,) C {f(a), f(b)}.
C’est le cas lorsque n = 0, car %y = {a, b}.
Supposons que ce soit le cas au rang n.
Soit k un entier entre 0 et 27°*1,
On distingue deux cas :
e l'entier k est pair. On pose k = 2r, de sorte que :

k r

2n+1-_ 2n'

[’élément a + (b — a) appartient en fait & Z,.

2n+1
e l'entier k est impair. On pose k = 2s 4 1, de sorte qu’en posant :

s+1

2n

a:a+2—i(b—a)etﬁza+ (b—a),

alors I’élément v = a + S (b — a) est le milieu du segment [« 3]. Par hypothése de récurrence,

fla) € {f(a), f(b)} et f(B) € {f(a), f(b)}, donc par hypothése :
FOy) e {f(@), f(B)} € {f(a), F(b)}.

Le résultat demeure au rang suivant.
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[’ensemble 2 = U D, est dense dans [a, b].

neN
Si z € [a,b], alors il existe une suite (u,),eny d’éléments dans 2 convergeant, vers .

Pour tout n € N, f(u,) € {f(a), f(b)}, donc il existe une infinité de termes de la suite correspondant par
exemple & la valeur f(b). Par continuité de f, f(z) € {f(a), f(b)}.

On en déduit f([a,b]) C {f(a), f(b)}. L’ensemble f([a,b]) est un intervalle fini, donc est un singleton.
On vient de montrer que pour tous a et b dans R, f(a) = f(b) : la fonction f est constante.

Planche 75 : Centrale

On commence par montrer qu'’il existe trois suites (@, )nen, (bn)nen €t (¢n)nen de nombres réels telles que :
VnEN, Mn:an M0+bn M1—|—Cn MQ.

Qn,
On posera dans la suite pour tout n € N, le vecteur colonne X,, = | b,
Cn
On pose (Xo, X1, X2) la base canonique de .#5;(C) ~ C?. On ainsi défini les trois premiers termes des
suites a, b et c.
Supposons que les trois suites soient construites jusqu’a un certain rang n + 2 > 2, avec n € N.
Au rang suivant n +3 > 3, on a :

1 1 1 1 1
Pn = _(Mn + Mn+1) et Mn+3 = _(Mn+2 + Pn) = _Mn + _Mn+1 + —Mn.
2 2 4 4 2
On pose alors :
1 1
(nt3 = 7 n + Piaas + 5 Ont2;

et les mémes relations de récurrence concernant les termes b, 3 et ¢, 13.
Intervient alors naturellement I’espace :

1 1 1
F = {u cCV|VneN, uy,3= Zu" + ZunH + iunﬂ} )

L’application :
| F: — C3
ol — (ug, w1, us)
est un isomorphisme et I'espace I’ est de dimension trois sur le corps C.

On pose le polynéome :

1 1 1
PX)=X°—--X*—-X -~
2 4 4
de sorte que 1 est une racine évidente puis :

P(X)=(X-1) (X2+%X+i) =(X-1) (X—%) (X—g).

. n 42 n
La famille # = (1 = ()pen, U = <%) V= (%) ) est une famille libre & trois vecteurs dans F':
neN neN

c’est une base de F' et si W appartient & F', on peut écrire :

W=X14+p-U+v-V.
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Il est alors clair que la suite W converge vers A, sa coordonnée selon le vecteur 1 de la base %, puisque
les suites U et V' convergent vers 0.

Par conséquent, chaque suite a, b ou ¢ converge, et la suite de points (M, ),en est donc convergente.
Pour calculer la limite, il s’agit de déterminer la coordonnée de chaque suite a, b et ¢, selon la base Z.
Les suites a, b et ¢ sont définies selon :

a=¢ (1,0,0), b=¢ '(0,1,0) et c = (0,0, 1).
Dans le cas général, si W est une suite dans F', on pose :
W=A14+p-U+v-V,

de sorte que :
e(W)=X-o(1) +p-oU) +v-o(V).
A .
En posant Y = | p | et de plus z = %, puis en appliquant la forme linéaire X + 2X7 +4X5 qui & tout
v

vecteur (x,vy, z) de C3

associe le nombre z 4 2y 4 4z, alors :
wo + 2w1 + 4’(1]2 = 7)\,

car 1 +j + j2 = 0.

- . .. wo+ 2w + 4w
En définitive, toute suite W € F est convergente de limite 0 : 2

7

En conclusion, la suite (M,),en est convergente vers le point :

My + 2M; + 4M,
7 b

qui est le barycentre du systéme de points <(M0, 1), (My,2), (M, 4))

Planche 76 : Mines-Ponts

1. Sans perte de généralité, on peut supposer a < b < ¢, la formule étant symétrique par rapport a
ces trois variables.

Soit A € R. On pose la fonction :
p o — fla)(z — o) + fx)(c —a) + flc)(a —x) + Az — a)(z — ¢),
La fonction ¢ est deux fois dérivable. De plus,
p(a) = ¢(c) = 0.

On peut trouver un réel A tel que :
p(b) = 0.
On choisit dans la suite un tel réel A, qui est en fait unique.

On peut appliquer le théoréeme de Rolle a la fonction dérivable ¢ sur Uintervalle [a, b] et sur l'in-
tervalle [b, c|. On trouve deux réels a < a < b < < c tels que :

'(a) =¢'(B) =0.



On peut de nouveau utiliser le théoréme de Rolle a la fonction dérivable ', ce qui donne 'existence
d’un réel d €]a, b] tel que :

Or,

L’égalité ¢(b) = 0 améne :

fla)(b—=c)+ f(b)(c —a) + f(c)(a—b) - %f”(d)(c —a)(b—a)(b—c)=0.

En divisant le tout par (¢ — a)(b — a)(b — ¢), on obtient exactement ce qu’il faut.

. Il suffit d’appliquer le théoréme de Rolle a la fonction :

xﬁzf““ nlig

Il existe d entre a et b tel que ¢'(d) = 0. Le calcul de ¢’ conduit a une somme télescopique qui
ameéne a ce qu’il faut.

Planche 77 : X

. On pose § : (Up)neny — (Un+1)nen, puis A = 6 — id de sorte que :

AF = i ( ' ) (—1)k g

1=0

e par le binome :

e si u est une suite polynomiale de degré inférieur ou égal a k — 1, alors A¥(u) =0
e si u est une suite polynomiale de degré k, alors A*(u) est constante égale & k!.
e si u prend ses valeurs dans Z, alors A*(u) aussi.

Ainsi, en posant « = N —1+ [ avec 0 < < 1et N € N*, pour tout n € N* — en supposant 3 > 0,
on peut écrire :

AN(n%) = i(N) (=N (n+ i)

< () o femee ()
_ e (é %a(a —1)- .1-)!(04 —p+ 1)AN<XP) (0)> to (an_a)

quantité qui tend vers 0, par valeurs strictement positives, mais cette quantité est toujours un
entier : contradiction.
Finalement, 5 = 0 et « est un entier.
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2. On utilise les polyndomes de Lagrange. Soient a,a+1,---,a+ k — 1, k entiers consécutifs en lesquel
le polynome P(X) prend des valeurs entiéres.

On note Lyg,---, Li_1 les polynomes de Lagrange associés.
On sait alors que :
k—1
P(X) =) P@) Li(X)
=0
De plus, pour tout 7 € [0,k — 1],
k—1
X—-—a—J
Lx)= ] ‘
A 11—
J=05571
On en déduit :
o k- k
Li(a +k) H o= D (Z )
J=0;5#1

On en déduit que P(a + k) est encore un entier.
On peut réitérer le raisonnement pour le polynome P(—X) qui vérifie les mémes hypothéses.
En conclusion, P(Z) C Z et donc P prend ses valeurs entiéres sur tous les entiers.

Planche 78 : X

1. On note A\; < --- < A, les racines réelles de P(X), de multiplciités respectives oy, - -, .

On sait que les racines A, sont de multiplicités ay, — 1 dans P'(X).

On distingue deux cas.

> Si a =0, il n'y a rien & montrer.
1

> Si a # 0, en posant x = —, il s’agit de montrer que le polynome Q(X) = x P(X) + P'(X) est
o

scindé dans R[X].

Ce polynome admet déja les racines A\, comme multiplicités oy — 1, ce qui fait déja :
Z(ak — 1) = deg(P) — r racines réelles
k=1

celles-ci étant comptées avec multiplicités.

Il manque r racines, car deg(Q) = deg(P).

La fonction f : o — P(x) eX " est dérivable sur R et s’annule aux points A;. Il est possible
d’appliquer le théoréme de Rolle & la fonction f sur les intervalles [\, Ary1], pour k variant de 1
et r — 1, ce qui donne (r — 1) autres racines différentes de celles déja comptabilisées.

Si x > 0, on peut appliquer le théoréme de Rolle étendu & f sur | — oo, \j] et si x < 0, on peut
appliquer le théoréme de Rolle étendu a f sur [\, +o00[, en utilisant & chaque fois les croissances
comparées et le fait que si R est un polynome et si p > 0, alors :

R(z) = o(e” *) , au voisinage de +o0.
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2. On fait une récurrence sur n = deg(P).
Lorsque n = 1, alors P(X) = &(X — A1) et dans ce cas,

QX) =¢&(P' =X\ P)

qui est scindé par la question précédente.
Supposons le résultat vrai lorsque P est de degré n.

Si P est de degré (n + 1), en posant P = (X — A)S(X), alors le polynome S(X) = Zkak est
k=0

scindé et par hypothése de récurrence, le polynome :
T(X) = Zbk P®) (X)) DPest aussi.
k=0

Or, il est facile de vérifier que :
Q(X) = T(X) - A T(X).

Par la premiére question, le polyndéme () reste scindé dans R.
On a le résultat au rang suivant.

Planche 79 : X
1. Soit n € N*. L’application F': x —— / f est une bijection de classe C! strictement croissante de
0

[0,1] vers [0, ], ou I = /1 f.
0

La seule subdivision possible est :

Par la relation de Chasles, les a,i") répondent au probléme posé.

2. On interpréte cette somme comme une somme de Riemann. On en déduit que la somme vaut :
~1
1< k
-y F! (—1) :
n n
k=0
La fonction F'~! est continue et la limite vaut :

R
— | F7Y1) dt.
f/o (t)

En posant le changement de variable v = F~1(t), on obtient comme nouvelle intégrale :

1

La limite a calculer vaut donc :



Planche 80 : Mines-Ponts

L’égalité se réécrit :

n n
Zak 2k :Z|ak Zk|.
k=1 k=1

On est dans le cas d’égalité dans I'inégalité triangulaire : tous les vecteurs a; z; sont colinéaires de méme
sens.

Or, si il existe deux indices k et ¢ tels que a # 0 et a; # 0, les vecteurs z; et z, seraient colinéaires de
méme sens, donc appartiendraient a l'intersection entre le cercle unité et la méme demi-droite issue de O :
les points d’intersection z; et z, seraient les mémes, mais les complexes sont supposés différents.

On en déduit qu’au plus un indice k vérifie a;, # 0 et comme la somme des a; vaut 1, alors un seul indice
k vérifie ai, # 0 et dans ce cas a, = 1 et le vecteur (ay,---,a,) est le k™ vecteur de la base canonique.

Planche 81 : ENS

1. L’ensemble K est invariant par translation 41 et par homothétie de rapport 2.
Soient t € K et € > 0 tels que :
Jt —e,t+e[C K.

Il existe ng suffisamment grand dans N tel que 2™¢ soit strictement supérieur a 1. Comme K =
2" [, alors l'intervalle |2"0¢—2"0¢, 2"04-2™0¢[ est inclus dans K et I'ensemble K contient un intervalle
de longueur strictement supérieure a 1. Par les translations entiéres, 'ensemble K contient R obtenu
par réunion des translations entiéres de tout intervalle de longueur strictement supérieure a 1

In3
2. Soit € > 0. On pose o = n—, puis :
In2

K:{xER|d(x,N+Na)<5}.

In3 r
Le nombre @ = —— est irrationnel car sinon, on pourrait écrire « sous la forme o = —, avec r et

n s
s deux entiers dans N* premiers entre eux. Ensuite, on aurait sIn3 = rIn2, puis 3° = 2", ce qui
n’est pas possible par unicité de la factorisation en premiers, par exemple.

Pour tout n > 1, ’ensemble :

szfn:{{k;oz}; 1<k;<n}
des parties décimales des réels ka compte exactement n éléments différents dans [0, 1].
On distingue deux cas.

1
e SiZ, N [0, — [ est non vide, on trouve un entier 1 < k& < n et donc un entier p = |ka] > 0 tels
n

que :

1
0<ka—p<—.
n
. 1 1 - J J+1
e Si @, N [O, - [, on peut ranger les n éléments de o7, dans les (n — 1) tiroirs [; = |=,~——],
n n

lorsque j décrit [1,n — 1[. L’un des tiroirs /; contient au moins deux éléments {ka} et {{a},
alors 1 <k </l < n.
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En posant r = ¢ — k, il existe un entier ¢ tel que :

1
O<ra—qg< —.
n

Nécessairement, ¢ soit étre positif.
) 1
On fixe alors un entier ng tel que — < .
o
Par ce qui précéde, on choisit deux entiers strictement positifs r et s tels que :

1
0<é=ra—s< —.
Nyo

Lorsque j décrit N, on dispose des multiples de &, ce qui fournit un ensemble de nombres :
#={j¢; jeN}no1]
ce qui fournit un ensemble fini & = {rioz -5 ;1 <1< m} tel que :

1
Vo € [07 1[7 d(l’,%) S —

No
car le réel x est compris entre deux nombres de la forme j¢ et (j + 1)&, distants d’une quantité

strictement inférieur 3 —.
o

On pose a = max{si ;1 <i < m}.
Soit maintenant = un réel dans [a, +00|.
On pose p = |z| sa partie entiére supérieure a chaque s;.

Il existe un élément r;oc — s; de 'ensemble £ tel que :

Hz} — (ria—s;)| < nio'

On en déduit :

1
|z — (p— s +10)| < —.
o

Or, le réel (p — s;) + ;o appartient & N + Na.
On a montré que :

1
Vo >a, dlz,N+Na) < — <e.

no
. a
Finalement, pour tout x > —,
In 2
d(z,NIn2+NIn3)=1In2 xd (%,NJrNa) <In2e<e.
n

On obtient bien ce qu’il faut.

Planche 82 : ENS
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1. On montre que H est un sous-groupe des bijections sur H.

En premier lieu, si h est une telle fonction dans H, en posant z = x + 1y, avec y > 0, alors h(z) est
bien défini et :

Sm(z)
Sm(h(z)) = ———= > 0.
(h(z) lez + d|?
: : : N , . az+b :
Ensuite, toute fonction h dans H est bien une telle bijection car I’équation —d = Z, d’inconnue
cz
z admet comme seule solution,
dZ —b
z2=——
—cZ +a

ou les nombres d, —b, —c et a sont quatre entiers vérifient da — (—c)(—b) = 1.
En prenant a =d =1 et b = ¢ = 0, on obtient I'identité, qui est bien dans H.
On vient de voir que I’ensemble H est stable par passage a la fonction réciproque.

Si hq et hy sont deux éléments de H, avec des notations intuitives, on obtient 14 ou les formules
sont bien définies :

Az+ B
hiohy:z+— ———
1ofizr s Cz+ D’
(A B\ [(ab a v ) R )
ou ( C D ) = ( c d ) ( Jod ), les coefficients a, b, ¢,d correspondant a la fonction hy et

les autres a la fonction hs.

[’ensemble SLy(7Z) des matrices a coefficients entiers de déterminant 1 est un groupe pour x, donc
I’ensemble H est bien stable par o.

2. Soit z un élément de H. On note :

On pose ’ensemble :

1
D:{26H||3‘Ee(z)|<§et |z|>1}.

Comme 'ensemble des couples (¢, d) d’entiers tels que |cz + d| < 1 est un ensemble fini, on peut
trouver un élément h € H correspondant a une quantité |cz+d| minimale, et donc on pourra trouver
un élément Z dans €(z) de partie imaginaire maximale. En faisant intervenir les translations f* qui
ne modifient pas les parties imaginaires, on trouve dans I’ensemble &'(z) N D un point d’ordonnée
maximale Zy. De plus, en faisant agir g, alors g(Zy) est de partie imaginaire inférieure a celle de
ZQ et :

S _ SIm(Zy)
(g(ZO)) |Z0|2 :

Nécessairement, |Z| > 1.

En résumé, on vient de montrer que si z € H, il existe un élément hy appartenant au sous-groupe
engendré par les fonctions f et g et tel que :

hQ(Z) eD.

Maintenant, soient h € H différent de id et z € D tels que h(z) € D.
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On va montrer que le point z est sur le bord de I’ensemble D.
Quitte & remplacer h par h™! et a intervertir les roles de z et de h(z), on peut supposer que :

Sm(h(z)) = Sm(z).

En associant a 'application h les quatre entiers a, b, c et d, alors |cz 4+ d| < 1 et donc :

Or, dans le domaine D, la partie imaginaire de z est en module supérieure a BR doncc?<1letc
vaut 0 ou =%1.
> Sic =0, alors a = d = £1 donc h(z) = z £ b. L’entier b n’est pas nul car sinon h serait id. Les

1
points z et z b sont de partie réelle de module inférieure a oL Cela impose |b| = 1 et Re(z) = i§'

Le point z est donc sur le bord de D.
> Si ¢ = +1, on écrit :
lcz +d|* < 1.

Si Sm(z) = @, alors z est d’ordonnée minimale dans ’ensemble D et donc est sur le bord de D,

soit Sm(z) > TR auquel cas

1
(Re(z) £d)? < 3
et cela impose a l'entier d d’étre nul. Comme ad — bc = 1, alors b= —c et :
1 Z
h(z) =+a— - =+a— —.
(2) a— - a BE

Si |z| > 1, alors on doit avoir a = 0 et si |z] = 1, alors z est sur le bord de D. Lorsque a = 0, alors
1

h(z) = ——, donc z et h(z) sont de module 1.
z

Dans tous les cas, le point z est sur le bord de D.

On termine finalement ’exercice.
Soit h € H. On prend z = ¢ par exemple, un point intérieur a I’ensemble D.

On pose Z = h(z). Il existe ' obtenu dans le sous-groupe engendré par les fonctions f et g et tel
que le point Z’ = h'(Z) appartienne a I’ensemble D.

En posant k = h' o h, alors k(z) = Z' et k € H, les points z et Z' appartenant a I’ensemble D.

Par le point précédent, si k # id, alors les points z et Z’ doivent étre sur le bord de D, ce qui n’est
pas le cas pour le point z. Nécessairement, k£ = id et donc :

h=n""!

appartient au sous-groupe engendré par les fonctions f et g.

L’ensemble H est bien inclus dans ce sous-groupe engendré et ce sous-groupe engendré est bien
évidemment inclus dans H. On a égalité.
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Planche 83 : X

e Soit A € #,(C). On pose r = Rg(A). La matrice A est équivalente a la matrice type J,. : il existe deux
matrices inversibles P et () telles que :
QAP = J,.

On en déduit :
YAeC, M- QP '=Q(\ J, — I,)P—1.

La fonction f: A — det(A A — QP~!) est polynomiale en X et de degré égal a r.
La fonction f est égale a la fonction :

fidr—det(AT(A) —T(QP™)).

On pose R =T(QP"). Comme det(R) = det(QP~') # 0, alors la matrice R est inversible. On pose s le
rang de la matrice T'(A) de sorte qu’il existe deux matrices inversibles U et V' telles que :

U'T(A)V = J,.
Par conséquent,
VA €C, f(\) =det(AT(A) — R) = det(UV ') x det(\ J, — W),

avec la matrice W = U~'RV (inversible mais inutile).

La fonction g : Adet(\ Js — W) est polynomiale de degré inférieur ou égal a s, en utilisant par exemple la
formule sommatoire du déterminant.

On vient de montrer que r = deg(f) = deg(g) < s.

L’application linéaire T" augmente le rang.

e Soit A € Ker(T'). Alors, T(A) = 0 de rang nul, et donc :

Rg(A) < Rg(T(4)) = 0.

La matrice A est nulle et donc I'application T est injective puis bijective par le théoréme du rang.
e Pour tout A € #,(C),
det(T71(A)) = det(T(T1(A))) = det(A).

L’application T~! vérifie les mémes hypothéses que 1'application T’ : 'endomorphisme 7! augmente le

rang donc :
VA € #,(C), Rg(T(A)) < Rg(T~(T(A))) = Rg(A).

L’endomorphisme 7" conserve bien le rang.
Planche 84 : X

On note (ey, es), la base canonique de R%. Pour tous entiers i et j entre 1 et 2, on pose :
a;; = B(e;, e;).
En posant z = (7, 15) € R?, la quantité B(z,z) devient :
al,ﬂ% + (a12 + agq)x120 + az,ﬂg-
L’équation B(x,z) = 0 est donc une équation de la forme :
oz} + Brazs +yas = 0.

On distingue plusieurs cas :
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e premier cas : a # 0
En divisant le tout par «, on obtient une équation du type :

2} + briwy + cxy = 0.

Cette équation est équivalente :

b \? b —dc
(1’1+§SL’2) — 1 .1%:0

Posons A = b? — 4c et distinguons les cas selon le signe de A.
Si A < 0, I’équation est équivalente a :

x1+§x2:()etaz2:0,

qui est le point (0,0).
Si A = 0, I’équation est éuivalente a :

X1 -+ 51‘2 = 0,
qui est une droite vectorielle.
Si A > 0, en posant § = VA, I’équation est équivalente a :

b—9o b+4§
ro =0o0u z +

1+ x2:O7

qui est la réunion de deux droites vectorielles.
e second cas : a =0
[’équation est de la forme :
xo (B 1 + yae) = 0.

Si B =~ =0, 'ensemble 2/ est R? tout entier.

Si f =0, 'ensemble o7 est Ker(e}) = Vect(e;) une droite vectorielle.
Si 8 # 0, 'ensemble <7 est :

Ker(e3) U Ker(8 ¢} + 7 ),

qui est la réunion de deux droites vectorielles.

Planche 85 : ENS

+oo
Pour tout £ € N, on note le reste R, = Z b,, quantité tendant vers 0.

n=k
On obtient par sommation que pour tous entiers n et p :

(pip — Op < 12,

On en déduit que la suite a est bornée par ag + Ry.
Il suffit alors de montrer que la suite a n’admet qu’une seule valeur d’adhérence pour avoir sa convergence.
Supposons que la suite a admettent deux valeurs d’adhérence différentes ¢ < /5.
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On trouve deux extractrices ¢ : N — N et ¢y : N — N telles que :

ngrgoo apm) = {1 et ngrgoo Ay(n) = L2

A

On pose € = > (. Il existe un rang pg tel que :

Vp = po, 0K R, <e.

Il existe deux entiers n; et ny tels que :
® Ny > pg et Ap(ny) < {4+ ¢
® 1y > p(N1) + o et ymy) > Lo — €.
En posant n = ¢(n;) et p =¥ (na) — ¢(ny), alors :

p=ng—p(ny) = po

et d’autre part :
An+tp — An = Qqp(ny) — Gp(ng) >0y — V1 —2e=2e>¢

alors que :
Qpyp — Ap g Rn < €.

On obtient une contradiction : la suite @ bornée n’admet qu’une seule valeur d’adhérence, donc est conver-
gente vers cette valeur d’adhérence.

Planche 86 : X

On suit 'indication.

Une configuration de paquet mélangé est un chemin dans Z?2, composé de n portions verticales et de n
portions horizontales, partant du point (0,0) et allant vers le point (n,n).

La correspondance est la suivante.

Le chemin part de (0,0). Si la premiére carte est noire, le chemin va en (1, 0) et si elle est rouge, le chemin
va en (0,1).

Si le chemin a la ¢ carte est au point (a,b), si la carte suivante tirée est noire, alors le chemin va en
(a+1,b) et sinon, il va en (a,b+ 1).

La correspondance est bijective car les portions horizontales donnent les emplacements des cartes tirées
noires et les portions verticales donnent les emplacements des cartes tirées rouges.

Ilya ( 2: ) chemins possibles.

eme

Etant donné un chemin ~ correspondant & un paquet mélangé, la variable X, suit la loi binomiale

1
Bln,-|.
2

On en déduit que I'espérance conditionnelle de X, calculée avec le probabilité sachant le chemin v vaut
n n
5 On en déduit de plus que 'espérance de X, vaut 5 via le calcul suivant :

E(X.) = ) Xe(w)P({w})

weN
= Y (Z Xe(w)P({w} | 7)) P({7})
vy we
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-P({7})

|3

=2
v
n
>

On calcule maintenant I'espérance de la variable X,,.

Etant donné un chemin 7 correspondant & un paquet mélangé, comme la stratégie de I’adulte est alors
plus ou moins déterministe, sauf en cas d’équiproportion de rouges / noires dans le paquet restant, on
peut calculer connaissant le chemin « la valeur prise par la variable X,.

Fixons donc¢ un chemin . Soit (a,b) € Z* un point du chemin.

Si le point (a,b) est sur la premiére bissectrice A : y = z, cela signifie que 1'on a déja tiré autant de noires
que de rouges, et donc que dans le paquet restant figurent autant de cartes noires ou rouges. L’adulte
aura alors une chance sur deux de gagner a la carte suivante.

Si le point (a,b) n’est pas sur la premiére bissectrice A, alors a # b.

e si a > b, on a retourné a cartes noires et b cartes rouges. Il y a donc plus de cartes rouges dans le
paquet et ’adulte misera sur une carte rouge pour la suivante. L’adulte gagnera alors un point si
et seulement si le chemin va de (a,b) vers (a,b+ 1), autrement dit si et seulement si le chemin se
rapproche de la droite A.

e sia < b, les roles sont inversés. La conclusion reste la méme. L’adulte gagnera sur la carte suivante
si et seulement si le chemin se rapproche de la droite A.

On note alors My = (0,0), My, (c1,¢1), -+, M; (¢, ¢.), Myy1(n,n) les points d’'intersection entre la droite
A et 'ensemble des positions du chemin +, correspondant & des indices de cartes i; < --- < i, < n pour
lesquels I'adulte choisira aléatoirement pour la carte suivante.

Si j est un entier entre 0 et 7, la portion du chemin strictement entre les instants i; et ¢;,; correspond
a une portion située d'un seul bord de la droite A. Entre les positions M;; et M;  , du chemin, il y a
nj = 2(i;4+1 — i;) cartes dévoilées. Au point M, ;, il y a une chance sur deux d’avoir gagné, et sinon,
comme le chemin a effectué 7;; — i; mouvements vers le haut et i;,; — ¢; mouvements vers la droite,
seulement la moitié des mouvements s’est rapprochée de la droite A et I'adulte aura exactement la moitié
de bonnes réponses sur cette portion. Sur la portion ]Mij,MiHl], I’adulte donnera assurément 7,4, — i;
bonnes réponses, c¢’est-a-dire un peu plus de la moitié de bonnes réponses — en fait exactement s bonnes
réponses sur 2s — 1 cartes prédites.

En résumé pour l'instant, si le chemin v partant de (0,0) et se terminant en (n,n) admet r points M;,
sur la premiére bissectrice autres que les points extrémes, alors, en moyenne, I’adulte donnera un nombre

de bonnes réponses égal a :
r+1 n
> %
On note alors Y,, la variable aléatoire qui & un chemin ~ décrit ci-dessus associe le nombre de points fixes
r strictement entre les deux extrémités du chemin.

On en déduit :

EX,) = E(X.) + E (Y" i 1) .

2

Il reste alors & montrer que :
EY,+1) ,~. Vmn,
pour obtenir le résultat escompté, ou encore puisque E(Y,, + 1) = E(Y,) + 1 = E(Y,,) + o(y/n) :

E<Yn) ng-koo \% ﬂ-n?
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Ensuite, par la formule de Stirling, on peut écrire :

2n 4"
n n—+o00 \/ﬁ
Pour tout k € [1,n — 1], on note I’événement By, : « le chemin admet (k, k) comme point fixe ».
On en déduit I’égalité :
n—1
Yo=> 1p,.
k=1

Par linéarité de I’espérance, on en déduit :

—_

n—1 n—

E(Y,) =Y E(p)=>Y P(B).

k=1 1

T

On calcule alors le nombre de chemins favorables a I’événement Bj. Il s’agit de concaténer les chemins

allant de (0,0) vers (k, k) et les chemins allant de (k, k) vers (n,n). Cela donne : ( Qkk ) : ( 25;1__]5) )

On en déduit ’espérance de la variable Y, :

Il suffit de montrer que :

Dans la suite, on pose :

On sait que la suite (vy)gens converge vers 1.
De plus,

i
L

§

I
Sl
g

Qkk ) _ ( 2(:_—:) )
1

—— V) Upp
— VE(n —k)

[
=l
-

3|

On montre maintenant que :
n—1
1
T L R
n—s~+00 Pl /k(n _ k)

On note a,, la somme ci-dessus.
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En effet, posons la fonction
10,1 — R
t(l—1)
La fonction f est continue et en mettant le polynéme X (1 — X) sous forme canonique :
1
X1-X)=-(1-(2X —1)?
(1-X) =7 (1- X - 1),
la fonction :
P 10,1 — R
|t  +—— arcsin(2t—1)

est une primitive de la fonction f.
On remarque que la fonction F est de classe C? sur |0, 1] et

2% — 1
F"t—s T(t—ﬁ)—?’/z.

En fixant des entiers 1 < k < n — 1, on peut appliquer la formule de Taylor-Lagrange a la fonction F' de

k k+1 . . . . .
classe C? sur I'intervalle [— —] , ce qui donne l'existence d’un ¢, dans l'intérieur de cet intervalle tel
n o n

() (2) - b ()
(e ()

1
Comme la série Z = est convergente, alors, puisque la fonction F' est continue en 0 :

que :

an::é(F(’fZl) _F(%)) _gﬁ<ﬁ) = F(1)— F(0) 4 o(1) = m + o(1).

On montre finalement que la quantité w,, tend vers 1. Dans la suite, on pose :
hk =V — 1

la quantité hy tendant vers O lorsque k tend vers +o0.
Soit € > 0. Il existe un rang ng a partir duquel pour tout entier n > ny :

— 7l L e

Soit maintenant un entier n > ny.
On en déduit :

N
3 |



En faisant le changement d’ indice k <— n — k et en utilisant le fait que la suite (hy)ken+ est bornée par

une constante C, la suite < étant bornée par une constante C’, alors pour tout

n=ng:
C+2 < \hk|
|wn_1| <
T 11//7{;
(C+2)C = 1 L (C+2) "Zl L
ST ok 7 AR
2)C
. (C+20noﬁ(1)+(0+ € .
s TL
< Ds+

\/ﬁ

ol les quantités D et D’ sont deux constantes. Il existe donc un entier ny > ng tel que :

Vn = n, |lw, — 1| < (D +1)e.

€
D+1

En remplacant classiquement ¢ par , on a bien la convergence de la suite (wy,),en+ vers 1 terminant

la démonstration de ’exercice.
Planche 87 : ENS

On utilise le fait que pour tout entier naturel k,

1 1
—:/ t* dt.
k+1

On note A, la somme proposée et que ’on doit simplifier.
On en déduit :

A = ) / ) 171 d

ceby
- / (Z (o) t¥ dt) .
0 geS,
On fixe maintenant un réel ¢ entre 0 et 1 et on pose la matrice :
t 1 1
M, — 1t
S
1 1t
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Le déterminant de la matrice M; vaut par définition :
det(M;) = Z e(o) H (Mt)o(i),i'
0eG, i=1
Or, si ¢ est une permutation, pour tout entier 7 entre 1 et n, on a :
o(i) =i < (Mt)o(i),i =teto(i) #£1 < (Mt)o(i),i =1.

Par conséquent,

et donc :

1
0

Il ne reste plus qu’a calculer det(M,), pour tout réel ¢ entre 0 et 1.
Soit t un réel entre 0 et 1. Il y a plusieurs maniéres de calculer ce déterminant.

1 1 --- 1
1 1 --- 1

Le plus « élégant » est d’utiliser la matrice J = L . € My(R).
1 1 --- 1

La matrice J est de rang 1, donc son noyau Ker(.J) est de dimension (n — 1).

La premiére colonne C de J vérifie JC; = nC}.

Le noyau Ker(J) est un hyperplan de ., 1(R) et le vecteur C; n’est pas dans cet hyperplan. Immédiate-
ment, on peut écrire :

Ker(J) & Vect(Cy) = A, 1(R).

Selon une base 4 adaptée a cette somme directe, en notant P la matrice de passage de la base canonique
de A, 1(R) vers A, alors :
P'JP =D,

ou la matrice D est diagonale, dont les coefficients diagonaux sont nuls sauf le dernier coefficient valant
n.
Or, la matrice M, vaut :

Mt:JJr(t—1)-In:P<D+(t—1)-In>P‘1.

Alinsi,
det(M,) = det (D (1) [n>.

La matrice (D +(t—1)- [n> est une matrice diagonale & coefficients valant tous (¢t — 1), sauf le dernier

coefficient valant (n +¢ — 1).
On obtient :
det(M;) = (t—1)""*(n+t—1).
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Conclusion,

A, = / (t—1)"(n+t—1)dt
0

1
:/n — "1dt+/(t—1)”dt
0 0

- bS][,
(=

1) ="
= (nJlrl 1)

n+1
n
= (=1t ——,
( ) n+1

3
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