FEUILLE D'EXERCICES N° 16

INTEGRATION SUR DES SEGMENTS

CALCULS D’INTEGRALES

DE PRIMITIVES

Exercice 1

Calculer des primitives des fonctions :
e{+—tInt , e arcsin et arccos
et+—t-arctant , @ t — t2 - sint
ot —> cos®t.

5
Calculer : -
s
./ #ﬂmtﬁ,/ T g
0 0 2+4cosx
3 $2+x+1d /g du
9  w3+1 "Jz cos?u-sinu

Exercice 3

Calculer les intégrales suivantes :
12

d /\ég dx
xX , 1
0 $2+3 0 \/3—4.%'2

™

S—

S—

0 vat =9

' oda /1 dt /‘2 VI
—rrt =4Sy (L2270

1
"2

[ ]
S— —

min{z? + 1,27 + 3z — 2} dx.

0 O

Exercice 4
Calculer des primitives des fonctions suivantes :
e +— 22 -Inx, x — arcsinz, £ — arctanz

oz e . cos(2r + 1), z+—>

z-Inx
e +2x+3

(@)

e rH——e¢€

w/4
Montrer que / In(1 + tanz) dx =
0

o
Exercice 6

Calculer :

ud . 1 p
:  sindx 2 farcsinx
——du, —dx,
0 V2-+cosx 0 1—2z
1

7T In2

8

4(tan$+1)2dx,/2 \/m2+3+\/x2_3dx
V3 x

2 1
d
/ tan? dx,/ sint-e_t4dt,/ %
0 -2 0 (2 +2z+1)

o
Calculer des primitives de :
23+ 2z 20 — 1 2x
o r— T ———, L — ——————
22+z+1 (x +1)2 22—z +1
cosx - sin? sinx
T ——————etxr— ——
cos? x +sinx closxf?)
or— ————, 1 —_
xt—122 -2 x(z3 +1)
z7 1
er— ——— T+ .
(x* +1)2 cosx
o

ASPECTS THEORIQUES

Exercice 8

Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b]. Montrer
qu'il existe 6 € [a, b] tel que :

b 0
0) - =g(0) - .
f()/eg g()/af
‘J

Soit f une fonction continue et T-périodique sur R.

x+T
1. Montrer que la fonction x%/ f(t) dt est
x

constante.

1 x
2. Calculer lim —/ f(¢) dt.
r—>+00 I 0

Soit f : [0,1] — R une fonction continue par morceaux.

1
Montrer que lim / f(t)-e™ dt =0.
n—-+oo fo -

Soit f : [1,2] — [2, 3] une bijection continue strictement

2 3
croissante. Montrer que/ f —|—/ =4
1 )2
o

Soit f : [0,1] — C une fonction continue telle que

1 1
/ f(#) dt’ = / |f(®)| dt. Montrer qu'il existe § € R
0 0
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et g:[0,1] — Ry continue telle que : o

vt e [0,1], f(t) = g(t) €.

O

THEMES VARIES

SOMMES DE RIEMANN

1

On pose pour tout n € N, a,, = t" /1 —t2 dt.
0
1. Calculer ag et a;.
Calculer les limites lorsque n tend vers +o0o pour : 2. Montrer que la suite (an)ncy est monotone puis
S te et calculer sa limit
convergente et calculer sa limite.
® Uy = Z ﬁ g
—=n +k 3 Mont ntl
= . Montrer que : a = .
in . q nt2 = Ty On
o Uy = 7\/27k2 4. En déduire un équivalent de a,, lorsque n tend vers
= VT +o00.
2n
1o 2k
_ +3k/n
o u, = — —e . o
O D

=
! 1/n j 1 mn
U, = (%) : Etudier la suite (/ dt) .

; On donnera en particulier les deux premiers termes dans son
Exercice 14 1

développement asymptotique en échelle de comparaison —.
n

o
e R . a

- © On suppose que 7 peut &tre mis sous la forme —,avec a et
b

Calculer: lim —
n—-4oo N

Soit f : [0,1] — R une fonction de classe C*. On pose } dans N*. On pose : P, (X) = X" (a - bX)"
" n! '
1_/ 7. (k)
1. Montrer que pour tous k et n dans N, P,/ (0) et

n—1 (k) .
k P, () sont des entiers.
lcul li I - E -]
Calculer o Jlim <n k,of <n>> o

2. Montrer que I, = / P,(t) -sint dt € Z.

3 0

- . . . Montrer 1 .
Soit f : [0,7] — R une fonction continue telle que : ontrer que I, >0

n
- - 4. Trouver une constante £ > 0 telle que : I, < 7r§—'.
t)-sint dt = t) - cost dt = 0. . . : &
/0 f(t) - sin /0 f(t) 5. En déduire une contradiction. Qu’a-t-on montré?
1. Montrer que la fonction f s’annule au moins deux fois : o
sur I'intervalle ]0, 7r[.
2. Donner un exemple de fonction f non nulle et vérifiant 1. Pour tout z > 0 et pour tout n € N*, calculer
les hypothéses. -
yP 3 (—a).
_ © k=0
n(—pyEet
Soit f : —]0, +o0[ une fonction continue. On pose 2. En déduire Ia limite ©  lim i
n—>-+o0o =1
j —
/ f too 1)n
. Montrer que I > 0. 3. Calculer de méme Z i1
2. Soit n € N*. Montrer qu'il existe une unique subdvi- 5

sion ! Exercice 22

Jn:(an0:0<an_1<~~-<an_n:1) . 3% cost?
’ ’ ’ 1. Calculer : lim -
z—0 J  sint

telle que pour tout k € [0,n — 1] e f= ! M g—v _ =20
wep 7 ' on 2. Calculer ' / - d.
€T

dt.

lim
(e;M)—(0F,+00) J¢

2
. . dt
3. Calculer la limite ngn}roo - E flank) 3. Tracer la courbe y :/ Ve

x



Soit f € R \ {+1}.

1. Factoriser dans C[X] le polynéme X2 — 2X cost + 1,
avec ¢ dans R.

2. On pose f(t) = In(1 — 20 cost + 6?).

(a) Montrer que f est continue sur [0, 27].

n—1
(b) Calculer > f <%TW)
k=0

(c) En déduire la valeur de
/.2W1n(129cost+92) dt [intégrale de Pois-
sgn].

5

/2
On pose W, = / cos™ t dt [intégrale de Wallis]
0

1. Montrer que la suite (IW,,),en est monotone et conver-
gente, puis calculer sa limite.

n+1
2. Montre e Whio = Wy
ntrer qu 2=
3. En déduire Wy, et W, 11, en fonction de Wy et W7.

4. Montrer que I'on a I'équivalent : W, Wi,

~
n—> o0

is montre e: W- Wy = ——.
puis montrer qu 2n+1 2n 22n 1 1)

5. En déduire un équivalent de W,,.

Soit f :]0, +00[— R continue et décroissante.

o

n+1 n
1. Comparer f(n)/ ' f(t) dt et/ f@) dt.
n—1

n

n

. 1
2. Montrer que la suite <Z k_a> est convergente
. . k:1 TLEN*
si et seulement si a > 1.

n
1
3. Déterminer la nature des suites —_— et
Z k Ink
k=2 n>2

° 1
<Z k ln2k>
n=>2

k=2

3
On pose pour tout n € N, a,, = / cos™ t dt.
0

=

o

B}

1. Calculer ag, a1, puis montrer que tous les a, sont
strictement positifs.

2. Déterminer une relation entre a,42 et a,.
%
On pose pour tout n € N, b, = / t? - cos® t dt.
0
2
3. Montrer que pour tout n € N, 0 < b, < — (ag, —
aon+2) en comparant la courbe y = sinz & 'une de
ses cordes.

bn
lim — =0.

4. Montrer que
n—>-4oo agn

5. Montrer les formules suivantes :

™

2
e as,i0 = (2n+2) / t sint cos>™ 1t dt
0

a2n+2
o« L =(2n+1) by — (20 +2) b
S
Aon  Gonta (n+1)?
—+oo
6. Montrer que la série ((2) = = est convergente et
k=1

calculer sa somme.

Soit n € N. Montrer qu'il existe un unique (n + 1)-uplet
(X0, An) € R tel que :

o

VP(X) € R,[X], /3 P(sint) e=* dt = i e P(sh(k)).
1 k=0

(@)

UN PEU PLUS DIFFICILE

Soit P(X) dans C[X] n'admettant aucune racine de module
1 27 iz p/(piz

1. Montrer que %/0 ePTéi))

racines de P(X) dans le disque unité.

O

Soit f : [0,1] — [0, 1] une fonction C! telle que la fonction
f' soit croissante.

Montrer que la longueur de la courbe y = f(z) est stricte-
ment inférieure a 3.

3 t

On pose I,, = —— dt.
0 nt
cos
n+1

1. Montrer que la suite (I,)nen est monotone.

dx est égal au nombre de

o

lim I,.
n—-4oo

2. Calculer
ﬂ'
3. Montrer que lorsque n tend vers +oo, I, ~ 5 -Inn.

1. Montrer qu'il existe deux suites de polynémes (A4,,)nen
et (Bn)nen a coefficients entiers tels que :

VneN, Ve e R, J,(x) =
1 x

n!
nl J_,

(2 —t?)" ' dt = A, (z) € + By(z) e ",

2. En déduire que si r est un nombre rationnel non nul,
alors e” est un nombre irrationnel.

o



