FEUILLE D’EXERCICES N° D

FONCTIONS USUELLES

2. Soient wuq,:--,u, et vi,---,v, des nombres com-

FONCTIONS PUISSANCE, LO- plexes. Montrer que [inégalité de Holder] :

GARITHMIQUES OU EXPONEN-

TIELLES > Jus vk|<<2|uk|p> (ZIUW) :

k=1 k=1 k=1

[indication : on commencera par montrer cette inéga-

n n
lité lorsque Z lugl? = Z lug]? =1.]
k=1 k=1

Résoudre les équations suivantes : o

eln(z? —1)+1In4 =In(4r — 1)

elnjz —1|+Injx+ 2| =In 422 + 3z — 7| Les questions sont indépendantes.

0 27" — 37" 3

0 27+l 4 47 15 1. Montrer que les nombres log3 et sont des

o nombres irrationnels.

2. Montrer que toute courbe polynomiale de degré 2 ad-
Résoudre I'équation a* — 585+ 584 = 0 en testant o = 8. met un axe de symétrie.

. © 3. Montrer que toute courbe polynomiale de degré 3 ad-
met un centre de symétrie. [indication : on pourra
Résoudre I'équation \/z — 4v/x — d++y/z + 5 — 6y/z — 4 = commencer par étudier le cas ot la courbe est de la
1. forme : y = ax® +cx+d.]

o z+3
4. Montrer que la courbe y = o admet un centre de
Simplifier les expressions suivantes : symétrie.
1 1
o (7T+5V2)5 — (—7+5V2)3 5. Montrer que les courbes y = 22 et yy = In x admettent
(13 + 5\/ﬁ) 5 (_13 + 5\/ﬁ) 3 exactement deux tangentes communes.
o [ 2 TOVITY) (2T OVAL
2 2 o

O

Exercice 5
Soient 0 < a < b. On pose :

FONCTIONS CIRCULAIRES OU

_ In(1+ax)
1@ = i) CIRCULAIRES INVERSES

1. Etudier la fonction f sur |0, +ocol.
2. En déduire l'inégalité :

Exercice 8

b
In (1 + %) x In <1 + —) < (In2)2 Déterminer une valeur des nombres suivants :
a . 1 L om
i * arcsin | — |, arccos | sin 72
e arctan | tan 87—7T
. ) 1 1 5
Soient p et ¢ des réels dans |1, +oof tels que : — + — = 1. o
p q

Exercice 9

1. Montrer que si u et v sont des réels positifs ou nuls, Démontrer par deux méthodes différentes que :
alors :

p q _
U v < L Vz € [0, +o0], arccos (H—z) = 2arctan(v/z).

p q



[\

1. Mont 9arctan - + arctan -
. ontrer que arctan — arctan — = —.
g 3 771

1 1
2. Montrer que : 4arctang — arctan 335 = % [formule
de Machin]

3
® arccosx = 2arccos —

. 1 1
® arcsinxr = arccos Z -+ arcsin g

Tracer les courbes des fonctions x —— arccos(cosz) et
— arcsin(sin ).

o Vit+ax2 -1 11—z
Simplifier arctan | ————— | et arctany/ ——.
T 14z

1. Calculer arctan2 + arctan b + arctan 8.

8

O

2. Résoudre I'équation :

arctan(z — 3) 4+ arctanz + arctan(x + 3) =

N

o

On pose la fonction f : 2 — arccos(4a® — 3z)

1. Déterminer le domaine de définition de cette fonction.

2. Montrer que pour tout réel 6, on a cos(36) = 4 cos® 0—
3 cosb.

3. En déduire une expression de f(z) sous la forme
f(z) = a + barccosz, selon les valeurs de z, ol des
constantes a et b sont a expliciter.

o

FONCTIONS TRIGONOME-

TRIQUES HYPERBOLIQUES

Résoudre les équations :
e 5chx — 3shz =4
e 3shz —chz =1

Calculer en fonction de x € R et n € N les sommes :

O

C= Zch(kac) et S = Zsh(km).
k=0 k=0

(e)

FEUILLE D’EXERCICES N° 5. FONCTIONS USUELLES

1. Montrer que la fonction ch réalise une bijection de
10, +00[ vers ]1,4o00[ et exprimer sa fonction réci-
proque en fonction des formules usuelles. Exprimer
également la dérivée de cette fonction, en utilisant
deux raisonnements différents.

2. Montrer que la fonction sh réalise une bijection de R
et exprimer sa fonction réciproque en fonction des for-
mules usuelles. Exprimer également la dérivée de cette
fonction, en utilisant deux raisonnements différents.

. sh . —
3. Montrer que la fonction th = — réalise une bijection

de Rvers | — 1,1 et exprimercsa fonction réciproque
en fonction des formules usuelles. Exprimer également
la dérivée de cette fonction, en utilisant deux raison-
nements différents.

THEMES VARIES

On pose pour tout = > 0, f(x) =

et —1
1. Montrer que f réalise une bijection de ]0, +oo[ vers un
intervalle que I'on précisera.

2. Déterminer f~L.

(@)

Exercice 20
Démontrer par deux méthodes différentes que :

Vo € R, 2arctan(th z) = arctan(sh(2z)).

5
Exercice 21
Calculer les limites suivantes :
. x
e lim (%)% — x?
xr—+00
. cosx + 1
e lim
T—>T (ez — e”)2
o)

Exercice 22
Résoudre les équations suivantes :

T
e arctanz + 2arctan(y/1 — 22 — ) = 5
® arccosx = arcsin 2z

e arccos(th t) + 2arctan(e?) = 7

O

Soit n € N. Montrer que cos(nfl) est une expression poly-

nomiale en fonction de cosf. Exprimer en fonction de n le

terme dominant (le terme en ax? avec a # 0 et d entier

maximal dans I'expression développée du polynéme P(z)).
o

Exercice 24
Déterminer tous les entiers p et ¢ strictement positifs tels
que : p? = ¢P.

o




On note € = {(cht,sht) c€R?; te R}, puis I'hyperbole :

1
%:{(x,y)€R2|x>0ety:—}.
x

On note f, la similitude de centre 0, de rapport /2 et d'angle
T
Z.
1. Montrer que I'application f : R> — R? est une bi-
jection et expliciter les fonctions f et f~1.

2. Montrer que f(%) = 2.

A

(@]




