FEUILLE D’EXERCICES N° [

FONCTIONS CONTINUES

Exercice 1

1. Soit f : [0,1] — [0, 1] une fonction continue. Mon-
trer que f a un point fixe.

2. Montrer qu'une fonction périodique et continue sur R

est bornée.
o
Exercice 2
Soient x1,---,x, des nombres réels. On pose la fonction

n
@:x'—>2|x—mk|.
k=1
1. Montrer que la fonction ¢ admet un minimum global
sur R.

2. Etudier les abscisses réalisant le minimum de la fonc-
tion .

Exercice 3

Soient  f1,---,f, des fonctions continues définies
sur le méme intervalle I. Montrer que les fonctions
min{ f1,---, fn} et max{fi1,---, fn} sont encore continues
sur I.

Exercice 4

Soit f : Ry — R4 une fonction continue telle que :

lim @:2

r—r+oo0 I 3-

A

O

O

O

Montrer que f a au moins un point fixe.

Soit f : [0,1] — R telle que Vx € [0,1], f(z) = f(z?)
avec f continue en 0 et 1. Montrer que f est constante.

Exercice 6

O
Soit f :]0,+00[— R une fonction croissante.

f(z)

1. Montrer que si la fonction ¢ :  —— ——— est décrois-
x

~

O

sante, alors la fonction f est continue.

2. Montrer que si f(]0,+o0[) est un intervalle, alors f
est continue.

FONCTIONS NUMERIQUES, CONTINUITE (PREMIERE PARTIE)

A

O

Exercice 7

Soit f : R — R une fonction continue telle que :
V(r,y) €R?, flz—y)- flz+y) = () [2(y).
1. (a) Montrer que si f(0) = 0, alors la fonction f est
nulle.
(b) Montrer que Vz € R, f(z)=0= f (g) = 0.
(c) En déduire que si la fonction f s'annule, alors la
fonction f est nulle.
2. On suppose que f n’est pas la fonction nulle.
(a) Montrer que (—f) est encore solution.

(b) Montrer que I'on peut se ramener au cas ol Vx €
R, f(z) > 0.
(c) Montrer que la fonction f est paire.
(d) Calculer f£(0), puis f(p) pour p € Z, en fonction
depet 8= f(1).
3. Calculer f(px) pour p € N et z € R en fonction de

f(z) et p. En déduire une expression de f(r), ol r € Q
en fonction de r et .

4. Déterminer toutes les fonctions continues vérifiant
I'équation fonctionnelle.

Exercice 8

Déterminer toutes les fonctions continues f : R — R telles
que :

~

O

V(@,y) ER?, f(z—y) fle+y) = (2)
en fonction de a = f(0) et 5 = f(1).

Exercice 9

Soit f wune fonction continue sur R telle que
1

lim cos f(x) = =.

im cos f(z) = 5

1. Déterminer un réel ¢ > 0 tel que les ensembles de la

. b T
famille (17;: = [g —e+ 271:71', 3 +e+ 2k:7r} ,
Iy, = [f— 75+2kw,7—+5+2m})

3 3 keZ

soient
deux a deux disjoints.

2. Montrer que la fonction f admet une limite finie en
+00.
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O

Soit f : [0,1] — R une fonction continue telle que f(0) =
f(1).
1
Soit p € N*. Montrer qu'il existe z € [0, 1-— —} tel que :
p

(o) = sto

O

CALCULS PRATIQUES

Calculer les limites suivantes :

Inz\Y*
xr—+00 €T

e lim

e lim (1 + f)n
n—>-—4oo n

. 1
e Ilim z-sin-—.
xr—+00 €T

On pose f: z — In(e® + 2).

O

1. Détreminer le domaine de définition de f.
2. Montrer que f réalise une bijection et déterminer f—1.

3. Tracer les courbes y = f(x) et y = f~1(z).

La fonction f : 2 — {

O

e%n|z| + tanz, six < 0
sinz +2xInz, sixz >0
elle prolongeable par continuité en 07

O

Déterminer les limites suivantes :
(In(lnz))? — cos® x + Inx
®

T—>+00 2z _ 6

. 22+ 22 —3\"
e lim SR
z—too \ 22—z +1

o lim cos(3x) — cosx

est-

T—0 sin(z?)
V2= 22-1
e lim ———
r—>1 Inz

e lim 2%x
xr—+00

1 1
voe+1 a \/:17+4)

T
e lim cos —
z—>+00 Inz

e lim tanx-tan(2x)
r—>7/2

Trouver un équivalent de f(x) en zg :
o f(x)=zln(l+z)— (z+1)lnz en xy = +00
1 1
o fl(x)=lz—+Vz| In|1+ =5+ —F—= | enxp =400
j?( ) | \/F_| (: 372 \//r;ﬂc) 0
e fz)=Vo+1—Valts +1enzo=0
o flx)=1—-a3enazy=1

(@)

sinx +cosx —1
=—— —enxp=0

_ In(lnz) — (1/2)*
(1/x)° = (1/3)*

T

en rg = +00

f(z)
f(x)
f(z) = 2(e'/* — cos(1/x)) en g = +00
f()
f(=)

en xg = +00

On pose f:z+— x| + (2|z] + 1)(z — |=]).
1. Montrer que f est paire, continue sur R.

2. Montrer que la courbe y = f(z) est polygonale, ins-
crite dans une parabole.

Tracer le graphe de la fonction : z — |22| — 2|z].
o

THEMES VARIES I

1. Que peut-on dire d'une fonction périodique sur R ad-
mettant une limite finie en +o00?

2. Soient k£ et ¢ deux entiers.
27
/ cos(kz) cos(fx) dx.
0

3. Soient aq,- -, a, des nombres réels. On suppose que
n

Calculer I, =

la fonction f: z — Zak cos(kx) admet une limite
k=1
finie en +00. Montrer que tous les a; sont nuls.

1. Montrer que le produit de deux fonctions lipschit-
ziennes sur [0, 1] I'est encore.

o

2. Le résultat subsiste-t-il si I'on remplace [0, 1] par R?

Soit f : R — R une fonction uniformément continue. Eta-
blir I'existence de deux nombres « et [ tels que : Vz € R,

|f(@)] <a-lz|+B.

Soit f : R — R une fonction continue admettant deux
limites finies en +oo.

(@)

O

1. Montrer que f est bornée.
2. Montrer que f est uniformément continue.

Soient x € R et p € N*.

o

1. Montrer qu'il existe trois nombres ¢ € Z, r €
{0,---,;p—1tetac|0,1[telsquex =q-p+7r+a.

VJFkJ 2],

p

p—1
2. Montrer que : Z
k=0



o) 1. Montrer que I'application f est bien définie.
on :
2. Montrer que —1,1,0}) est I'ensemble
Soient f et g deux fonctions continues de [0, 1] vers [0, 1] q ﬂ F@M b
qui commutent. vide.
En examinant I'ensemble des points fixes de la fonction f,
montrer qu'il existe « € [0, 1] tel que f(z) = g(z).

O

Déterminer toutes les fonctions continues f : R — R telles
que :

neN*

Ve eR, f(2z+1) = f(x).

O

UN PEU PLUS DIFFICILE

J'ai réalisé un trajet de 500 kms en 5 heures.

1. Existe-t-il un laps de temps d'une heure ol j'ai effectué
exactement 100 kms?

2. Existe-t-il un laps de temps de 45 min ol j'ai effectué
exactement 75 kms ?

Soit f : [0,1] — R une fonction continue telle que f(0) =
f(1)y=0et:

v € {01—70] f (:17+13—0) £ f(@).

Montrer que la fonction f s’annule au moins 7 fois sur l'in-
tervalle [0, 1].

Soit f : [a,b] — R une fonction continue telle que :
e chaque valeur prise par f est prise un nombre fini de fois
e la fonction f admet un nombre fini de changement de
monotonie.

(@)

o

1. Montrer qu'une valeur de f est prise un nombre impair
de fois.

2. Cela est-il encore vrai si I'on supprime la derniére hy-
pothése sur f7

Soit n € N*, Déterminer toutes les fonctions f continues sur
R telles que : fo fo---o f = —idg (avec n compositions).

O

Déterminer toutes les fonctions f : R — R telles que pour
tout segment S e R, I'ensemble f(.S) est encore un segment
et les longueurs des segments S et f(.5) sont égales.

o
Soit f:Q\{-1,1,0} — Q\ {-1,1,0} I'application

1
fir—or——.
r

O




