FEUILLE D'EXERCICES N° 13

‘ ESPACES VECTORIELS, APPLICATIONS LINEAIRES

ESPACES VECTORIELS I

Exercice 1

Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels sur R :
o Fy ={(z,y,2) €ER® | o+ 2y + 2 =1}
e F, = {u € RY | u est monotone}
e F3={P(X)eRX]| P(X+2)=XP (X —4)}
o Fy={feZ®)|f -3f=0}
e Fy={f:2+—a-cos(z+1) e R¥; (a,1)) € R?}
e Iy = {différence de deux fonctions croissantes sur R}
o I, = {suites arithmétiques}
o Iy = {suites géométriques de raison 3}

o
Exercice 2

Montrer que les ensembles suivants sont des espaces vecto-
riels et en déterminer une base :
o F={(2,y,2) ER® |o+y+32z=0etx+3y—2=0}
o F inclus dans Cc? d’équations
r1+x3—25 =0
xr1 + T4 — 2$5 =0
209 +x3 — x4 + 425 =0

o F = {P(X) € Ry[X] |

d
o« F = {zE(Cd| > (-1 zk:0}
k=1

d
QF{UGCN|VTL€N, Zun+k0},oﬂd€N*

k=0

d
o F = {ye C*(R.R) | Y y™ zo}, oud € N*,
k=0

Dans R3, on pose @ = (1,3,—1), ¥ = (1,1,0), @ =
(—-1,1,2) et & = (2,3,1). On pose F' Vect(u, V) et
G = Vect(w, ¥).

1. Déterminer une base de F' et une base de G.

2. Expliciter des équations permettant de caractériser les
éléments de F' et les éléments de G.

3. En déduire une base de I'N G.

o
Exercice 4

Soit E¥ un K-espace vectoriel.

1. Montrer que l'intersection quelconque de sous-espaces
vectoriels de E forme encore un sous-espace vectoriel
de E.

2. Soit (A;);es une famille finie de parties de E. A-t-on :

o Vect (ﬂ Ai> = ﬂ Vect(A4;) 7
iel il
e Vect <U Al-) = ZVect(Ai) ?
i€l iel
5
On pose
F:{f:R—HRde période 1}
et :

G:{f:RHIM de limite 0 en +oo}.
1. Montrer que F et G sont des espaces en somme directe
dans RE,

2. Sont-ils supplémentaires ?

Exercice 6

Soient E, F et GG trois sous-espaces vectoriels d'un méme
espace.
On suppose les conditions suivantes :

e ENF=ENG,

e F+F=F+G,

o FCAQG.

1. Montrer que F' = G.

2. L'hypothése F' C G est-elle vraiment nécessaire ?

Exercice 7

Montrer que les familles suivantes sont libres :
. (fa :x —> exp(a x))
. (fa:xr—>|x—a|)

o

O

a€R

acR

©OX —

o (P,---,P,)avec Pi(X) = H 5 Zk avec les o,
P — Qg

k=1,k%i

tous différents dans R . 4
o (P, --,P,)avec P(X)=(X-1)'(X+2)"*

o
Exercice 8

Soient n € N*, puis z1,---, 2z, difféerents dans C et enfin
P(X) un polyndbme complexe de degré n — 1.
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Montrer que la famille (P(X—i—zl), e ,P(X—i—zn)) est une
base de C,,_1[X].

On pose a = v/24+/3. On note K le plus petit sous-corps de
R contenant « et L le plus petit sous-corps de R contenant

V2 et V3.
1. Déterminer un polynéme unitaire P(X) € Q[X] de
degré 4 tel que P(a) = 0.
2. Montrer que P(X) est irréductible dans Q[X].

3. Montrer que K est un QQ-espace vectoriel et calculer
sa dimension.

4. Montrer que K = L.

O

APPLICATIONS LINEAIRES

Les applications suivantes sont-elles des applications li-
néaires ? Si oui, déterminer une base de Ker f

(2, y) — (22 4+ 1,y — x) sur R?

s — " — 20" 4+ 3¢ sur C°(R,R)

: P(X) — P'(5) sur R[X]

: (Un)nGN — (un+2 + Un41 + Un)nGN sur RN
cx— 22 —zsur R

:g—> gogsur Z(R?)

. P(X) — (2X + 1)P/(X) — 4P(X) sur R[X].

O

On pose F = {(z,y,2) e R® |z —y+32 =0} et G =
{(z,y,2) ER3 | x+y—2=0c¢et 22+ 2 = 0}.
1. Montrer que F' et G sont deux supplémentaires dans
R3.

2. Déterminer une base de I et une base de G.

e 6 6 o o o o
S S e

3. Soit p le projecteur sur F' parallélement a G, et soit
q le projecteur sur G parallélement a F'. Expliciter les
applications p et ¢.

Soit f: (z,y,2) — (x —y + 2,22 + y + 22).
1. Montrer que f € .Z(R3,R?).
2. Déterminer une base de Ker(f).

O

3. En déduire la dimension puis une base de Im f.
4. L'application f est-elle injective, surjective ?

1
Soit f : (z,y,2) — §(2x+y+z,x+2y—z,x—y+2z).

Montrer que f € Z(R3).
Montrer que f est un projecteur.

O

Caractériser ce projecteur.

W

Comparer les espaces R[f] des polyndmes en f et le
commutant de f des endomorphismes dans Z(R?)

telsque go f = fog.

Soienta € Ret f : (z,y,2) — (Qy+2z,2+2, —x+y+a-2).
1. Montrer que f € Z(R?).
2. Déterminer a pour que f soit un automorphisme de
R3.
3. Lorsque a = 1, vérifier que f est bijective, calculer
f~1 et montrer que f~! est encore linéaire.

4. Lorsque f n'est pas bijective, expliciter une base du
noyau et de I'image de f.

Soient p et ¢ deux projecteurs sur F, un R-espace.

O

1. Montrer que (p + q) est un projecteur si et seulement
sipog=qop=0.

2. Montrer que si (p+ ¢) est un projecteur, alors Im(p +
q) =Im p®Im g et Ker(p + q) = Ker pNKer g.

.
RX] — R[X] .
On pose A P(X) — P(X+1)—P(X) ' PU®

pour tout n € N, A, la restriction a R,,[X].
1. Montrer que A,, € Z(R,[X]).
Déterminer Ker A,, et Im A,,.
Déterminer Ker A et Im A.
Montrer que pour tout P € R,[X], A" (P) = 0.

Calculer pour tout polynéme P(X) et tout entier p,
AP(P(X)). On pourra utiliser 6 : P — P(X +1).

6. Montrer que pour tout d € N, l'application n ——
n

o~ e

E k? est polynomiale en la variable n.
k=0

Soient E un espace vectoriel, puis f et g dans Z(F) tels
que F =Ker f+ Ker g =Im f+ Im g.

O

1. On suppose que E est de dimension finie. Montrer que
les deux sommes précédentes sont directes.

2. On prend E = R[X], puis f : P+ P'(X) et g :
P — P(0).
(a) Calculer Ker f, Ker g, Im f et Im g.

(b) Le résultat de la premiére question marche-t-il
lorsque E est de dimension infinie ?

Soient E un C-espace vectoriel, puis f € Z(F) tel que
f? = —idg.
1. Montrer que f est un automorphisme de E.
2.0npose: F={z € FE| f(z) =iz} etG={x €
E | f(z) = —ix}.

(a) Montrer que F' et G sont deux sous-espaces de E.

o

(b) Montrer qu'ils sont supplémentaires.
3. Soit p le projecteur sur F' parallélement 3 G. On pose
¢=1idg —p.
(a) Montrer que ¢ est un projecteur :
ses caractéristiques.

en déterminer



(b) Montrer que f =i(p—q).

Soit f € Z(FE). Montrer les équivalences :
e Im fNKer f = {0} = Ker f? = Ker f
elm f+Ker f=F < Im f =1Im f2

O

Soit u € Z(F) avec E de dimension finie sur R. Montrer
que les trois assertions suivantes sont équivalentes :
e u2=0
e il existe un projecteur p de E tel que pu=wuet up =20
o il existe un projecteur p de E tel que pu — up = u.

Soit f un endomorphisme sur un espace E de dimension
finie.

O

o

1. Montrer que pour tout n € N, Ker f* C Ker f"*! et
Im f*+1 C Im fm.

2. Que peut-on dire des deux suites (dim(Ker f™)),en
et (dim(Tm f™))pen?

3. Montrer que les deux suites (Ker(f™))nen et
(Im f™),en sont constantes & partir du méme rang.

4. Montrer que la suite (dn = Rg(f”)) N vérifie :
ne

dn + dn+2

VneN, dpy1 < 5

O

Soient f et g dans £ (FE) avec E de dimension finie. Montrer
les inégalités :

e dim(Ker(g o f)) < dim(Ker f) + dim(Ker g)

e Reg(go f) = Re(f) — dim(Im £ 1 Ker g)

e Rg(f) + Rg(g) — dim(E) < Rgg o f) <
min{Rg(f), Rg(g)}-

Soient E un espace vectoriel de dimension finie, puis f €
1. On suppose que : Vz € E, Ip € N, fP(z) = 0. Mon-
trer qu'il existe ¢ € N tel que f2 = 0.
2. On suppose que : Vo € E, Ip € N*, fP(z) = x.
Montrer qu'il existe ¢ € N* tel que f? = idg.

Soient E, F et G trois K-espaces vectorielset f € Z(E, F)
puis h € Z(E,G) tels que Ker f C Ker h.

o

(@)

1. Montrer qu'il existe une seule application g : Im f —
G telle que go f =h

2. Montrer que g est linéaire.

(@)

Soit f € Z(E).
1. Montrer que f est une homothétie si et seulement si
pour tout = € F, la famille (z, f(x)) est liée.

2. Si E est de dimension finie, déterminer les éléments de
Z(F) commutant avec tous les éléments de .Z(F).

Montrer que tout élément de Z(R"™) est la différence de
deux automorphismes.

Soient E' un espace vectoriel de dimension finie et u € .Z(E)
tel que Ker v = Im w.

O

O

1. Montrer que dim E est un nombre pair.

2. Montrer qu'il existe v € .Z(F) tel que : vou+uov =
idg.

Soient E et F' deux espaces de dimensions finies, puis G un
sous-espace de F.

1. Montrer que 4 = {f € L(E,F) | G C Ker f} est
un sous-espace de Z(E, F).

2. Calculer dim ¢. On considérera un supplémentaire H
de G dans l'espace E.

Soient £ un espace de dimension finie, puis p et ¢ deux
projecteurs dans .Z(E).

Montrer que p et g ont le méme rang si et seulement si il
existe (u,v) € Z(E)? tel que :

O

o

p=uovetqg=vou.

O

DUALITE

Soit E un espace de dimension finie n. Soit F =
(@1, -+, pn) une famille de n formes linéaires sur E.
Montrer que la famille .% est une base de Z(F, K) si et
seulement si I'application 2 — (¢1(x),- -, pn(z)) est un
isomorphisme de E vers K™,

i

On considére I'espace E = C,,[X], oll n est un entier naturel.

1. Toutes les formes linéaires de E* sont-elles des évalua-
tions (de la forme evy : P —— P()), pour un certain
AeC)?

2. Soient Ag,- -, An, (n 4+ 1) nombres complexes diffé-
rents. La famille (evy,, - - -, evy, ) est-elle la base duale
d’une base de E7 Si oui, laquelle ?

3. On note pour tout k € {0,---,n}, la forme linéaire
o : P P®)(0). La famille (¢q,---,@n) est-elle
la base duale d'une base de E ? Si oui, laquelle ?



=

(@)

Soient F un espace de dimension finie, puis F' un sous-espace
de E.

Montrer que F est I'intersection de (dim(E) — dim(F)) hy-
perplans.

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n, puis

O

V1, ,¢n et f, (n+ 1) éléments dans E*. Montrer que :
n
ﬂ Ker ¢; C Ker f <= f € Vect(p1, -+, 0n).
i=1
5
Soit n € N*.
Montrer qu'il  existe un seul (c1,---,¢,) dans
1
R™  tel que sur  Ro,41[X], / P(zx) dx =
-1

2P(0) + Y e (P(k) + P(—k) — 2P(0)).

k=1
Soit f € Z(FE) avec dim E = n. Si V est un sous-espace
de F, on dit que V est hypostable s'il existe un hyperplan
H de V tel que f(H) C V.

1. Montrer que si V est hypostable et f(V) ¢ V, alors
H est unique.

o

2. Montrer que si V' est hypostable sans étre stable, alors
V est un hyperplan de V+ f (V). Etudier la réciproque.

3. Montrer que si V est hypostable, il existe un sous-
espace X de F dont V est un hyperplan et qui soit
encore hypostable.

o
THEMES VARIES
Soient 21,---,2q des nombres complexes tels que
d
lim z,iv = 0. Montrer que ces nombres complexes
N—+o0 =1

sont de module strictement inférieur a 1.

"

Soient & et # deux sous-espaces affines de FE.

1. Montrer que o/ N 2 est soit vide, soit un sous-espace
affine de E.

2. On suppose que P &) % = E. Montrer que &/ N A
est un singleton.

Soient n > 2 un entier de K un corps. Soit H un hyper-
plan de I'espace ., (K). On veut montrer que H contient
au moins une matrice inversible. On raisonne par |'absurde
en supposant que H N GL,(K) = (. On rappelle que

o
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(Eij)1<ij<n forme la base canonique de ., (K). Soient
i # j entre 1 et n.

1. Montrer que : I, + E;; ¢ H.

2. Montrer qu'il existe « et § dans K avec («, ) # (0,0)
eta-I,+p8-F;cH.

3. En déduire que o = 0, puis que E;; € H.

4. Montrer que H contient une matrice de permutation
et conclure.

Soient a, b et c trois complexes différents, puis £ un C-
espace vectoriel. Soit f € Z(F) tel que :

(f —aid)(f —bid)(f —cid) = 0.

o

Dans toute la suite, pour tout A € C, on note E\(f) =
Ker(f — A id).

1. Montrer que E = E,(f)®Ep(f)®E.(f). [indication :
pour la somme directe, si 2, +xp+x. = 0, on remar-
quera que pour tout polynéme P, on a P(f)(z,) =
P(a) - x, pour utiliser certains polynomes. Pour le
reste, on simplifiera la somme L, + Ly + L., pour

utiliser © = Lo (f)(2) + Lo (f)(z) + Le(f)(2) ]
2. On note F I'ensemble des suites u € CN telles que :

Vn € N, Upts = Upy1 + 6uy,.

Montrer que f : (un)nen — (Un+1)nen est dans
3. En déduire une base de F'.
4. On note . I'ensemble des solutions a I'équation dif-
férentielle :
y® —y® 2y =0.
On note f:yr— 9/,
En utilisant la méme démarche, déterminer une base

de .¥.

Soient I et GG, deux sous-espaces d'un espace vectoriel F
de dimension finie.

o

1. Trouver une CNS pour que F' et G admettent un sup-
plémentaire commun.

2. Trouver une CNS pour qu'il existe f € Z(E) tel que
Ker f=Fetlm f=G.

On pose D : P(X) — P’'(X) agissant sur R[X]. Existe-t-il
f e Z(R[X]) tel que f2=D7?

o

o
Exercice 42
Soit w une suite réelle telle que VYn € N,
Uy + Unt1 + Upto .
Upgs = — n+3 "2 Montrer que la suite wu
converge.
o

1. Montrer que la famille (en DX — ei"”“') est une
neZ

famille libre.



2. Déterminer tous les polynémes P(X) € C[X] tels que
P(U) C U, avec U I'ensemble des complexes de mo-
dule 1.

Soit f : R? — R une fonction. Pour tout @ € R on
pose : ¢, : * —> f(a,xz) et ¥, : x —> (x,a), puis
F = Vect(p, ;a € R) et G = Vect(¢, ;a € R).

Montrer que si F' ou G est de dimension finie, I'autre égale-
ment, puis qu’ils ont la méme dimension.

Soient K C L deux corps, puis « € L. On dit que « est
algébrique sur K s'il existe un polynéme non nul u(X) €
K[X] tel que pu(a) = 0.

Soit o € C un nombre algébrique sur Q.

g = {P(X) c
Q[X] | P(a) = o} forme un idéal de Q[X].

2. En déduire I'existence et I'unicité d'un polynéme uni-
taire po(X) € Q[X] tel que po(X) Q[X] = #. Ce
polynéme 11, (X) est appelé le polynéme minimal de
a sur Q.

O
O

A
O

1. Montrer que I'ensemble

3. Calculer pq(X) lorsque o € Q, puis lorsque o =

2T
Ccos —.
5

4. Montrer que le polynédme minimal est irréductible sur
QLX].

5. Montrer que I'ensemble
Qle] = {P(a) e C; P(X) € Qlx]}

forme en fait une sous-algébre de C qui est un sous-
corps de C.

6. Montrer que la dimension du Q-espace Q[«] est égale
a deg(pa(X)).

7. Soient K C L deux corps, puis « algébrique sur K et
B algébrique sur K[a]. Montrer que (3 est algébrique
sur K.

8. Montrer que I'ensemble des nombres algébriques sur Q
forme une sous-algébre de C. Quelle est la dimension
de cette sous-algébre ?

Soit n € N.

1. Montrer qu'il existe un seul polynéme P, (X) € R[X]
tel que :

Po(X) + Py(X +1) =2X".

2. Trouver une formule entre P; | (X) et P,(X).
3. (a) Montrer que la famille (Py)ren forme une base de
R[X].
(b) Montrer que pour tout Q(X) € R[X], on a :
10 Nk (x
Q(X+1):ZL m( ),
k=0
(c) Donner la décomposition de P,(X + 1) selon la
base (Pk)keN-
4. Montrer que P, (1 — X) = (—1)"P,(X).

O
O

1. Montrer que I'ensemble R est un Q-espace vectoriel
de dimension infinie.

2. Par I'axiome du choix, on peut compléter la famille
libre (1) en une base # = (e;)icr du Q-espace vec-
toriel R. On pose ¢ = 1* la forme linéaire coordon-
née dans la base duale %*. Montrer que la fonction
¢ : R — R est périodique.

3. Montrer que la fonction idg est la somme de deux
fonctions périodiques.

4. L'application ¢ peut-elle &tre continue en un point de
R?

UN PEU PLUS DIFFICILE

Soit E un espace de dimension n, puis Z = (e1, -, ey)
une base de E. On pose pour tout i € [1,n] la projection
sur Vect(e;) parallélement & Vect(Z \ {e;}).

1. Montrer que pour tous i, j entre 1 et n, p;op; = &;5-p;.

2. Soit ® un automorphisme de I'algébre £ (E). Montrer
qu'il existe g € GL(E) tel que : ® : f—— g~ 1o fog.

Soit . une partie de R™ de volume V' > 1. En considérant
les translatés . + i, avec @ € Z™, montrer qu'il existe
A # B dans . tels que AB € 7.

|

Soit K un sous-Q-espace vectoriel de R.
Soient a et b # 0 dans K tels que % ¢ Q.

O
O

1. Existe-t-il une fonction additive f : K — R (c'est-
a-dire vérifiant f(z +y) = f(z) + f(y)) telle que
fla)=1=—f(5)?

2. Pour tout rectangle #Z = [a,b] X [¢,d] on note :

Soit Z un rectangle pavé en des rectangles %y, pour
k=1,---, s (c'est-a-dire que la réunion des %}, forme
Z et les %), ne s'intersectent pas sur leur intérieur).
Montrer que :

WR) =" w( ).
k=1

3. Soit #Z un rectangle de c6tés a et b pavables en un
. ] a .
nombre fini de carrés. Montrer que 3 € Q et que si ¢

NPT p Ck
est le coté d'un carré 6}, du pavage, alors — est dans
a

Q.
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Dans l'espace affine R3 on se donne quatre droites
Ly, Lo, L3 et Ly en position générale. Combien y a-t-il de
droites D de R3 rencontrant chacune des droites L; ?

|

Soient n > 1 un entier, puis X1, -, X,41 des parties non
vides de [1,n].

Montrer qu'il existe deux parties I et J non vides et disjointes
incluses dans [1,n + 1], telles que :

Uxi=UJx.

iel jeJ

A
O




