FEUILLE D'EXERCICES N° 17

ESPACES PREHILBERTIENS REELS

PRODUITS

SCALAIRES
NORMES EUCLIDIENNES

ET

Exercice 1

Montrer que les applications suivantes sont des produits sca-
laires et orthonormaliser la base canonique
o (z | y) = x1y1 + 222y2 + x3ys3 sur R
2

o (P|Q) :/O P(t) - Q(t) - t dt sur Ry[X].

Exercice 2

1. Soient F' et G deux sous-espaces de E euclidien.
Montrer que (F + G)* = (FUG)t = F- NG+
2. Montrer que (F+)+ = F.

3. La formule précédente est-elle encore vraie si |'espace
E n’est plus de dimension fine?

Exercice 3

1. Montrer que sur R™ :

O

O

(@14 +xn)? <nfaf +---+ 7).

2. Montrer que si f : —]0, +00] est une fonction

continue, alors/ f></ 1/f >

Exercice 4

Soient (E,( | )) un espace préhilbertien, puis (e, - -
une famille de vecteurs unitaires de E telle que

,€n)

n

AR

i=1

Vo e E, ||acH2 =

Montrer que la famille (eq, - - -
male de

Exercice 5

Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, puis .#
une famille de vecteurs.

,€n) est une base orthonor-

~

O

1. Déterminer une CNS sur la famille .% pour que la fa-
mille .7 soit une famille orthonormale pour un certain
produit scalaire sur E.

2. Lorsque FE est de dimension deux et % =

((1, 1), (0, 2))

en explicitant une inéquation cartésienne.

Exercice 6

On dit que deux bases de R™ sont de méme signe si le dé-
terminant de la matrice de passage de |'une a |'autre est
strictement positif.

Soient (Ui)lgign et (Ui)lgign deux b.o.n. de R™ habituel,
de méme signe. On pose (w; = u; + 2v;).

, tracer alors la boule euclidienne unité

O

1. Montrer que (w;) est une base de R™.

2. Montrer que (w;) est de méme signe que (u;) et (v;).

Exercice 7

Soit E un espace euclidien.

1. Montrer que
E — Z(E,R)

i ((pa:f»—>(ﬁ|f))

A

(@]

I'application P

est un iso-

morphisme.

2. En déduire que pour toute forme linéaire ¢ €
Z(E,R), il existe un seul vecteur @ € E tel que :

p=(d]")

3. Déterminer ce vecteur u dans les cas suivants :
(a) E = #,(R) habituel et o = Tr
(b) E :Bl’@ habituel et ¢ : & — det

a et b sont fixés dans E.

Exercice 8

Soit n € N. Montrer qu'il existe un seul polynéme P(X) €
R, [X] tel que :

(@,b,7), ol

can

O

O

0]

Y@ € R,[X], —_—
Q [ ] 2 1+1H2t

1
Onpose:(P|Q):§/

-1

dt = /7r P(t) - Q(t) - sint dt.
0

O

O

1 P(t) - Q(t) dt sur R, [X].

1. Montrer que (R,[X], (| )) est un espace euclidien.

2. Etablir  I'existence d'une base orthonormale
(Lo, +,Ly) de R,[X] telle que Vi € {0,---,n},
deg(Li(X)) = 1.

3. Montrer que chaque polyndme L;(X) est scindé a ra-
cines simples dans | — 1, 1].
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4. Montrer que : L;(X) =

SN

[Exercice 10] © NALES, SYMETRIES ORTHO-

Dans R™ habituel, soient e, - - -, e, 1 des vecteurs unitaires GONALES
tels que : Vi # 7, (e; | ;) = «, avec a € R.

PROJECTIONS ORTHOGO-

1. On pose la matrice A = ((ei | ej)) .
1<, 5<n+1

(a) Montrer que det(A) = 0.

(b) Calculer det(A) en fonction de . Soit F' le sous-espace vectoriel de R* habituel défini par :

1+ T2 +23+ x4 =0
{ r1 — 2o+ x3—24 =0
3. Dans une molécule de méthane C Hy, quel est I'angle (1,2,3,4)a F.

2. Calculer les valeurs possibles de a et de e1+ - - +e,,41. . Calculer la distance de u =

entre deux liaisons C — H? o
:
1. Déterminer la matrice selon la base canonique de R3
Soient E un espace euclidien, puis (eq,---,e,) une base habituel de la réflexion par rapport 3  +y + 2z = 0.
orthonor.m:?le de E et enfin une famille (u1, -, u,) de vec- 2. Soit @ € R?. Expliciter en fonction de i la projection
teurs unitaires tel que : orthogonale sur Vect ().
n 1 O
See a3 -
k=1 Soit A € A,,(R).
Montrer que la famille (uy,-- -, u,) est une base de E. 1. On suppose que A est un projecteur. Montrer que A

o est un projecteur orthogonal si et seulement si la ma-

trice A est symétrique.

Soit A € A#,(R). On munit .#,,1(R) du produit scalaire 2. On suppose que A est une symétrie. Montrer que A est

habituel. une symétrie orthogonale si et seulement si la matrice
1. Montrer que : Ker(AT) = Im(A4)*. A est symétrique.
2. Montrer que Ker(ATA) = Ker(A) et Im(4A4T) = . ©
Exercice 18
Im(A), Exercice 18
m(4) On considére p € Z(R™) un projecteur.
© 1. I(ég ;:E?t?,sj que p est un projecteur orthogonal dans
Soit n € N. :
Montrer que pour tout vecteur x de R”, [|p(z)| <
1. Montrer que I'application llz]|-
p(@)] <
®:(PQ)— ZP(k) ) - Q™M) (0) lz]]. Soit z € Im(p) et y € Ker(p).
= (a) Dévglopper pour tout A € R, ||p(x+ A\y)||? et ||z +
définit un produit scalaire sur 'espace R,,[X]. Ayl
2. Montrer que I'ensemble F = {P(X) € E | P(0) = 0} (b) En déduire que p est un projecteur orthogonal.
est un sous-espace de R,,[X] et calculer sa dimension, o
puis la distance d(1, F).
1
o . 2 2
1. Calculer (ailglng/() (2 — ax — b)“duz.
Soient a < b deux réels. 2
b 2. Calculer  inf 3/ e’ - (2* — ax? — br — ¢)*dx.
1. Montrer que la norme P +— / |P(t)| dt n'est pas (a,b,c)€R? Jq

a o

une norme euclidienne sur R[X]. Exercice 20

2. Lanorme P — sup |P(t)| est-elle une norme eucli- Soient (E,( | )) un espace euclidien de dimension n, puis
tela,b] (x1,---,xp), p vecteurs de E. On note G(x1,---,xp) =

dienne? .
((:m | zj))1<i,jgp € Mpy(R) [matrice de Gram]

1. Montrer que la famille (z1,-- -, z,) est liée si et seule-
ment si detG(z1,---,zp) = 0.

2. On suppose que la famille (x1,---,zp) est libre. On
pose F' = Vect(z1,- -, xp). Montrer que pour x dans
E :

_detG(z, 21, -+, 2p)

(dle, ) = S




(@)

Soient n € N*, Ay,---, A, des éléments de .4, (R) tels que

P
S Ay = I, et pour tous i # j, AT A; =0,
k=1

1. Montrer que chaque A; est un projecteur orthogonal.

P
2. Montrer que ZRg(Ak) =n.

k=1
o
Soient ag, - - -, a, des réels.

1. Déterminer une CNS sur ces réels pour que I'applica-

tion (P, Q) — ZP(ak)Q(ak) définisse un produit
k=0

scalaire sur R,,[X]. On suppose cette condition réali-

sée.

2. Déterminer l'orthogonal de I'espace vectoriel F' =
{P €RL[X]| Y Plax) = o}.
k=0

3. Calculer d(X™, F).

ENDOMORPHISMES ORTHO-

GONAUX, MATRICES ORTHOGO-

NALES

Soit A = (aij)1<i,j<n Une matrice dans O, (R).

n
1. Montrer que Z lai;| < nvn.

ij=1

n
2. Montrer que E aij| < n.
3,j=1
o)

Soit f € Z(R?)\ {0}. L'espace R3 est muni de sa structure
euclidienne habituelle.

1. Montrer que si f est une rotation alors sur R? : f(u A
v) = f(u) A f(v).

2. On suppose que sur R? : f(u Av) = f(u) A f(v).
(a) Montrer que f est bijective.

(b) Si x et y sont deux vecteurs orthogonaux, calculer
A (T Ay).

(c) Montrer que f € O(R?), puis que f est une rota-
tion.

Soit A une matrice dans O4(R), avec d € {2,3}. Etudier la
: <13+A+A2+~~~+A"1)
suite .
n neN*

(e)

o
Déterminer les isométries vectorielles (et leur nombre) lais-
sant invariant |'hypercube [—1, 1]™.

O

Soit A une matrice dans GL,(R).

1. On note # = (e1,---,€,), la base canonique de

M1 (R). Montrer que ¢ = (A(e1), -+, A(en)) est
une base de ., 1(R).
On orthonormalise la base € en une base orthonormale
2 par le procédé de Gram-Schmidt. On note P la
matrice de passage de & vers €, puis () la matrice de
passage de € vers &

2. Que peut-on dire de la matrice P? Que peut-on dire
de la matrice Q7

3. Montrer qu'il existe une matrice O € O, (R) et une
matrice triangulaire supérieure T' a coefficients diago-
naux strictement positifs, telles que A =0 T.

4. Montrer que la décomposition « O T » précédente
est unique.
5. Calculer cette décomposition lorsque A =

(41)

6. Montrer I'inégalité de Hadamard :

THEMES VARIES

1. Montrer que |'application

(P1Q) > [ Pleostt) - Qloosto) at

est un produit scalaire sur R[X].
2. Rappeler la définition des polynémes de Tchebychev
(Pn)neN-

3. Soit N € N. Orthonormaliser par le procédé de Gram-
Schmidt la base canonique de Ry [X] pour le produit
scalaire envisagé.

1. Montrer que (A, B) — Tr(AT x B) est un produit
scalaire sur .#,(R). Que peut-on dire de la base ca-
nonique ?

2. Montrer que sur 4, (R), [TrA| < /n - ||A]l.

3. Calculer .7+ avec .7 I'ensemble des matrices symé-
triques.
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4. En déduire pour A € #,(R), la valeur de la borne
n
inférieure : inf E i — mij)>
! leu A}[Iéyijzl(a” mz])

5. Montrer que sur ., (R), |A x B|| < ||A]| x || B|-

-1
Soient n € N* et H = {P € R, [X] | / P(t) dto}.
0

O
O

1. Calculer dim(H).
2. Expliciter la projection sur Ry[X] parallélement & H.

3. Donner un produit scalaire pour laquelle la projection
précédente est une projection orthogonale.

1

Montrer que la matrice A = (7) est une
it7 -1/ 1< 4¢n

O
O

matrice inversible. On pourra considérer le produit XTAX,
ol X est un vecteur colonne.

Soit A € #,,(R) une matrice telle que :
Ker(A) = Im(A).

O
O

Montrer que la matrice A + A7 est inversible.

O
O

UN PEU PLUS DIFFICILE

Soit ¢ un produit scalaire sur R™. On pose ¢(z) = ¢(z, z).

1. Montrer que g présente sur Z™ \ {0} un minimum at-
teint en un point dont les coordonnées sont premiéres
entre elles dans leur ensemble.

2. Soit x € Z" dont les coordonnées sont premiéres entre
elles dans leur ensemble. Montrer qu'il existe M €
SLy(Z) dont z soit sa premiére colonne.

Soient E un espace euclidien, A < 1 et & une partie de la
sphére unité de F telle que : pour u # v dans &7 : (u | v) <
A

Montrer que la partie .7 est finie.

Soit un entier d > 1. Dans |'espace affine euclidien R?, on
note || - ||, la norme euclidienne habituelle.

Montrer que pour tout vecteur non nul u € R? et tout
nombre p > 0, il existe un point z € Z¢\ {0} et un nombre
t > 0 tels que :

O
O

O
O

[ — - ull < p.

A
O

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n.
Soient z € E un vecteur non nul, puis (Ag,---,\,) € R”
un n-uplet non nul.

1. Montrer qu'il existe une base % de E dont les coor-
données de x selon Z soient exactement les scalaires

)\17 ) )\n
2. On se donne maintenant un produit scalaire (- | -) sur
E.

Déterminer une CNS sur (A1, -+, A,) € R™ pour qu'il
existe une b.o.n. & dont les coordonnées de x selon
A soient exactement les scalaires Ay, -, \,.

Soit A € #,(R). On suppose que pour toutes matrices
colonnes X et Y,

O
O

XTAY =0=Y"AX =0.

Montrer que la matrice A est symétrique ou anti-symétrique.

|

Sur R™, on considére des formes affines f1,---, f.
Montrer I'équivalence entre les deux propriétés suivantes :
— le systéme f;(x) > 0, pour tout i € [1,r] n'admet
pas de solution
— il existe des scalaires positifs ou nuls \; tels que :

i)\i “fi=—1
=1

O
O




