Fewclle d ‘exercices n° G : cornrnigés

Exercice 1

N, +) n’est pas un groupe car 1 n’a pas d’opposé

R, x) n’est pas un groupe car 0 n’a pas de symétrique

) est un groupe

) n’est pas un groupe car + n’est pas une LCI; prendre par exemple f : x — e” et
D x s —2e%

(&(F), o) est un groupe

il s’agit d’un groupe en vérifiant tous les axiomes : le neutre est (1,0) et le symétrique de

e (51

e il s’agit d’un groupe; I'application th est un isomorphisme du groupe (R, +) vers ce groupe.

REF +
+

Exercice 3

e La réponse est non en général, sauf si G est abélien.

Donnons un contre-exemple. Prenons G = &3 le groupe des permutations sur {1, 2, 3}.
Prenons o = (1, 2) la permutation qui échange 1 et 2. Prenons p = (1,2, 3) la permutation qui
transforme 1 en 2, puis 2 en 3 puis 3 en 1.

On voit que f(o) =0 ' =0 et que f(p) =p ' = (1,3,2). Ainsi,

ogop=(2,3),donc f(oop)=(2,3)et f(o)o f(p)=0c0(1,3,2)=(1,3).
L’application f n’est ici pas un morphisme de groupes.

e LA encore, en général, cette fonction n’est pas un morphisme de groupes, sauf si le groupe
G est abélien.

Par exemple, en reprenant le groupe G = S3 des permutations sur {1,2,3}, avec les permu-
tations o et p présentées ci-dessus, on a :

flo) =id et f(p) = (1,3,2) , donc f(o) o f(p) = (1,3,2).

Cependant,
gop=(2,3) et f(oop)=id.

Exercice 4

1. On a Z(G) C G qui est un groupe pour .
Comme pour tout a € G, alors a xe = exa = a, alors e € Z(G).



Enfin, si z et y sont dans Z(G), pour tout a € G, on peut écrire :

(xxy™)xa = ax(y
— zx(a
( —1

*a)
)1

= ox(y*xa )l cary € Z(Q)
)

= zx(axy "

= (z*xa)xy”
ax(zxy™ ), car x € Z(Q).

Conclusion, I’élément z « y~1 appartient & Z(G).

2. Soient x et y dans Z(G). Comme z appartient & Z(G), alors directement :

TxY =1Y*X.

Exercice 5

On choisit h € H\ K et k € K \ H. On sait alors que h™! € H et k~! € K, car H et K sont
des sous-groupes.
On ne peut avoir hxk € H U K car sinon, on aurait :

e ou bien hxk € H et dans ce cas, k = h™! x (h x k) appartiendrait encore a H

e ou bien hx k € K et dans ce cas, h = (hx k)« k~! appartiendrait encore & K
On voit alors que ’ensemble H U K n’est pas stable par la loi x : cet ensemble ne peut étre
un sous-groupe de G.

Exercice 6

1. SiVz € G, 2% = e, soient a et b dans G.
Alors, (axb)? = e, donc axbxaxb=e.

On multiplie & gauche par a et a droite par b, ce qui donne aprés simplification par
a?>=cetb®=e:
bxa=axb.

2. On suppose que V(z,y) € G?, (x xy)? = z* x>

Soient a et b dans G.

Alors,
(axb)> =axbxaxb

et :
a? x> =axaxbxb.

Ces deux éléments sont égaux. En multipliant & gauche par a™! et & droite par b=*, on
obtient ce qu’il faut.

3. On suppose qu’il existe n € N* tel que :

V(z,y) € G, (xxy)" =yx*uz.



En appliquant ceci & y = e, on obtient :
Ve e G, 2" = .
Alinsi, pour tous éléments a et b dans G :
bxa=(axb)" =axb,

en utilisant ce qui précéde a r = a % b.
Exercice 7

. On fixe a dans G. Soient = et y dans G. Alors,

Yolr*xy) = ax(xxy)*a

= <a*x*a‘1)*<a*y*a_1)

= @a(T) * paly).

L’application ¢, est bien un morphisme du groupe G.
Montrons qu’il s’agit d'une bijection.

Soit z € G. On résout I’équation p,(x) = z, d'inconnue z € G.
On a successivement :

vu(z) =2 <= axz*xa ==z

< a*xTr =2z%xa

— r=a'%xzxa.

On obtient bien toujours une seule solution.

. Par la question précédente, cette application ® est bien définie vers ’ensemble des
isomorphismes de G.

Soient a et b dans G.

Soit x dans G.

On voit que :

Plaxb)(x) = Pan(r)
= axbxxx(axb)?

= axbxaxxbtxal!

- ax% (b*x*b‘l) xa !

= Yalpp(z))
- (CID(a) o @(b)) ().

Ceci étant valable pour tout x dans G, alors :
O(axb) = P(a) o D(b).

L’application ® est bien un morphisme de groupes.



Exercice 8

1. On a l'inclusion I C G qui est un groupe.
Pour tout n € N, le neutre e appartient & H,, donc le neutre appartient a I.
Soient a et b dans I. Soit n dans N.
Alors, a et b appartiennent & H,,, ainsi que axb~!. Ce dernier élément est bien dans I.

2. On a l'inclusion U C G qui est un groupe.
Le neutre e appartient a Hy, donc a U.
Soient a et b dans U. Il existe deux entiers naturels ng et n; tels que :

a€ H, etbe H,,.

En posant N = max{ng,ni}, par croissance pour inclusion, les éléments a et b appar-
tiennent & Hy, ainsi que a «b~!.
Conclusion, ’élément a « b~! est bien dans U.

Exercice 9

1. On a l'inclusion Z[i] C C, qui est un anneau.

Ensuite,
1=14ix0e€2Z[]

Enfin, si z; et z; sont dans Z[i], en posant
z71=a+ibet zo =c+1id,
ou a, b, ¢ et d sont quatre entiers, on en déduit :

{ r—y=(a—c)+i(b—d) e Zi
x X y = (ac — bd) + i(ad + bc) € Zli]

2. Soit z € Z[i]*.
Il existe Z € Z][i] tel que z x Z = 1.

On pose z =a + b et Z = c+id, avec a, b, ¢ et d quatre entiers.

On voit qu’en prenant le carré des modules, alors :
12| x |Z]? = 1, donc (a® +b%) x (¢* + d*) = 1.

Les quantités a® + b? et ¢? 4+ d? sont des entiers positifs de produit 1 : chaque quantité
vaut 1, imposant :

a’? 4+ b* =1, puis z = a +ib € {£1, i} = U,.

Réciproquement, on vérifie facilement que les racines quatriéme de 1'unité sont toutes
inversibles dans Z][i].

Alinsi,
Z[i]* = Uy.
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3. La réponse est non car :
2=(14+14) x(1—19)

et aucun des deux facteurs 1 + 7 et 1 — ¢ n’est inversible.
Exercice 10

1. On vérifie facilement les axiomes.

2. Soit 2 € Q[v/2] un élément non nul. On pose :
T =a+ bV/2,

ott les rationnels a et b sont uniques par irrationnalité de /2.
On remarque qu’en posant :

1 1 a— b2

N R T

alors £ X y = y x = = 1 et surtout y € Q[v2].

On vient de montrer que tout élément non nul de Q[v/2] est inversible : 'anneau Q[v/2]
est en fait un corps et :

QV2]* = Q[v2]\ {0}.

3. vérification facile : c¢’est un morphisme involutif de corps.
Exercice 11

1. On sait que f(1) = 1, donc f(—1) = —1. On voit ensuite que > = —1, donc f(:)? = —1.
Le complexe f(i) vaut soit i, soit —i.

2. Soient a < b dans R. On pose h = Vb — a, de sorte que b = a + h%. On sait alors que :

F(b) = f(a) + f(h)*.
Par hypothése, I’élément f(h) est réel : son carré f(h)? est positif et les quantités f(a)
et f(b) sont aussi réelles : f(a) < f(b) et f est croissante.
3. Tl est facile de voir que f(1) = 1, puis que la fonction f coincide avec id sur N, puis sur
Z (car f est impaire), puis sur Q (car si r = 3 est un rationnel qui est un quotient de

deux entiers a et b > 0, alors :

a=f(a)=f(b-r)=0b-f(r), donc f(r) = —.)

Sl S

On termine par montrer que la fonction f est id en restriction & I’ensemble des réels.
On utilise la densité de Q dans R.
Soit x dans R. On peut construire deux suites (7, )nen €t (S, )nen de nombres rationnels
telles que :

lm r,=x= lim s,etVneN, r, <z <s,.

n—>-4oo n—>-4o0o
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Pour tout n € N, on peut alors écrire :
= fra) < f(2) < f(sn) = sn-
Il n’y a plus qu’a passer a la limite lorsque n tend vers +oo pour obtenir :

x < f(z) <z et done f(x) = x.

Finalement, pour tous réels a et b,

fla+ib) = f(a) + f(i) - f(b) = a+ f(i) - .

Soit f(i) = i auquel cas, application f est l'identité sur C, soit f(i) = —i auquel cas,
I’application f est la conjugaison sur les complexes.

Réciproquement, ces deux applications sont bien des morphismes de corps répondant
aux hypothéses de 1’énoncé.

Exercice 12

. On fait la liste des points a vérifier :
— laloi A est une LCI sur Z(F)
— la loi A est associative en montrant par double inclusion que :

Y(A,B,C)e Z(E)*, AN(BAC)=(AADB)aC.
— la loi A admet un élément neutre qui est I’ensemble vide car :
VAe Z(E), AND=0nA=A.

— tout élément de P (E) est symétrisable; en effet, tout élément est son propre
symétrique puisque :

VAe P(E), ANA=ANA=0.
— laloi A est évidemment commutative : pour I'instant, le couple (Z(FE), A) est un
groupe abélien.

— la loi N est une loi de composition interne sur & (E)
— la loi N est associative car :

Y(A,B,C) e Z(E)*, An(BNC)=(AnB)NC.
— la loi N admet un élément neutre différent de () qui est ’ensemble E car :
VAe P(E), ANE=EnNA=A.

— la loi N est commutative et elle est distributive & gauche (donc a droite) sur A. En
effet, on peut montrer par double inclusion :

Y(A,B,C)e Z(E)*, AN(BaC)=(ANB)A(ANCO).
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Tout ceci permet de vérifier que ’anneau en question est commutatif, d’élément nul ()
et d’élément unité £.

. Soit A € Z(E)*. l existe B € Z(FE) tel que :
ANB=FE.

On en déduit directement que F C A et donc A = F.
Réciproquement, I’élément unité E est bien inversible, car ENE =FEFNE = E.

Conclusion, | Z(E)* ={FE}.

. On note & = {@, X, FE\ X, E} On vérifie facilement les points suivants :

e l'ensemble &7 est inclus dans Z(F) qui est un anneau
e l'ensemble &7 contient ['unité F
e pour tous A et B dans #(E), AA B € o/ et ANB € & ; on rappelle que "'opposé
de B vaut B pour la loi A.
L’ensemble o7 est un sous-anneau de Z(F).

Enfin, si % est un sous-anneau de Z?(FE) contenant X, alors % contient 15 = E,
contient X, donc contient £ A E = et enfin E A X = E\ X.

Ceci termine la question.

. On prend E' = R. La loi + est & comprendre dans 'anneau Z(F), ainsi que la loi x
pour le carré.

Pour tout a € Z(R), on sait que a Aa=0et aNa = a.
[’équation a résoudre devient :

a+a+a+a+1+1+1+1=0 autrement dit ) = 0.

Cette équation polynomiale de degré 2 admet une infinité de solutions :

tous les éléments de Z2(R)!!

Exercice 13

. On suppose z - y nilpotent. Il existe n € N tel que :
(z-y)" =0.

On remarque que :

(y-2)" =y (@ y" x=0
L’élément y - = est bien nilpotent.

. On suppose que z et y sont deux éléments nilpotents qui commutent.
Il existe deux entiers naturels p et ¢ tels que :

P =y?=0.
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On en déduit :
(x-y)P =2 y*=0.

Ensuite, on peut utiliser le bindbme de Newton, pour avoir :

(x_'_y)mLp:Z < n;p ) .xk.yﬁqik_

k=0

On va montrer que la somme est nulle en montrant que chaque terme est nul.
Soit k un entier entre 0 et p + q.

On distingue deux cas :
e si k> p, alors:
zF =aP . 2P = 0.

Attention, il faut faire attention de toujours manipuler des exposants
entiers positifs, car les éléments manipulés ne sont pas inversibles en
général.
e si k< p, alors:
yp-i-q—k — yq . yp—k —0.
L’élément = + y est bien nilpotent.

. Il existe un entier naturel n tel que 2" = 0.

On utilise la formule de factorisation de a™ — 0", avec a = 1 et b = x, les éléments a et
b commutant.

On obtient :

k=0 k=0

n—1 n—1
1" —2"=(1—-2x) x xk:< xk>><(1—a:).

[’élément 1 — x est bien inversible, d’inverse :

i
L

8

(1—:6)*1 = k.

il
o

. Il y a plusieurs exemples possibles :
— lanneau A = .#>(R) des matrices de format 2 x 2 et a coefficients réels et la

00
— lannean A = Z/4Z des congruences modulo 4 avec 1'élément nilpotent x = 2 tel
que 2° = 4 = 0, dans A.

. 01 .
matrice x = ) est nilpotente car 22 = 0 dans A

Exercice 14

. Soit A un anneau intégre fini.
Soit @ un élément non nul dans A.

L’application :

[l

oo



ne peut étre injective par le principe des tiroirs, I’ensemble de départ étant infini et
celui d’arrivée fini.
Il existe deux entiers k < £ tel que :

Alinsi,

a® = a’ ou encore a* x (1 —a"*) = 0.
Par intégrité, comme a est non nul, il en est de méme de aF.
Toujours par intégrité, on aboutit a :

a7k =1.

[’élément @ est inversible, d’inverse a‘~*~1 € A.
L’anneau A est un corps.

. La réciproque est fausse par le contre-exemple A = Z.

Exercice 15

1. Si p est premier, on sait que les anneaux Z/pZ sont des corps finis.

. Pour tout x € K, on remarque que :
2 —1=(z—1)(z+1).

[’équation 22 = 1 admet donc au maximum deux solutions : x = %1, les éléments —1
et 1 pouvant trés bien étre égaux dans le corps K. On utilise pour cela I'intégrité de
I’anneau K.

On peut maintenant ranger les éléments de K par inverses. Ce qui précéde montre que
siae K\{0,1,—1}, alors a® # 1, donc a # a™ L.
On en déduit que 'on peut écrire :

* —1 —1
K :{—1,1,a1,a1 Joe, g, A },

avec éventuellement —1 = 1, mais ce n’est pas trés grave de les mettre en doublons
dans ce cas.

En notant A le produit proposé dans I’énoncé, alors on peut de toutes fagons enlever
I’élément 1 du produit.

On obtient quoiqu’il arrive (que —1 soit égal ou non a 1) :

A=(-1)x H (ai X a;l) =—1.

Pour les sceptiques, on formalise a fond la démarche précédente.
On introduit une relation &% sur 'ensemble £ = K™ par :
V(a,b) € E?, a%b < a € {b,b—l}.

On montre qu’il s’agit d’une relation d’équivalence.



1

— soit a dans E. Alors, a = a € {a, a” }, donc aZa et la relation Z est réflexive

— soient a et b dans E tels que aZb. On distingue alors deux cas :
> soit a = b, auquel cas b = a et directement bZa
> soita=0b"', doncaxb=0bxa=1kg et doncb=a"
La relation Z est symétrique.

— soient a, b et ¢ dans E tels que aZb et bZc.
Si a =bou b= c, alors directement aZc.
Sinon, a # b et b # ¢ imposant a = b~! et b = ¢!, On en déduit ¢ = b~! = q, puis
a=cetaZc.
La relation & est transitive.

L puis bZa.

On décrit maintenant les classes d’équivalence.
Soit a € E. On note [a] la classe d’équivalence de 1’élément a.

On détaille le fait que [a] = {a, a’l}, bien que cela soit évident.
Soit b € [a]. Alors, bZa et b € {a,a_l}.
Soit b € {a, ail}, donc bZa, puis b € [a].

Chaque classe d’équivalence comporte au maximum deux éléments. I’ensemble des
classes d’équivalence forme ’ensemble quotient :

B/% = {lar). las), - [ar]}.

en notant [aq], [as], - - -, [a,] les r classes d’équivalence différentes.
On décrit les classes [a] comportant un seul élément.
Soit a € E un élément dont la classe d’équivalence [a] ne comporte qu’un seul élément.

On en déduit :
[a] = {a,a‘l} et [a] = {a}.

On en déduit a=! = a, puis 1 = a? en multipliant par a.
Par conséquent, a* — 1 = 0, ou encore (a — 1)(a + 1) = 0, car a et 1 commutent. Par
intégrité du corps K,

a—1=0oua+1=0,doncac{-1,1}.

Réciproquement, si a = +1, alors a™' = a et [a] = {a}.

Il y a au maximum deux classes d’équivalence correspondant a un singleton : les classes
[—1] et [1].

Ces deux classes sont égales si et seulement si —1 = 1 dans le corps K.

On note [a41], [as], - -, [as] les classes d’équivalence différentes comportant exactement
deux éléments. On sait alors que :

s

| |la] =B\ {~1,1}.

i=1
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Pour toute classe [a] comportant deux éléments a et a~!, le produit H x | vaut
z€|a)

axal=1g.

On termine le calcul du produit demandé :

[« - 11

reK* s

s <|_|[al]> |_|{—1, 1}

i=

(I =)~ 17 -

i=1 z€[a;] ze{-1,1}
i=1 ze{-1,1}
= H xXr
xE{fl,l}
= —1g.

Exercice 16

1. On peut créer un repére de fagon a ce que le triangle considéré soit Us dans le plan
complexe.
L’ensemble GG des isométries laissant stable Us est bien un sous-groupe de I’ensemble
des bijections de C pour la composition — vérification facile.

2. On note p, la rotation autour de 0 et d’angle 2% :
przr—J Xz,
On note s la symétrie par rapport a I'axe des abscisses :
S:z——>2Z.
Il est facile de voir que le groupe G des isométries envisagées forme le groupe :
G= {id,p,p2 =pls=s'sops op2}.

Par exemple :

(sop)t=pltost=s0p

C’est un groupe de cardinal 6.

Exercice 17
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1. La relation est réflexive car si x € (G, alors :
r=e-x.
La relation est symétrique car si %y, on écrit :
x=h-y,

ou h € H. Ainsi,
y=h"' xet yZz.

La relation est transitive car si %y et yZz, on écrit :
x=h-yety=~hn -z,

oll h et h' sont dans H. Alors :
r=(h-N)-z,

donc % z.

2. On notera [z] la classe d’équivalence de z.
Il est facile de voir que si z € G, alors :

[az]:{h~x; hEH}.

L’application :
| H —
Pl h o hex

est une bijection, de fonction réciproque :

—1 . [.CL’] — H
I h — Rz

3. On sait que les classes d’équivalence forment une partition de G.
On note {[:L’l], e [:cs]} I’ensemble de toutes les classes d’équivalence différentes.
Alors :

n = Card(G) = Card (Iil[%])

i=1

= Z Card ([z,])

_ anrd(H), [question Q.2]
i1

= s x Card(H).
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4. Soit H un sous-groupe de Uj;.
On pose p = Card(H). Alors, I'entier o divise 17. Il n’y a que deux possibilités.

Soit p =1, et l'inclusion {1} C H est en fait une égalité d’ensembles par les cardinaux
finis.

Soit p = 17 et 'inclusion H C U;7 est encore une égalité d’ensembles par les cardinaux
finis.

Réciproquement, il est facile de voir que les ensembles {1} et U;; sont bien des sous-
groupes de U7 : ce sont les seuls!

Exercice 18

1. L’application k — ¢* ne peut étre injective de ’ensemble infini N vers I’ensemble fini
G. 11 existe deux entiers k < /£ tels que ¢g* < ¢°, puis ¢ % = e.

En posant :

9={p€N* Ig”ze},
cet ensemble est non vide, inclus dans N : son plus petit élément répond a la question.

2. On pose :

H= {eagag2a e 7gp71}'

On pose :
K = { ¢ ke Z}.

Il est facile de voir que I’ensemble K est un sous-groupe de G.

Ensuite, on a I'inclusion évidente H C K.
Enfin, si z appartient & K, il existe un entier k& tel que :

rT=g".

On pose :
k=ap+r,aveca € Zetr e [0,p—1]
la division euclidienne de I’entier k£ par I’entier non nul p.
On en déduit :
r=g"=(¢")"*g =g €H.
Conclusion, I'ensemble H = K est un sous-groupe de G.
3. L’ensemble H est de cardinal inférieur ou égal a p et en fait égal & p car sinon, il

existerait dans la liste e, g,---,¢?~! deux éléments identiques, par exemple ¢' = ¢7,
avec 0 < i < 7 < p— 1. Cependant, on aurait :

¢ =e avec 0 < j —i < p,

contredisant la minimalité de ’entier p pour cette propriété.

L’ensemble H est bien de cardinal p et par le théoréme de Lagrange, I'entier p divise
donc 'entier n.

Finalement, en posant n = p X ¢, alors :



Exercice 19

1. simple vérification

2. On utilise le résultat désormais bien connu suivant :

« Tout sous-groupe G de (R, +) est soit monogéne, soit dense dans R.
De plus, si G n’est pas réduit a {0}, alors le sous-groupe G est monogéne si et seulement
si:

inf(G €]0,400]) > 0. »

e Dans ce premier exemple, on voit que la borne inférieure vaut :
T = 48.

e Dans ce second exemple, comme le quotient des deux périodes est irrationnel, alors

la borne inférieure vaut :
T=0.

3. La réponse est non comme le montre le second exemple de la question précédente. La
fonction présentée est somme de deux fonctions périodiques mais n’est elle-méme pas
périodique.

Exercice 20

1. Le triangle ABH est rectangle en H. On note 6 angle géométrique au sommet A, de
sorte que :

om0 OH h
anf) = — = —
OA «a

Cet angle 6 se retrouve dans le triangle rectangle HOB, au sommet H. Ainsi,
tom 0 OB b
anf) = — = —.
OH h

Conclusion,
h* = ab.

2. Ouvrons une parenthése géométrique.

Etant donnés trois points différents A, B et C' du plan, indiquons un procédé de

construction du tracé de la perpendiculaire a la droite (AB) passant par le point C, le

tout uniquement a la régle et au compas.

Voici une méthode :

— tracer la droite (AB)

— tracer le cercle de centre C' et passant par le point A par exemple, de facon a ce
que le cercle coupe (AB) en un autre point D différent de A. Si le cercle est tangent,
prendre plutot I'autre point B...
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— la perpendiculaire voulue est la médiatrice du segment [A, D] ; pour ce faire, tracer
les cercles de centre A passant par D et de centre D passant par A. Ces deux cercles
s'intersectent en deux points F et F. La perpen
(EF) qu’il suffit maintenant de tracer.

On va tres fortement exploiter le dessin de la premiére question.

e [’inclusion K C R est directe.

e [’élément 1 appartient & K, car le procédé de construction des points constructibles
pose comme base de construction les deux points (0,0) et (1,0).

e On se donne deux points a et b dans K. On pose les points constructibles A(a,0) et
B(b,0).

On trace le cercle de centre O et passant par A. Il recoupe ’axe des abscisses en le
point constructible C'(—a, 0).

h—
On trace la médiatrice du segment [C, A] pour obtenir que le point M (Ta, 0) est

constructible.

On trace le cercle de centre M et passant par O. Ce cercle recoupe 'axe des abscisses
en un autre point constructible N (b — a,0).

Ainsi, b —a € K.

Soit a > 0 appartenant a K.

Le point A(—a,0) est constructible ainsi que le point B(1,0).

On construit a la régle et au compas le milieu M du segment [A, B], puis le cercle de
centre M et passant par A. Il s’agit du cercle de diamétre [A, B].

On peut construire la perpendiculaire a la droite (A, B) et passant par O, autrement
dit I’axe des ordonnées, puis l'intersection H de cet axe avec le cercle, le point H étant
choisi d’ordonnée strictement positive. L.e point H est constructible. Par la question
Q.1, on sait que :

h = \/a, donc v/a € K.

On vient de répondre a la question Q.3.

Soit h strictement positif dans K.

On construit le point H (0, h).

On prend le point B(1,0).

On construit la perpendiculaire A & (H B) passant par H.

Cette perpendiculaire A recoupe ’axe des abscisses en le point A(—a,0) et on retrouve
le schéma de la question Q.1.

On sait alors que :

h2
=5 =
donc h? € K. L’ensemble K est stable par passage au carré.

a h?,

Soient a et b strictement positifs dans K.
On dispose des points constructibles A(—a,0) et B(b,0), puis du point H (0, h).
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On sait que h € K et h = Vab.

2
Comme ’ensemble K est stable par le passage au carré, alors a x b = vab appartient
a K.

Soient finalement a et b deux éléments de K. Si I'un des deux nombres est nul, leur
produit également et appartient & K.

Sinon, les nombres |a| et |b| sont strictement positifs et restent dans K. Par le point
précédent, leur produit |ab| appartient toujours a K.

Enfin, +|ab| reste encore dans K et donc ab € K.

L’ensemble K est bien un sous-anneau de R. L’anneau R étant commutatif, I’anneau
K également.

Soit @ un nombre non nul dans K. Le nombre |a| est dans K et est strictement positif.
Le point A(—|a|,0) est constructible, ainsi que le point H(0,1).

La perpendiculaire & (AH) recoupe (AO) en le point B(b,0) constructible, de sorte
que :

1
1 = |a| b, donc b = —

lal’

1 1 1

Le nombre ﬂ appartient a 'anneau K, ainsi que :l:ﬂ : le nombre — appartient fina-
a a a

lement & K. Dans 'anneau K, tout élément non nul est inversible. L’ensemble K est

un corps.

[’ensemble K est un sous-groupe de (R, +) : cet ensemble est soit dense, soit monogéne
et on voit qu’il est dense dans R, car il contient au moins I’ensemble Q.

D’autre part, a chaque étape de construction, il n’y a seulement qu’un nombre fini de
points constructibles.

En effet, initialement, il y a deux points de départ.

Si a une étape de construction, on dispose d’un nombre fini de points M, ---, M, déja
construits, il n’existe qu’'un nombre fini de droites passant par deux de ces points ou
un nombre fini de cercles de centre M; et passant par M;.

Les intersections entre deux droites, entre deux cercles ou entre un cercle et une droite
générent seulement un nombre fini de points constructibles supplémentaires.

En conclusion, ’ensemble des points constructibles est dénombrable, car on peut les
énumérer selon les entiers naturels.

Il y a donc « seulement » Ny points constructibles et donc « seulement » Xy éléments
dans K.

Il y a donc bien plus de nombres réels — en fait N; nombres réels — que de nombres
constructibles.

Exercice 21

On travaille dans ’anneau :

ZIV2] = {a+b\/§ ; (a,b) € Zz}.
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On vérifie facilement que Z[v/2] est bien un sous-anneau de (R, 4+, x).
De plus, comme /2 est un nombre irrationnel —démonstration a la fin —, si un élément de Z[v/2]

s’écrit de deux maniéres selon :
a+bv/2=c+dv?2,

avec a, b, c et d quatre entiers, alors il est impossible que d soit différent de d, sinon, on aurait :

NG

a—c
c Q.

d—>b Q

Alnsi, b = d, puis a = c et il y a unicité de I'écriture de n’importe quel élément de Z[v/2] sous

la forme a + b\/ﬁ, avec a et b deux entiers.

Pour tout k € N, le réel (1 4 v/2)* appartient bien & cet anneau. On pose pour tout k € N,

Fixons un entier k dans N. Alors :

ars1 + b1 V2 = (14+V2)" x (1+v?2)
= (ag + 2by) + (ar + bp) V2.

On en déduit que les suites (ag)ken et (bg)ren sont définies par les relations :

ag =1 ap1 = ap + 20y
tVk e N
{bozl ¢ © ’{bk+1=ak+bk

En posant pour tout k € N, Uentier N}, = a2 — 202, alors :
Ny =1
et pour tout k € N,

Niw1 = agyq =204,
(ar + 20)* — 2(ay, + by)?
= —ai +2b}
= —Np.

La suite (Ny)gen est géométrique de raison (—1) et :
Vk €N, a2 — 20} = N, = (—1)F.

En définitive, en fixant un entier naturel &, on distingue deux cas :
e l'entier k est pair.
Dans ce cas, ai = 2b7 + 1 et en posant :

A =2b;

alors :

\/Z+\/A——|—1:bk\/§+ak:(1+\/§)k’

car |ag| = ay et |bg| = by.
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e l'entier k est impair.
Dans ce cas, a; = 2b? — 1 et en posant, :

2
A=a;

alors :

VAL VATT = + V2 = (1 +V2)",

car |ag| = ay et |bg| = by.
Quoiqu’il arrive, on a ce qu’il faut.

démonstration de l’irrationnalité de /2

On suppose par l’absurde que v/2 est un nombre rationnel. On pose :

v2=12
b b
avec a et b dans N*.
Alinsi,
20 = o>,

On calcule la 2-valuation dans cette égalité ce qui donne :
v9(2) 4+ 215(b) = 215(a),
aboutissant au fait qu’un nombre impair soit égal & un nombre pair : contradiction.

Exercice 22

1. Comme G est un sous-groupe de R muni de +, alors 0 € GG et par hypothése, le groupe
G contient au moins un autre réel z non nul.

Ainsi, 0 < |z| = +x reste dans G et ’ensemble GNJ0, 00| est non vide, inclus dans R
et minoré par 0. La borne inférieure existe.

2. (a) Soit € > 0. Le nombre £ ne minore pas GN|0, +oo[. Il existe g € GNJ0, +0o0] tel que
g < €, ce qui répond & la question.

(b) Soit o < /3 dans R.

OnposeszﬁTa>O.

Il existe g € G €]0, €.
Il est facile de voir par récurrence que :

VYneZ, n-geQq.
Il existe un seul entier k tel que :

kg <a<(k+1)g.
[’élément (k + 1)g appartient a G et :

(k+1)g:kg+g<a+5:a;ﬁ < .
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Conclusion,
(k+1)g € GN]a, B]
et I’ensemble G est dense dans R.

Le nombre 2a ne minore pas GN|0, +oo| car 2a > a. Il existe g € GNJ]0, +oo[ tel
que :
g < 2a.

Or, a < g et on ne peut avoir a = g car a ¢ G alors que g € G. I’élément g répond
a la question.

Le nombre g > a ne minore pas GNJ]0, +o00]. Il existe h € GNJ]0, +o0[ tel que h < g.
La encore, a < h et on ne peut avoir égalité : ’élément A répond a la question.

On remarque que £ = g — h reste dans le groupe G.

D’autre part, comme les nombres ¢ et h appartiennent a Uintervalle ]a, 2a[ de lon-
gueur a, alors :
0<g—h<a.

Ceci contredit le fait que le réel a est censé étre la borne inférieure de ’ensemble
GNJ0, +ool.

On vient de montrer que :

a€ (.

Par récurrence, il est facile de voir que I’on a I’inclusion :

aZ C G.

Réciproquement, soit = € G.
Il existe un seul entier k tel que :

ka <z < (k+1)a.

[’élément & = o — ka appartient encore au groupe G et appartient a [0, a.
Il est impossible que le réel £ appartienne a 1’ensemble GN]0, 00| car £ < a, donc :

€€ (Gm [0, +oo[> \ <Gﬂ]0,+oo[) = {0}.

En définitive, £ =0 et © = ka € aZ.

On vient de montrer que :

G = aZ.

Le groupe G est monogéne.

4. Ce qui précede montre que les sous-groupes de R muni de I'addition sont soit denses
dans R, soit monogénes (méme si G = {0} généré alors par le neutre 0).

(a)

simple vérification
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(b) On montre la question par contraposé.
On suppose que le groupe G n’est pas dense dans R. Le groupe G est donc monogéne,
généré par un élément £ > 0.
Les nombres a = a x 1+ 3 x0et §=ax0+ [ x 1 appartiennent au groupe G :
le groupe G n’est pas réduit a {0} et £ > 0.
Alinsi,
a €l et e
On écrit :
a=Ex ket f =& X/,

avec k et ¢ deux entiers nécessairement non nuls.
Finalement,

On obtient ce qu’il faut.

(c) On va montrer que dans ce cas, le groupe G n’est pas dense mais monogene.

r
En effet, on suppose que le quotient é = — est un nombre rationnel, avec r et s
a s

dans N*.

Soit € G. 1l existe deux entiers u et v tels que :
Q@ o o
r=a-u+pf-v=a-ut+—-(rv)=—-(su+rv) € -7
s s s

On vient de montrer 'inclusion :

7.

S

G C

a Q@
On voit que I'ensemble —Z n’est pas dense dans R car ’adhérence de —Z est égale
s s

a %Z qui est différent de R.
Le groupe G n’est donc pas dense dans R : il est monogéne.
5. On admet que le nombre 7 est irrationnel.
On considére le groupe :
G =7+ (2n)Z.

Nous sommes dans le cadre de la question Q.4.(b).
L’ensemble G est dense dans R.
Nous allons montrer que 1’ensemble

A:{em; nEZ}

est dense dans le cercle unité U.

En effet, soit " un élément de U. Il existe une suite (u,)ney d’éléments du groupe G
convergente de limite 6.

Pour tout n € N, on peut mettre le réel u,, sous la forme :

Uy =k, + 27 £,
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avec k, et £, deux entiers.

On remarque pour tout n € N,
etun — ezkn % 62m£n — ezkn c A

Par continuité de ’application :

fit— e,
alors :
¢ = lim €% = lim €% e A.
n—--+oo n—-+oo
On vient de démontrer I’inclusion :
UcCA,

l'autre inclusion étant évidente car si z € A, alors le complexe z est une limite de
complexes dans A, donc de complexes de module 1: |z| =1 et z € U.

Finalement, si € [—1, 1], on pose 6 = arccos x de sorte que :

cosf = x.

Il existe une suite (k,),en d’entiers telle que :

lim e = e,
n—-4oo

En prenant les parties réelles, alors :

r = cosf

— Re(e”)

= lim Re (eikn>

n—> 400

= nirgoo cos(ky).

On procéde de méme pour la famille (sinn),cz, en prenant x € [—1, 1] puis en posant
0 = arcsinx et les parties imaginaires au lieu des parties réelles dans le raisonnement
précédent.

On a ce qu’il faut rapidement.

Ceci termine cet exercice classique.
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