Exercice 1

1. 1l suffit de faire I’étude des fonctions

: 2z :
firxr—sine— —etg:x+— x —sinx
T

T
sur l'intervalle [0, 5] pour montrer que ces deux fonctions sont positives.

2. Soit n dans N. On étudie la fonction :
h:zr— 2" —(n+Da+n

sur I'intervalle [0, +-o00].
La fonction h est dérivable et :

' :x— (n+1)(z —1).

La fonction h est décroissante sur [0, 1], puis croissante sur [1,+4oc[. La fonction h
atteint une valeur minimale au point d’abscisse 1 et :

h(1) = 0.
La fonction h est positive, amenant a ce qu’il faut.

Exercice 2

On peut vérifier — un peu comme dans le cours — que la fonction :

R — R
(0,81t <0
() -l
e = %+%x i 1? ,sit €]0,1]
exp (—;) + exp (—:)
 1I,sit>1

est de classe C'™° au voisinage de 0 et de 1.
Par exemple, on peut montrer que I’application :

R — R
0,s1t<0

¥ 1
b exp(—;),sit>0
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est de classe C'°°, en montrant par récurrence que pour tout n € N, il existe une fonction
polynomiale P, telle que :

R — R
(n) O,Sit<0

LA 1 1
t — Pn<¥)><exp(—¥),81t>0

Exercice 3

1. Par exemple, f(1) > 0 et f/(1) <O0.

1) —
Par le TAF, il existe ¢ €]0, 1] tel que f'(c) = w
Il suffit d’appliquer le TVT & la fonction continue f’ sur le segment [¢, 1] pour avoir un

point d’annulation de la fonction f’.

> 0.

2. Le résultat demeure!!!

On maintient les hypothéses f(1) > 0 et f'(1) < 0.

f=h) - f(1)
—h

Comme f'(1) = hlirré+ < 0, il existe h > 0 tel que :
H

f(L=h)=f(1)>0.

Comme f(0) =0 < f(1) < f(1 — h), le TVI nous donne l'existence d’un point ¢, €
10,1 — h| tel que :

f(to) = f(1).
Il suffit maintenant d’appliquer le théoréme de Rolle a la fonction f dérivable sur le
segment [to, 1] pour avoir un point d’annulation de la dérivée.

Exercice 4
C’est le théoréme de Rolle étendu. A retenir!!

On note a = f(0).

Si la fonction f est constante sur [0, +oo[, égale & a, il n’y a aucun probléme : la fonction f’
est nulle sur [0, 4+00].

Sinon, il existe o € [0, +00[ tel que f(to) # a.

Par exemple, f(ty) < a.

t
Comme . hl’il f(t) = a > f(ty), en prenant par exemple m = M, il existe t; > ¢, tel
— 400
que :

f(tl) > m.

Par le TVI appliqué a la fonction continue f sur le segment [0, ¢o] et sur le segment [to, 1], il
existe deux réels o et [ tels que :

O<a<ty<p<tiet fla)=m= f(B).



Il suffit alors d’appliquer le théoréme de Rolle a la fonction f dérivable sur le segment [«, 5].
La fonction dérivée f’ s’annule au moins une fois sur [0, +o00].

Exercice 5

On considére la fonction

0,1] — R
. — azrt+brd+ e —(a+b+co)r

f:

Cette fonction est dérivable sur [0,1] et :

f(0) =0= f(1).
Le théoréme de Rolle donne I'existence d'un réel zo €0, 1] tel que :
f/(l‘o) =0.

Or,
f' o dax® + 3ba® + 2cx — (a + b+ c),

ce qui termine 1’exercice.

Exercice 6

1. Considérons la fonction :
hia— ()= f(@) x (9(x) = 9(a)) = (9(0) = 9(@)) x (F(2) = F(@)).

La fonction h est continue sur le segment [a, b], dérivable sur l'intervalle |a, b[.

De plus,

h(a) = h(b) = 0.
Le théoréme de Rolle s’applique et on a l'existence d’un réel ¢ €]0, 1] tel que h'(¢) =0
qui répond a la question.

2. Soit (2, )nen une suite dans |a, b[ tendant vers a et telle que pour tout n € N, z,, soit
suffisamment proche de a pour avoir :

9(xn) # g(a).

On applique la question Q.1 en remplacant b par x,, ce qui donne I’existence d’un réel

¢ €la, x,| tel que :

[(@a) = F(@) _ f(ca)

9(xn) —gla)  g'(ca)
Par le théoréme des gendarmes, la suite (¢, ),en converge vers a et par les hypothéses,
f'(cn)
g'(cn)

On vient de répondre a la question, par la caractérisation séquentielle de la limite.

la quantité tend vers £, lorsque n tend vers +oc.



Exercice 7

1. On résout I’équation différentielle linéaire d’ordre 1.
e Les solutions de ’équation homogéne associées sont, :

t

Yo :t—> A-e ', avec A € R.

e On cherche une solution particuliére par la méthode de la variation des constantes,
sous la forme :
Yt — k(t)-e

ou k : [0, +oo[— R est dérivable.

En réinjectant, on veut :

Vt € [0, +oo[, K'(t)e™" = p(t).

t
La fonction k : t — / e“p(u) du convient.
0

Toutes les solutions sont :
t
y:it— ()\+/ e“p(u) du) et ou X eR.
0

2. On applique la question précédente a la fonction o = h + h'. La fonction h est donc
une solution a I’équation différentielle

Yy +y=e.

Il existe une constante A telle que :

Vi € [0, +ool, hiz) = (H /0 " eno(u) du) e

On a clairement :
Iim A-e”*=0.
Tr—>400
Montrons maintenant que :
x

lim eo(u) du-e* =0.

T—>+00 0
Soit € > 0. Il existe zy > 0 tel que :

Vu 2 o, [p(u)] <

NN Q)

Soit x > xg. On découpe l'intégrale en deux. On écrit :

< +

/ e“p(u) du-e™®

Zo

/ e“p(u) du-e™®
0

zo
/ eo(u) du-e™*
0



To T
< / eo(u) du-e™* +/ le“p(u)| du-e™™
0 T
50 .
< / e“p(u) du-e™* +/ e —du-e”
0 o 2
zo
= C-e"+-(e"—e")e “”,avecC:/ e“p(u) du
0
s €

. _ € € .
La quantité C'- e * + 5 converge vers 3 lorsque x tend vers +oo. Il existe x1 > z( tel
que :

Ve>ux, C-e+=<e.

£
2
Conclusion,

Ceci termine la question.

Exercice 8

11 suffit d’appliquer le théoréme de Rolle a la fonction :
h:x+—> _f(a:)

On trouve un réel c tel que :

0=~hr(c)=

La tangente a la courbe y = f(z) au point d’abscisse ¢ passe par l'origine.

Exercice 9

1. Soient a et b dans | — 1, +oo[. Soit n dans N. La formule de Taylor-Lagrange donne
I'existence d’un réel x entre a et b tel que :

(g (n+1)
0 =3 -t SR o

2. On prend a =1 et b = 2. Une récurrence facile montre que :

(1) — 1)
(14+z)»

VneN*, f™:x—s

On voit que f(a) = 0 et que pour tout k € N*,

f(a)

o (b—a)k _ (_1) B )

k




Pour tout n € N*, il existe ¢, €]1,2[ tel que :

n oo 1yk—1 _1\n no k-1
1n2:f(b):Z( 112 +(1(+Cln>)n+1= ( 1]2 +o(1).

La limite demandée vaut In 2.

. Le plus simple est de fixer un entier N € N. On calcule :

On remarque que :

1 1 4J2N+2
dt t
— —1)N dt.
/O e U /0 1+ 12

/1 dt [ . t}l T
= |arctant| = —
o 1+t o 4

1 t2N+2 1 1
VN € N, '/ dt‘g/ t2NF2 gt =
0 0

Il est facile de voir que :

et que :

1+¢2 2N +3

. . m o, , ™
Conclusion : la suite (Sy)yen converge vers 1 et la quantité proposée vaut 1

Exercice 10

. On choisit yo = 0.
Siyy <y < --- <y sont construits pour un certain entier k < n, alors

Fl) =~ et 1) =1

1
€ [f(yk), f(1)], par le TVI, on trouve yuiq € [y, 1] tel que f(ypsq) = L.

De plus, on ne peut avoir yx = yry1 car f(yx) # f(Yrr1)-
On vient de poursuivre la construction au rang suivant.

Comme



2. Soit k un entier entre 1 et n. On applique le TAF a la fonction dérivable f sur I'intervalle

[Yi—1, Yr)-
On trouve xy €]yr_1, Y| tel que :

J(e) = flyr—1)
Yk — Yr—1

= f'(x).

Dans la question précédente, par le processus de construction, on peut de plus imposer
Yo = 0 et y, = 1 dans le début et la fin de la construction.

1
%0 et donc :

On en déduit que f'(z) = =
k — Yk—1

f,(xk) = n<yk - ykfl)'

n
En effectuant la somme, sachant que Z(yk — Yp—1) = Yn — Yo = 1, on a ce qu’il faut.
k=1

Exercice 11

1. Si f(a) f(b), le théoréme de Rolle s’applique.

h) —
flat i)z fla) < 0, on trouve h > 0 tel que f(a+h) <

f( li
f(a) < f(b), comme i

f(b). Par le TVI appliqué a la fonction continue f sur [a + h,b], il existe
h, b] tel que f(c) = f(a). On applique une nouvelle fois le théoréme de Rolle.

(a) <
€la+t
Si f(a) > f(b), on procéde de méme en intervertissant les roles de a et b.

2. Si f: I — R est dérivable sur un intervalle I, soient a < b dans I. Soit m un réel
strictement compris entre f'(a) et f'(D).
On applique la question Q.1 & la fonction dérivable :

p:x— f(x) — maz,

de sorte que :
¢'(a) <0 <¢'(b).
Il existe ¢ €a, b[ tel que ¢’'(c) = 0 donc :

f'(c) =m.

L’ensemble f’(I) est bien un intervalle.

Exercice 12

On considére ’application :

YT — (f'(x) —f(x)) x e”.



Sous les hypothéses de I’énoncé,

p(a) = ¢(b) = 0.
Il suffit d’appliquer le théoréme de Rolle pour avoir I'existence d’un réel ¢ €]a, b[ tel que :
¢'(c) =0.

On en déduit :

(£ = f(@)) x e =0,

puis ce qu’il faut.

Exercice 13

1. La fonction f est bornée par M et la fonction f” est bornée par Ms.

Soit xy € R. On applique la formule de Taylor-Lagrange a la fonction f sur [xg, 2o+ 1],
ce qui donne l'existence d’un réel c tel que :

Flao +1) = Flao) + /(@) + 5."(c).

Alinsi,
1
|f,(l‘0)| < 2MO + §M2

La fonction f’ est bien bornée.

2. Soit x dans R. Soit h un nombre réel. On applique la formule de Taylor-Lagrange a
la fonction f entre les points zy et xy + h, d'une part et entre les points xg et g — h
d’autre part. Cela donne :

2 2

Flao-t ) = Flao) +he f'(a) + 5 £(en) et fao—h) = Fa) b o) + 5 ().

En faisant la différence, on obtient :
2

2hf'(2) = flao + B) — Flan — )+ o () + ().
On en déduit par inégalité triangulaire :
2|h| - | f'(w0)] < 2My + h* M.
En passant a la borne supérieure en xy, on obtient :
2h My < 2|h| My < 2My + h* M.
En posant le polynome :

P(X :M2 X2—2X M1+2M0,

alors pour tout h € R, P(h) < 0. Le discriminant A de ce polynéme est négatif ou nul,

conduisant & :
A = 4M} —8 My - M.

Conclusion,
M? <2 My - My,

nous donnant ce qu’il faut.



Exercice 14

Soit ¢ > 0. Il existe A > 0 tel que :

Vo 2 A, [f(x) = 2| <

Do ™

Soit x > A. 1l existe par le TAF un réel ¢, €]A, z[ tel que :

flz) = f(A)
T oA f(ea).

On en déduit :
flx) — f(A4)

) = 1)+ = A) - g puis B T (122 e

Xz

appartient donc a I'intervalle :

o=t (1-2) o9 = L (122 (o4 S

On remarque que :

La quantité

lim aI:2—E et lim bI:2+E.
r—+00 2 r—+00 2
Il existe donc un réel B > A tel que :
Ve>B, 2—ec<a,<b,<2+e.

On conclut que pour tout x > B,

Exercice 17

1. On remarque que pour tout x € [0, +oo[, on a directement :
l+z4+22>1>0.

La fonction f est donc bien définie sur U'intervalle [0, +o0].
La fonction f est dérivable, de dérivée :

1+ 2%
r— ——— > 0.
fre 142 + 22
La fonction f est donc strictement croissante sur 'intervalle [0, +o0].
De plus,
f(0)=0et lim f(z)=+o0.

Tr—>—+00

Par le théoréme de la bijection, on a ce qu’il faut.

9



2. Soit y € [0, +00[. On pose a = f~1(y), qui est la seule solution a I’équation :
f(z) =y , d’inconnue z € [0, +ool.

On obtient :
In(1+a+a?) =y, donc a*> +a+ (1 —e¥) = 0.

Le polynome P(X) = X2+ X + (1 — ¢Y) est de discriminant :
A=4e’ —3 >0, car e’ > 1.

Le polynome P admet donc deux racines réelles :

-1+ v4ev -3 ¢ —1 —+/4ev -3 <
= et To
2

T

Seule la racine z; est positive :

3. Tl s’agit dans cette question de vérifier la formule :

B 1
o f/of—l’

valable ici puisque la fonction bijective f est dérivable et de dérivée ne s’annulant pas
sur I'intervalle [0, +-o00].

(=

On calcule séparément les deux quantités de part et d’autre du signe d’égalité.
On fixe = dans [0, +o0].
— D’un coté :

—1+ v4e* -3
— i 26

, done (f71) 1w

frx

— De l"autre coté :

1

WZZL’

10



Exercice 18
e en utilisant la formule de dérivation de Leibniz, on obtient :
ez — (3"z% + 2n - 3" ' + n(n — 1)3"7?) .

e [l suffit d’effectuer une décomposition en éléments simples puis d’utiliser la formule :

()

Exercice 19

e La suite est a valeurs dans [0, 1], est décroissante et de limite nulle.

e La suite est a valeurs dans 'intervalle I = [1, 2], stable par 'itératrice croissante f : t —
V141 et la suite est monotone. De plus, u; = v/3 < ug, donc la suite est décroissante. La
suite est convergente vers un point fixe de l'itératrice f qui ne peut étre que le nombre d’or :

1++5
5

On aurait pu aussi utiliser le théoréme du point fixe et dire que la fonction f est dérivable sur

I de dérivée vérifiant : 1 1

S
0/1+z 2

e La suite prend ses valeurs dans U'intervalle [0, 1] et l'itératrice f = cos est dérivable avec :

Ve el, |f'(x)]

Vo € [0,1], |f'(z)] = sinx <sinl < 1.

Le théoréme du point fixe s’applique. La suite u est convergente vers le seul point fixe de cos
sur [0, 1]. On ne cherche pas a calculer ce point fixe ...

Exercice 20

Soit M (a,b) un point de contact entre les deux courbes. Alors, b = e® et b = e - sina. Ainsi,
sina = 1.

Les tangentes aux deux courbes ont pour pentes respectives e® et e*(sina+cosa) = e*(1+0) =
e’.

Les tangentes aux deux courbes au point M passent par le point M et ont les mémes pentes :

elles sont égales!

Exercice 21

1. Soit x > 0. On applique le TAF & la fonction dérivable In sur I'intervalle [z, x + 1]. Il
existe ¢ €|z, x + 1] tel que :
In(r+1)—Inz 1

r+1—=x c

[’encadrement demandé tombe maintenant assez rapidement.

11



2. Soit n € N*. On obtient en utilisant :

Vk>2, Ink+1)—Ink< - <Ilnk—In(k—-1),

1
k
que pour tout n € N* :

2n 2n 2n
1
> (In(k+1)—Ink) Z E > (Ink—In(k — 1))
k=n+1 k=n k=n+1
ou encore :
In(2n+1) —In(n+1) < S, < In(2n) — Inn.
La quantité In(2n + 1) — In(n + 1) = ( ) et la quantité In(2n) — Inn = In2

convergent, vers In2 : le théoréme des gendarmes fait le reste et la limite vaut In 2.
Exercice 22

1. La fonction f’ est continue sur le segment [0,1] : elle atteint une valeur minimale que
I’on note m. Par hypothése sur la fonction f’, le réel m est strictement positif.

On montre maintenant que la fonction
g:x+— f(x) —ma
est positive sur [0, 1].
Cette fonction g est dérivable sur [0, 1] et :
g :xr— fl(x)—m >0.

La fonction g est croissante sur U'intervalle [0, 1] et g(0) = 0. C’est terminé.

2. On suppose maintenant la fonction f seulement dérivable, telle que f(0) = 0 et Vz €

[0,1], f'(x) > 0.

On va montrer que le résultat reste vrai.

Comme ['(0) = hE}r(l)+ M > 0, en posant a = f’(0), il existe n > 0 tel que :

f@) S e

Va €]0, 7], 5

Ensuite, la fonction f est strictement croissante sur 'intervalle [0, 1] et comme f(0) = 0,
alors la fonction f est strictement positive sur |0, 1].

f(z)

x
positives. La fonction ¢ atteint une valeur minimale que I'on mg > 0.

n{5m)
m=minq —, Mg ¢ .
2

La fonction g : © — est continue sur [7, 1] et ne prend que des valeurs strictement

Choisissons finalement le réel

Soit = € [0,1]. On distingue trois cas :

12



e siz =0, alors f(0)=0>=mx=0;
f(z) _a

T 2
f

e six €]0,7)], alors > m, donc f(z) > mx;

e siz € [n,1], alors g(z) = > mo = m et la encore f(z) > maz.

|

Quoi qu’il arrive, on a ce qu'’il faut.
Exercice 23

. La fonction f est de classe C'*°.

On montre 'existence par récurrence sur I’entier n.

e Lorsque n = 0, le polynome Py(X) = 1 convient.

e Supposons ’existence réalisée pour un certain rang n.
En dérivant une fois de plus, on obtient :

vte R, fOU(¢) = (7@ f"t(zt))w)

PL(t) - (14 ¢3)"T — Py(t) - 2(n 4 1)t(1 + )"
(1 +t2)2"+2
P(t)- (1+1t2) —2(n+ 1)t Pu(t)
(1 +t2)"+2

PnJrl(t)
(1 _|_t2)n+2

en posant le polynome P, 1(X) = P/(X) - (1 + X?) —2(n+ 1) X P,(X).

Pour I'unicité, si P et () sont deux polyndmes convenables au rang n, alors pour tout
t € R, P(t) = Q(t), en égalisant les deux expressions de f(™(t). Le polynome P — Q
admet une infinité de racines, donc est le polynéme nul.

. Les polyndémes P, vérifient la relation :
P(X)=1letVneN, P,y =(1+X)P —2(n+1)XP,.

Par récurrence sur l’entier n, on montre que deg(P,) = n.
C’est le cas lorsque n = 0.
Si ¢’est vrai au rang n, le terme dominant de P,(X) est £ X" et celui de P,;1(X) est :

En X" —2(n + 1)EX™ = —(n 4 2)¢ X"
Ainsi, le polynome P, 1(X) est bien de degré (n + 1).
. Le plus simple est de répondre aux deux derniéres questions a la fois.

On effectue la décomposition en éléments simples de la fraction
dans C :

1
T x ce qui donne
1 a b

1+X2_X—z'+X+z"

13



1
avec ¢ = — et b = ——.
21 21

Ensuite, on dérive n fois ce qui donne :

[0y ED 1 |
21 \(z—i)"1  (z+q)mH
On cherche & résoudre I'équation P, (t) = 0, ou encore I'équation f™(t) = 0, ou encore :

(t — )"t = (t +4)"

—1
t+1

£,

On résout cette équation classiquement en posant T =

Les solutions en T" forment I’ensemble U, \ {1}.
Les solutions en ¢ sont les nombres :

En passant par I’arc moitié, on obtient :

2k
t = —cotan (2(?11)) ,ou k € [1,n].

On obtient bien n racines différentes.

En utilisant cotan(m — x) = —cotanz et en effectuant le changement d’indice ¢ =
n + 1 — k, les racines sont également :

2
cotan (%) , lorsque ¢ décrit [[1,n].

Exercice 24

. On suppose que 1’équation P(z) = e” admet une infinité de solutions.

On va montrer que 1'équation P’(z) = e® admet également une infinité de solutions.
En effet, fixons un entier naturel V.

On trouve au moins (N + 1) solutions z; < --- < xy41 a I'équation P(z) = e”.

On peut appliquer le théoréme de Rolle & la fonction dérivable h : x — P(x) — e” sur
chaque intervalle [xy, ), 1] ce qui donne au moins N points d’annulation de la dérivée
I, et donc autant de solutions & 1’équation P'(x) = e”.

Ceci étant valable pour tout N € N, I’équation P'(z) = e* admet bien une infinité de
solutions.

Ensuite, il est facile de montrer par récurrence sur ’entier s que I’équation :
P (x) =e€"

admet toujours une infinité de solutions.

Lorsque s > deg(P), on obtient P(*) = 0 et donc que I'équation e* = 0 admet une
infinité de solutions, ce qui est contradictoire.

14



2. Supposons le polynéome P non constant.
Comme lim |P(x)| = 400, il existe A > 0 tel que :
r—r 300

Ve e R\ [—A, A], |P(x)] > 1.

Toutes les solutions a ’équation P(z) = cosx appartiennent a 'intervalle [— A, A].
Supposons par ’absurde que I'équation P(z) = cosx admette une infinité de solutions.

Pour tout entier naturel N, en choisissant x; < --- < xni; des solutions a cette
équation, on peut appliquer le théoréme de Rolle a la fonction dérivable :

p:x+— P(x) —cosx,

ce qui donne au moins N solutions a I’équation P'(x) = —sinz.

[’équation P’(z) = —sinz admet donc une infinité de solutions, toutes ces solutions
pouvant étre comprises entre —A et A.

En réitérant le processus, on montre que I'équation P”(x) = — cosx, puis P®(z) =
sinz et enfin P (z) = cos x admet une infinité de solutions, toutes entre —A et A.
Par une récurrence facile, pour tout entier s, I’équation :

PY)(z) = cosx

admet toujours une infinité de solutions entre —A et A.
Pour s assez grand, on obtient P**) = 0, conduisant au fait impossible que 1’équation

cosx = 0 admet une infinité de solutions entre —A et A.
Ceci termine la question.

Exercice 25
e Le sens indirect est évident car cela montre que I’épigraphe de la fonction f est convexe.

e On montre le sens direct.

On suppose la fonction f convexe. Soient a < b deux réels.

On fixe ¢ un réel et on pose les points de la courbe y = f(x) :

le point A pour ’abscisse a, le point B pour I'abscisse b et le point C' pour I'abscisse C.

Si ¢ € [a, b], alors C' est au-dessus de la courbe par convexité de la fonction f.

Si ¢ < a, il est impossible que A soit strictement au-dessus de la corde [C'B]. Par conséquent,
le point C' est au-dessus de la droite (AB).

Si ¢ > b, on procéde de méme en échangeant les roles de A et de B.

Exercice 26

On pose les nombres :

x
Vkel,n—1], ap = et a,, = —
Tht1 T

On sait que la moyenne arithmétique des nombres «q,-- -, a, est supérieure ou égale a la

moyenne géométrique de ces mémes nombres.
Il est facile de voir que la moyenne géométrique des nombres oy, est égale a 1, ce qui termine
I’exercice.
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Exercice 27

1. Supposons que la fonction f ne soit pas positive sur R.
Il existe a € R tel que f(a) < 0.
Comme til«rkloof(t) =0> f(a), il existe b > a tel que f(b) > f(a).
En posant les points A(a, f(a)) et B(b, f(b)), on sait que la courbe y = f(x) est au-
dessus de la droite (AB) sur [b, +o0].
Or, la pente de la droite (AB) est strictement positive entrainant le fait que la fonction
f tende vers +o00 en +o00 : impossible.

2. On note y = mx + p 'équation de 'asymptote de la courbe y = f(z) au voisinage de
+oo. Il est facile de voir que la fonction g : © — f(z) — ma — p reste une fonction
convexe. De plus, la fonction ¢ tend vers 0 en +o0.

Par la premiére question, la fonction g est positive, ce qui répond a la question.
3. La réponse est non.

La fonction :
R — R

f: N —lnx,s.1x>1
l—z, stz <1

est une fonction convexe. En effet, il s’agit en fait d’une fonction dérivable de dérivée
croissante.

La fonction f n’admet pourtant aucune asymptote au voisinage de +o0.

Exercice 28

Nous allons montrer que I’enveloppe convexe % de I’ensemble & = {(x, arctanz) ; x € R}

est : - -
v ={ R2| -2 1
() eRT| =5 <y<g
Onnote.@:{(:c,y)ERH —g<y<g}.

Il est clair que cet ensemble est convexe et contient I’ensemble 7.

Soit % un ensemble convexe et contenant 1’ensemble 7.

Soit (a,b) un point de ’ensemble .

Fixons un réel t.

Pour tout n € Z différent de ¢, I’équation de la droite passant par (¢, arctant) et (n,arctann)

est d’équation :
arctann — arctant
Y= . (x —t) + arctan .
/”L —

Le point d’abscisse a de cette droite est d’ordonnée égale a :

arctann — arctant
Up = ; (a —t) 4 arctant.
n J—

Lorsque I'entier n tend vers oo, 'ordonnée u,, tend vers arctant.
Pour tout entier n différent de ¢, le point (a,u,) appartient a I’ensemble %, a condition que
le réel a soit entre t et n.
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On trouve t < 0 suffisamment proche de —oo pour avoir t < a et arctant < b.

On trouve alors un entier n > a suffisamment grand pour avoir u,(a) < b.

De méme, on trouve ¢’ > 0 suffisamment proche de +o0o pour avoir a < ¢’ et arctant’ > b et
on trouve un entier n’ < 0 suffisamment proche de —oo pour avoir w,(a) > b.

Le point (a,b) est sur un segment vertical d’extrémités deux points de I’ensemble convexe 2 :
le point (a, b) appartient bien a ’ensemble # et finalement, I’enveloppe convexe demandée est
égale a

R?| - X E}.
{(»’C,y)e | 5 <Y<3

Exercice 29

1. La fonction f est deux fois dérivable et :

fir— < 1 L tf" i — c > 0
LT =1- e LT —_ )
1+e” 1+e” (1+e%)?
Ceci suffit & avoir la convexité de la fonction f.
2. Sixy,---,x, sont des réels strictement positifs, on pose pour tout k € [1,n],

u, = Inxy,.

On utilise la formule de Jensen pour pouvoir écrire :

ce qui donne :

3=

f|In (ﬁazk> < %ln (ﬁ(l +xk)> :

k=1

Il suffit maintenant de prendre I’exponentielle croissante pour obtenir exactement ce
qu’il faut.

3. Soient aq,---,a, et by,---,b, des nombres réels strictement positifs.
On applique la question précédente avec :

b
Vi € [1,n], xp = - >0,
ay

On obtient alors I'inégalité voulue en multipliant le résultat donné par la question Q.2
1

par <ﬁ ak> ) .
k=1

Exercice 30

Soient x < y deux réels.
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On note :

7 ={Nel0,1] | fz+ (1= Ny) SAf@)+ (1= Nf@)}.

Soient A et p deux éléments de .
A+

On montre que le nombre m = a appartient encore a ’ensemble Z. En effet, en utilisant

’hypothése, on peut écrire en posant X = Az + (1 = N)yet Y =pz+ (1 — p)y :

fmz+ (1 —m)y) = f (X”)

2

N

S+ 1Y)

%()\f(x) +(1- A)f(y)) + %(uf(:v) +(1- u)f(y))
= mf(z)+ (1 —m)f(y).

N

Nous allons maintenant montrer par récurrence sur ’entier n que ’on a l'inclusion :

D, = {2% | k € [[0,2"]]} C 9.

Lorsque n = 0, cette inclusion devient {0,1} C Z ce qui est vrai.
Supposons cette inclusion réalisée pour un certain entier naturel n.
Au rang suivant, soit k£ un entier entre 0 et 27+,

Si 'entier k est pair, de la forme k& = 24, alors :

k 14
2n+1=%€@ncg.

Si P'entier k est impair de la forme &k = 2/ + 1, alors en posant :

14 (+1
= — t = —
Qo 2ne 15} TR

on peut écrire par hypothése de récurrence — I'entier ¢ étant compris entre 0 et 2™ — 1 :
a € Y,et e D,

Or,
a—+p k

2 T 9n+l

et cet élément reste un élément de 2.
Il ne reste plus qu’a montrer que ’ensemble 2 est dense dans [0, 1].
Soit |p1, p2| inclus dans [0, 1].

On trouve un entier n € N tel que 2" > )
P2 — pP1

Il est facile de voir que ’ensemble &,, — et par conséquent 1’ensemble & — intersectera néces-
sairement l'intervalle |py, pof, -

Finalement, soit A € [0, 1]. Il existe une suite (\,),eny d’éléments dans & convergeant vers \.
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Pour tout entier n € N, on peut écrire :

f()‘nx + (1 - )‘n)y) < )\nf(x) + (1 - )‘n)f(y)

Par continuité de la fonction f, on peut passer a la limite dans cette inégalité, lorsque n tend
vers +00, ce qui donne immédiatement :

AETD.
Conclusion, 'ensemble 7 est égal a [0, 1] et la fonction f est bien convexe.

Exercice 31

n
La somme S = Z aj, est non nulle.
k=1
On peut alors considérer le barycentre GG de la famille de points pondérés ((Ak,ak) i k€

[[1,n]]>.

On utilise la relation de Chasles pour obtenir :
vk € [1,n], AM? = |A,G + GM|? = AyG? + GM? + 2<A_,ﬁ | GW)

On en déduit :

VMERQ, ZakAkMQZZakAkG2+SGM2+2 (Zakm | m) .
k=1 k=1

k=1

n
La somme Z ay - Akii est nulle, ce qui donne qu’en posant :
k=1

0= Zak . AkG2,
k=1

alors le point M est solution si et seulement si :
S-GM?* = —6.

Si § est du méme signe que S, il n’y a aucun point solution.
Sinon, ’ensemble des solutions forme le cercle de centre G et de rayon :

5
R=\/—3.

Exercice 32

On peut sans perte de généralité remplacer la fonction f par la fonction f — f(0) et donc
supposer dans la suite que f(0) = 0. Cela simplifiera un peu 'expression des dérivées a venir.
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Par le théoréme du prolongement de la dérivée, la fonction g étant clairement de classe C*°
sur ]0, 400, il suffit de montrer que pour tout n € N, la fonction g admet une limite finie en
0%, cette limite valant g(0) lorsque n = 0.

On considére donc un entier strictement positif n.

Sur |0, 400, on sait que :

n n _1\n—k n — k) n (k) T
g™ s Z ( . )f(k)(x)- ( 1)%%5”1 k) (_1)nn!Z(_1)kle(k)H.

k=0 k=0

Or, par la formule de Taylor-Lagrange, pour tout x > 0 et pour tout entier naturel %k, on
trouve ¢y, €]0, 2 tel que :

n—k ;
(k+1) O) ) pn—k+1
(k) () — SU0) 5 e
Jo@) ; T )
On note dans la suite a; = f9)(0) pour tout entier naturel j.
On en déduit pour tout z > 0 :

- C1\k [P 1\ n_kakﬂ‘. 1
> (D e = LV T et A@

k=0 k=0 1=0

avec (B(x) de limite ﬁ, lorsque z tend vers 0.
On repére dans cette expression le terme en — ou /¢ est un entier fixé entre 1 et n.
x

o1

Le terme associé a ") vaut :
T
- 1 1 (11
Api1_¢ X —1)kx = Qpi1 g X ——= X —1’“:(),
e kzzo( ) n+1—C—k)xkl " mr1-0) ;( k )< )

par le binéme dans R commutatif.
Finalement, la quantité ¢ (z) vaut :

g™ (x) = (=1)" nl Y (=1)"Bi(x)

quantité de limite finie égale a :

n

(10"l F0) xSV ey = 0 g 0 x ()

— (n—k+1)! n+1 —
n 1 n n n
= (-1 1 FID(0) x (074 = (=1)"*)
f1(0)
o4l

Exercice 33
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e Pour tout z € R, |1 + f/(x)| < 1, donc f/(x) < 0 : la fonction f est décroissante sur R.

e Pour tout z € R, |f(z)| <1 :la fonction f est bornee sur R, donc admet des limites finies
en =oo.

e On note £, la limite de la fonction f en +oo.

Pour tout n € N, par le théoréme des accroissements appliqué a la fonction dérivable f sur
[n,n + 1], on trouve ¢, €]n,n + 1] tel que f'(c,) = f(n + 1) — f(n), quantité tendant vers 0
en +oo.

De plus, lim ¢, = +o0o. En passant a la limite dans I'inégalité f%(c,) + (1 + f'(ca))* < 1,

n—>»—+00
on obtient 3 < 0, donc ¢, = 0.
e En appliquant de méme le Théoréme des Accroissements Finis sur [—-n — 1, —n], on trouve
que /= lim f(x)=

rT—r—00

e Conclusion, pour tout = € R, par décroissance de la fonction f :

0=/0_2> f(z) > ¢, =0,donc f(x)=

Exercice 36

X(X+1 )
1. Non en prenant par exemple P(X) = (%) vérifiant les hypothéses.
On peut remarquer par les polyndmes interpolateurs par exemple que nécessairement,

P(X) € Q[X].

2. On montre par récurrence la propriété

P(n) : «si g :Ja,+00[— R est une fonction C*°, pour tout = €la,+ool, il existe
0 € [0,1] tel que : A"g(x) = g™ (z + nb). »

> Lorsque n = 0, # = 0 convient immédiatement.

> Supposons Z(n), pour un certain entier n.

> Soit g :]a, +00[— R une fonction C*°. On pose h = Ag de sorte que h :|a, +oo[— R
est C™, puis A"h = A"Hg.

On fixe x €]a, +00.

Par hypothése de récurrence, il existe 6 € [0, 1] tel que :

A"h(z) = h™ (x + nd).

Or, ™ (x4 nf) = g™ (x + 1+ n@) g(” (x +nh). Le théoréme des accroissements finis
s'applique a la fonction dérivable g™ sur [z 4+ n#, x 4+ 1 4 nf], ce qui donne Pexistence
d'un y €]z +nb,x + 1 + nb] tel que :

g (xz + 14 nb) — g™ (z +nb) = g" I (y).
y—x .
En posant o = 1 alors a € [0,1] et y = x + (n+ 1)a, puis :
n
A g(z) = gD (2 4 (n + 1)a).
La propriété & (n + 1) est démontrée, ainsi que la question.
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3. > Si P(X) est constant, alors cette constante est un carré parfait N? et le polynome
constant Q(X) = N convient.

> Sinon, P prend des valeurs positives sur N et si 6.X¢ est son terme dominant, alors
b>0,puis lim P(z)=+oo.
Tr—>+00
Il existe a € R tel que Vz €]a, +oo[, P(x) > 0.
On va appliquer la question précédente a la fonction f : x —— /P(x) sur |a, +ool.

En posant § : g — (az — g(x + 1)), on remarque que A = § — id, puis par
commutativité de § et —id :

A" = (6 —id)" = i ( Z ) (—1)"Fs*.

k=0

Ainsi, pour tout n € N, pour tout p € N (avec p > a) :

2= (1) G0

k=0

Or, pour tout ¢ € N avec ¢ > a, f({) = \/P({) € N.
La quantité A™f(p), pour p entier dans |a, +00] est donc toujours un entier.
On note dans la suite ’ensemble G des combinaisons linéaires des fonctions de la forme
r — /F(x), ou F(X) € R(X) est une fraction rationnelle telle que Vz €la, 400,
F(z) > 0.
Si F(X) € R(X) est une fraction rationnelle ne prenant que des valeurs strictement
positives sur |a, +ool, alors :
F/

2VF
On remarque alors que le carré de (v/F)' est une fraction rationnelle dont le degré vaut
2deg(F") — deg(F) < deg(F).
Il devient alors clair que I’espace G est stable par dérivation, puis que si f € G, alors f
est une somme finie de termes de la forme \/F, donc [’ est une somme finie de termes
de la forme vH, avec F et H des fractions rationnelles et les degrés des fractions
rationnelles composant f’ sont strictement inférieurs aux degrés respectifs des fractions
rationnelles dans f.

(VEY

En dérivant suffisamment de fois, la fonction f(™ est composée de termes de la forme
V'F, avec chaque fraction rationnelle F' de degré strictement négatif. Dans ce cas,

lim f™(z) =0.

Tr—>+400

On trouve b €]a, +-o00[ suffisamment grand pour que Vo €]b, +oo, f™(z) €] — 1, 1[.
Par conséquent, si x €]b, 400, il existe 6 € [0, 1] tel que :

A"f(z) = f™(z +nb) € ZN] — 1, 1[= {0}.

La fonction A™f est nulle sur ]b, +o00].
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On termine en montrant par récurrence sur entier n l’assertion suivante 2(n) : « si
f € G vérifient A™f = 0 sur |b, +00], alors f est une fonction polynomiale au voisinage
de 400 ».

> Lorsque n = 0, A°f = f, et le résultat est immédiat.

> Supposons 2(n) vérifiée.

> Soit f € G telle que AT+ f = 0 au voisinage de +0o. On pose h = Af de sorte que
A"h = A"t f et h € G. Par hypothése de récurrence, la fonction h est polynomiale
au voisinage de +o00. On note d le degré de cette fonction polynomiale.

L’application A : Ryy1[X] — Ry[X] est surjective car Ker(A) est Ry[X] de dimension
un et le théoréme du rang fait le reste. On trouve donc un polynome R(X) € Ry 1[X]
tel que AR =h = Af.

La fonction g = f — R de classe C* au voisinage de 4o0 vérifie : Ag = 0 : au voisinage
de 400, g(z + 1) = g(z), donc g est 1-périodique au voisinage de +oo.

Or, la fonction g est dans l'espace G. La fonction g est donc une somme finie de temes
de la forme \ - VF, avec F fraction rationnelle ne prenant que des valeurs strictement
positives au voisinage de +o0.

A(X
En posant F'(X) = B((X))’ alors au voisinage de 400, F'(x) dispose d’un développement
asymptotique de la forme :
F(z) = Q(z) + o(1),
ol Q(X) est le quotient de A par B. Ainsi, en notant aX? le terme dominant de Q(X),
le terme \/F'(z) admet un développement asymptotique en +oo de la forme :

F(z) = vaz? (1 +R (é)) +0(1),

avec R un polynome tel que R(0) = 0.

On en déduit que la fonction g admet en +o00 un développement asymptotique qui est
une somme finie de termes de la forme 8 2™/2, ou 8 € R, m € Z, somme a laquelle on
rajoute un o(1).

Apreés simplifications, la fonction g admet une limite finie en 400, cette limite corres-
pondant a la limite du terme dominant (les termes en 2™/2 se suppriment tous lorsque
m > 0) de la forme 8 292 = 3, ou du seul terme en 0(1).

La fonction périodique g au voisinage de +oo admettant une limite finie en 400 est
donc une fonction constante en +o0o. La fonction f = R + g est donc polynomiale en
+o0, prouvant la propriété 2(n + 1).

Finalement, il existe a > 0 et il existe Q(X) € R[X] tel que :

Vo €la,+oo|, f(z) = Q(x).

On en déduit :
Ve ela, +ool, P(z) = f(x) = Q¥().

Le polynome P — Q? admet une infinité de racines, donc est le polynome nul : P = Q2.

On peut remarquer que le polynéme () ne prend que des valeurs entiéres en les entiers
naturels : le polynome () est a coefficients rationnels

Voici une autre solution plus simple :
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e distinguer les cas P constant ou non

e dans le cas P non constant, montrer que P(z) tend vers +o0o en +00
e poser [ = /P(-) de classe C* au voisinage de +00

| P,
montrer par récurrence sur n que f est de la forme Q—", avec P, et (), deux
n

polynomes et (deg(F,) — deg(@,,)) est une suite strictement décroissante

pour ng assez grand, lim f)(z) =0
r—>+00

e par récurrence sur p, pour tout n € N, A?f(n) € Z

e la suite (A™ f(n)) est une suite d’entiers convergeant vers 0 : elle est nulle & partir
d’un certain rang

la fonction f) g’annule une infinité de fois : le polynome P,, est nul et f(0) = 0,
puis f est polynomiale de degré strictement inférieur a ny.
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