Fewclle d ‘exencices u’ 6 : cornrigés

Exercice 2

La suite u converge vers 1.
En effet, sous ’hypothése, on peut écrire en renversant les inégalités :
2n+3

VneN, 1<u, < .
PEE S S o T

Le théoréme des gendarmes fait le reste.

Exercice 3

1. On trouve :

—14++5 1++v5
f@%:r¢¢:ﬁ+x—1:0<:>xe{&:——glcjf:— ;[}.
[’équation admet ces deux solutions.
2. On va montrer que la suite v = (v, )nen est déja bien définie.
On a ug # (5.

Si u,, # {5 pour un certain entier n et si par I’absurde, on a :
)

Up+1 = s,

alors f(u,) = f(¢3), puis :

2+u, 2440

On en déduit : (1 +u,)(2+ f2) = (1 + £2)(2 + uy), ou encore en développant le tout et

aprés simplifications :

u, = 5, ce qui est faux par H.R.
Conclusion, u, 1 # {5 et la suite v est bien définie.
Ensuite, en fixant un entier naturel n, on peut écrire :

o Flu) = (0
e Fun) — f(l)

11

o 2+41 2+Un

o1 1
2445 2+Un
2+ 4y

= X Up,.
2+ 0 "



2+,  3-— V5 c
3. La suite v est convergente de limite nulle et :

La suite v est géométrique de raison g = 10, 1[.

by — lov
1—v,
. . .. —14++v5
qui est une quantité convergente de limite ¢; = T\/_
De plus, pour trouver un équivalent de u,, — f1, on procéde aux calculs suivants :
ly — o)
u, — 61 _ ( 1 2) n
1—u,
ng-koo (61 - 62) X Un

n

ou vy et g sont calculables ...

Exercice 4
e La fonction sin laisse stable l'intervalle [0, 1], car :
Vo € [0,1], 0 <sinz < .

On en déduit que tous les termes de la suite u définie dans I’énoncé appartiennent a [0, 1]. De
plus, pour tout n € N, 0 < sinu,, = 4,11 < u,, donc la suite u est décroissante minorée par
0, donc convergente.

D’autre part, l'itératrice sin est continue, donc la limite ¢ de la suite u est un point fixe de
Iitératrice sin.

Une étude de la fonction z — sinz — z sur [0, 1] nous montre que la fonction sin n’admet
qu'un seul point fixe a savoir £ = 0.

La suite u converge vers 0.

Remarque : on peut établir un équivalent de u,, en utilisant des DL et Cesaro...

e Il est clair que tous les termes de la suite sont strictement positifs.
De plus, pour tout n € N,
0 < Upi1 = upe " < uy,.

La suite u est strictement décroissante et minorée, donc converge vers une limite ¢ telle que :
0= tle "

Ainsi, soit ¢ = 0, soit £ # 0 auquel cas 1 = e~ ¢, conduisant invariablement & ¢ = 0.
La limite est nulle.

1
e La quantité u; = —— est dans l'intervalle [0, 1] = I.
Chlug



1
De plus, l'intervalle I est stable par l'itératrice f : x — T Tous les termes de la suite u
chx
appartiennent a I.

D’autre part, la fonction f est dérivable de dérivée :

On en déduit :
Vz € 0,1], |f/(a:)| < |thl]=C < 1.

L’itératrice f est contractante sur [0, 1].
D’aprés le théoréme du point fixe, la fonction f n’admet qu’un seul point fixe ¢ sur [0, 1] et la
suite u converge vers ¢ avec de plus une inégalité du type :

VneN, |u, — €] < C" |ug—{.

La limite £ n’est pas calculable explicitement. On pourrait montrer [un peu difficile ...| que la
limite fest un nombre irrationnel.

Exercice 5

1. Les suites u et v convergent vers 3 et 2 respectivement.
En effet, pour tout n € N, on a les encadrements :

Le theoréme des gendarmes fait le reste.

2. La suite u converge.

On note :

fl = lim U, EQ = lim U2n+1 et 63 = lim U3y, -
n—->+00 n—s+o00 n—>+00

Il suffit de montrer que ¢; = /5.

On remarque que la sous-suite (ug,)nen est & la fois une sous-suite de (ug,)nen et de
(usn)nen- Cette sous-suite converge a la fois vers ¢; et vers /3 et par unicité de la limite,

61 - 63.

De la méme fagon, la sous-suite (ug,13)nen est & la fois une sous-suite de (to,11)nen €t
de (ugn)nen. Cette sous-suite converge a la fois vers {5 et vers {3 et par unicité de la
limite,

EQ = Eg.

C’est terminé.

Exercice 6



1. Soit n dans N*,
On voit que :

ui+1=1+\/2+\/3+-~-+\/n+1,

avec n racines carrées.
De plus,

B

14+ u,vV2 = 1+\/2+ \/2+ 34+

= 1+\/2+\/8+4 3+
— 1+J2+\/8+\/48+16 A4+

— 1+\/a2+\/a3+-~-+\/m,

]

]

avec ay = (k — 1) x 227, car Dentier a;, provient de lentier (k — 1) multiplié par le
facteur 2 qui a traversé (k — 2) racines carrés.
Une récurrence facile montre que :

Yk =2, ap >k,

et par croissance de la fonction t — /£, on a ce qu'il faut.

2. Soit n dans N*. En remplacant le dernier n dans I’expression de u,, par n++/n + 1, on
obtient u, 1 qui est donc une quantité supérieure ou égale a u,, par croissance de la
racine carrée.

On en déduit :
Vn € N*, 0<ui<ui+1<1+un~\/§.

On introduit le polynome :
P(X)=X?>—-XV2—-1,

de racines :
V246
-

a:@etb

On en déduit :
VeeR, Plz) <0 < z € |a,b)].

Or, pour tout n € N*, P(u,) < 0.

La suite croissante u est majorée par la racine b : la suite u converge.



Exercice 7

On remarque déja que par récurrence portant sur 1’assertion :
P(n):«a, =20et b, >0»

que les suites sont bien définies.

Ensuite, pour tous réels « et [ positifs, on remarque que :

V(Ozﬁ) [O+ 2 O‘_'_B \/7 \/__\/7>
On en déduit que pour tout n € N,
Upy1 = bpy.

D’autre part, pour tout n € N,

b, —a
Qpy1 — Ap = n2 n<0

et :
bt = bn = V/bn X (Van — \/by) =

La suite A = (ay,)nen+ est décroissante alors que la suite B = (bn)neN* est croissante.

La suite A est minorée par b; et la suite B est majorée par a;. Les suites A et B convergent
vers des limites notées respectivement /4 et (p.

On peut maintenant passer a la limite lorsque n tend vers 400 dans I’égalité :

an + by,
2 )

Apt1 =

la+Up

pour en déduire : 4 = et donc finalement /4 = /.

Exercice 8

1. Pour tout k£ € N* :
k(k+1) =k +k < k> + k* = 2k> < 2k°.

2. On note S,, la somme proposée. Il s’agit d’'une somme télescopique en décomposant en
éléments simples. On trouve :

1
n+4+1’

VneN*, S, =1-—
de limite 1.

n
1
3. On note T,, = Z R
k=1
La suite 7" ainsi définie est croissante et :

“ 2 2
vn e N*, T, < — =2 < 2.
neN kz:;k:(k:+1) n+1

La suite T est croissante et majorée, donc converge.
Remarque : la limite est traditionnellement notée ((3) et est un nombre irrationnel
[démonstration difficile...].




Exercice 9

1. Soit n dans N. On note :
An:{uk; k}n}.

L’ensemble A,, est non vide, inclus dans R et borné. Cela suffit & répondre a la question.

2. 1l est clair que A,;; < A,. La quantité v, minore A,, donc également A, ,; et par
maximalité du minorant v, :
Un, < Un+1-

De méme, la quantité w, majore A,, donc A, et par minimalité du majorant w,, 1,
Wn41 < W, -

La suite u est minorée par m et majorée par M. Ainsi, pour tout n € N, le réel m
minore A, et le réel M majore A, :

VneN, m<v, <w, <M.

Conclusion, les suites monotones v et w sont bornées donc convergent.

3. On note /1 et {5 les limites respectives de v et w.
Si /1 = {5, alors comme pour tout n € N, u,, € A,,, on a :

Un <un <wn

Le theoréme des gendarmes fait le reste.
Si la suite u converge vers /£, soit € > 0.

Il existe un rang ng tel que :
Yn>ng, £ —e<u, <l+e.
Autrement dit, pour tout n > ng, on a :
A, Cll—el+eg]

Par conséquent,
{—e<v, <w, <l+e.

En passant a la limite dans ces inégalités, on obtient :
f—ngl <f2<f+€
On peut maintenant faire tendre € > 0 vers 0%, ce qui donne :

=1 =l

Exercice 10



1. Six #0, alors :

2. Si z = 0, alors chaque facteur vaut 1 et le produit vaut 1 : la suite considérée est
constante égale & 1, donc converge vers 1.
Si x # 0, on utilise la question précédente, ce qui donne :

. = fla(2)

2n+1
1 sh(2x)
TG

Or, la fonction sh est dérivable en 1 et sh’'(0) = 1, donc :

i S .
u—>0 u
Ainsi,
T Ef_”) ~1,
n—too (57)
ou encore :

lim 2" x sh (i) = 7.

n—s+00 2m
On en déduit que la quantité P, converge vers :
sh(2z)
2¢

lorsque n tend vers 4o0.
Exercice 11

1. Par récurrence facile, on montre que tous les termes x,, appartiennent a [0, 1].

est continue et croissante sur intervalle I =

Ensuite, la fonction f : z ——

[0,1], qui est stable par f : la suite récurrente (x,),en est monotone. On voit que
xr1 > g : la suite est croissante, majorée par 1, donc convergente vers un point fixe de
I'itératrice continue f.
La résolution de I’équation f(¢) = ¢, améne a :

147

1
5 =/, donc 1+ ¢ =20 et donc ¢ € {—5,1}.

Seule la valeur ¢ = 1 appartient a [0, 1] : la limite est ¢ = 1.
La suite (z,),en est croissante, convergente vers 1.

7



2. On pose pour tout n € N,
T
6, = arccosx,, € [0, 5] )

Soit n dans N. Alors,
2xfl+1 — 1= x,, donc 2 cos? 0,11 —1=rcosb,
et donc :
cos(20,,11) = cos(b,,).

On en déduit que :
20,41 = £ 0, [27].

On écrit :
20,11 =€ - 0, + 2k,

avec ¢ = *+1 et k dans Z.
T
Les angles 6,1 et 6, sont positifs et compris entre 0 et 3 On en déduit que :

3T

. . 3 : . :
Nécessairement, ’entier k est nul car |k| < 1 et k est entier. Il vient ensuite € = 1.

On en déduit que les angles 6,, vérifient pour tout n € N :

T 0,
90:§et0n+1:§.
Alinsi,
WneN, 6, = —
neN, by =

On pose maintenant pour tout NV € N :

N
1+,
Py = .
v=11—
n=0
. . sin(26)
On a successivement pour tout N € N, en utilisant cosf = Y 5ind pour les angles
sin



ee]o,

ro |

N

2

PN = H'rnJrl
n=0

N+1 2
= H cos 9n>

n=1
N+1 . 2
B H sin(26,,)
N 2sind,
n=1
N+1

2
B H sin(6,-1)
N 2sind,

n=1

i sin ‘90 2
 \2N+lsinfy 4

TN\ -2
_ (oN+1 o S
= (2 ><s1n2N+2> ,car sinfly =1

-2
SN+ (1+ o(l))) , car sinu = u(1 4 o(1)) au voisinage de 0

= (14 0o(1)) , lorsque N tend vers +oo.

La suite des produits (Py)yen converge vers :

+oo

T2

n=0

Exercice 12

1. On note U,, I’ensemble des nombres entiers a n chiffres significatifs, sans séquence
« 13 ».

On fixe n dans N.

Choisissons un élément N = aq - - -a,41 de 'ensemble U,,,, avec I’entier N de chiffres
A1, 5 Q-

Rajoutant a droite de cette écriture un chiffre ¢ entre 0 et 9 pour former I'entier :

M =10N+c=ay---ani1c.

Il y a exactement u,,, fagons de choisir un tel entier NV puis 10w, facons de choisir
un tel entier M.

Parmi toutes ces facons, il y a des entiers M qui appartiennent a 1’ensemble U, o et
tous les éléments de U, 1o peuvent étre décrits de cette facon et il y a des entiers M qui
n’appartiennent pas a I’ensemble U, 5.



Ces derniers entiers M présentent donc une séquence « 13 » qui ne peut étre que tout
a droite.

Cela signifie que a,,; valait 1 et que le chiffre rajouté c¢ valait 3. Il y a autant de
tels nombres M que de facons de choisir les chiffres aq,--- ,a, sans séquence « 13 »,
c’est-a-dire u,, possibilités.
On vient de montrer que :;

10Up11 = Upio + Up.

. On est en présence d’une suite récurrente linéaire d’ordre deux.
Le polynome caractéristique P(X) = X? — 10X + 1 admet deux racines :

q1,2 = 5+ 2\/6
On obtient 'existence de deux constantes a et b telles que :
VneN, u, =aq’ +bgy.

Les constantes a et b vérifient le systéme linéaire :

a+b=1
aqi +bgz =9

On peut tout calculer ...
Exercice 13

. Question a savoir refaire absolument !!

On suppose que la suite u converge vers £. On pose pour tout entier n > 1, a,, = u,, — ¢,
quantité de limite nulle, lorsque n tend vers +oc.

On remarque que :

_ — — 1 <&
PV (EL EICED ESHEIUET I S o
k=1

- n
Soit € > 0.

Il existe un rang ny € N* tel que :

\V/TL > No, |an| <

[N Q)

n

Soit n > ng un entier. On découpe la somme E ar en deux ce qui donne en posant la
k=1

10



no—1

constante : C' = Z lag| :

k=1
1 no—1 1 n
_ < = -
o=l < =3l + = > el
k=1 k=ng
C 1 &z¢
g _ _ _
n o n 2
k=ng
C — 1
_ _+E % (n n0+ )
n 2 n
< C n €
S on 2
Or,
C e
lim —+-==-<g¢g,

donc il existe un rang n; > ng tel que :

¢

vn}nla +
n

DO ™

Conclusion, pour tout entier n > nq, on obtient :
lop, — €] < e.

. Supposons la suite u croissante.

Supposons par ’absurde que la suite u ne converge pas. Alors, la suite u diverge vers
+00.

On va montrer que la suite v diverge aussi vers +o00.

En effet, soit M > 0.

Il existe un rang ny tel que :

Vn > ng, u, > M + 1.

Soit n > ng un entier. On découpe encore la somme en deux, ce qui donne :

1 no—1 1 n
Uy = gZukjLﬁZuk
k=1 k=ng
é . 1 ~ no—1
> —+ (n=m+1) X (M +1) , en posant la constante C' = Z Ug.
n n —

La quantité de droite tend vers M +1 lorsque n tend vers +oc. Il existe un rang n; > ng
a partir duquel la quantité de droite est supérieure a M.

Conclusion, pour tout n > ny, v, > M.
Lorsque la suite u diverge vers 4oc0, alors la suite v aussi ce qui suffit & montrer la
réciproque.

11



3. On pose w,, = Up11 — Up.
Alors, par Cesaro,

Or, la somme est téléescopique ce qui donne :

li X (U, — =1.

On en déduit :
Uy — Uy = n + o(n), puis u, =n + o(n).

4. Non. Prenons
u, =n+ (—1)"

Alors, u, , ~._ n mais la quantité u,; — u, est divergente.
Exercice 14

On suppose par I'absurde que la famille (u,),ez n’est pas constante.
Il existe p € Z tel que u, # Upt1.
On distingue deux cas :
e premier cas : U, < Upi1
Par hypotheése, en posant pour tout n € Z, a,, = w11 — u,, alors :

Up+1 — Un 2 Up — Up—1, donc Ap—1 < Q.

La famille (ay,),ez est croissante et a, > 0.
Ainsi, pour tout entier n > p,
(p 2 Q.

Il est alors facile de montrer par récurrence que :
Vn = p, u, —up, = (n—p) - ap,
I’hérédité se faisant par :
Upi1 — Up = Gy + Uy —Up = ap+ (R —p)-ap = (n+1—D)-a,.

Comme lim (n —p)-a, = 400, alors lim wu, = +oo contredisant le caractére
n—>-+oo n—>-+oo

majoré de la famille.
e deuxiéme cas : u, > Upi1
On sait alors que pour tout entier n < p,

ap < Ap.
Il est alors facile de montrer par récurrence descendante que :

Vnép, un_up>(n_p)'ap’

12



I’hérédité se faisant par :
Up—1 —Up = —Ap_1 + Uy —Up = —ap,+ (N —D)-a,=(n—1—p)-a,.

Comme lim (n —p)-a, = 400, alors lim wu, = 400 contredisant de nouveau le
n—s—oo n—r—oo

caractére majoré de la famille.
Quoi qu’il arrive, on aboutit & une contradiction.

Exercice 17
1. Soit n € N. On écrit :
w/4
U1 — Up = / tan"t x (tant — 1) dt <0,
0

car l'intégrande est négative.
2. On obtient :

m/4 tan™t14)7]1 1
Up + Upio = / tan"t x (1 + tan®t) dt = an™"’ t) = :
0 n+1 |, n+l
3. On en déduit pour tout entier n > 2 :
n—+2 2 2 n—1

On obtient ’encadrement suivant :
n < o n
— < nu —
2n(n+1) =" T 2(n—1)
Le théoréeme des gendarmes montre que :

1 1
lim nu, = —, puis u ~ —.
n—>+00 " 2, p oo 2n

Exercice 18

1. Soit n € N. La fonction f, : z — 2% + nx — 1 est dérivable sur [0, 4-o00[ de dérivée :
fhix— 3% +n.

Cette dérivée est strictement positive sur |0, +00|. La fonction f,, est strictement crois-
sante sur [0,4o00] et réalise une bijection continue strictement croissante de [0, +00]
Vers :

[fn(0) = =1, lim f,(z) = +4oo[.

Tr—>400

L’équation f,(z) = 0 admet donc bien une seule solution positive.

13



2. Soit n € N. On en déduit :
fora(zn) = 2} + (n+ Vg =1 = (@) + 20 = 20 = 0= frp1(Tni1).
Par stricte croissance de la fonction f, 1 sur [0, +o0o], on obtient :
Tntl K T

La suite est bien décroissante.
3. La suite est minorée par 0, donc converge.
La suite est bornée donc :

1—-23 01
Vn e N, g = 2% 2O gy
n n
La suite converge vers 0.
4. On obtient un équivalent simple :
1—a3  1+0(1) 1
Tp = = ng-koo -
n n n
Exercice 21
72
1. La fonction f: x +— 5~ |sinx — x| est paire.

Il suffit de montrer que la fonction f est positive sur [0, +ool.
On sait que pour tout réel x positif, on a :

sinx < x.

Ainsi, pour tout z € [0, 4+00], on a :

2

f(x) = % — x +sinz.

Cette fonction est deux fois dérivable et :
flix——x—1+cosz, puis f":x+——1—sinz > 0.

La fonction f’ est donc croissante sur U'intervalle [0, +oo[ et comme f/(0) = 0, alors la
fonction f’ est positive sur cet intervalle. La fonction f est croissante sur [0, +oo] et
commme f(0) =0, on a ce qu’il faut.

k
2. Soit n = 1 un entier. On applique 'encadrement précédent a x = —, ce qui donne :
n

k1 k? N[k "k 1K
mos < Sm () <Y m gy
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
Or,
"k an+1) 1 k2 am+1)(2n+1) 1
— n? 2n2 2+O( )e ;n‘l n* n o(1)

On peut appliquer le théoréme des gendarmes pour avoir que la suite (S,,),en+ converge
1

vers —.
2

14



Exercice 24

On pose la fonction :
10,1 — R
r +—— z—Inx

f:

La fonction f est dérivable de dérivée :
, 1
flfie—1——<0.
x
La fonction f est strictement décroissante sur 'intervalle |0, 1[. De plus,

IE}I&+ f(x) =400 et zlinlf(:c) =1,
donc la fonction f induit une bijection strictement décroissante de |0, 1] vers |1, 4o00].
Pour tout entier n > 2, alors n €]1,4+00] et le seul nombre z,, solution de I’équation proposée
est :
z, = fH(n).
La fonction f étant strictement décroissante, il en est de méme de la fonction réciproque f=1:
la suite (x,) est strictement décroissante, minorée par 0 donc convergente.
On note ¢ la limite.
La limite ¢ est nulle. On peut le montrer de deux maniéres différentes.
e Comme lim f(z)= 400, alors :
z—0t

lim f'(z) =0,

r— 400"
donc :

lim =z, =0.
n—-> -400

e Si I’on suppose ¢ > 0, alors par décroissance de la suite (x,), on a :
0< i<y <.
La fonction f étant continue en ¢, on peut écrire :

lim f(x,) = f(£).

n—s—4o0o0 "

Or, pour tout n € N, f(z,) = n quantité censée tendre vers +oc.
Conclusion, la limite ¢ ne peut étre strictement positive : la limite ¢ est nulle.

On s’attaque maintenant au développement asymptotique. (en abrégé : D.A.)
Pour tout entier n > 2, on va utiliser Inz,, = —n + z,,, donc :

T, = e "t

On en déduit :

15



On a déja le premier terme dans le D.A.
On réinjecte dans la formule encadrée I'information que I’on vient d’obtenir, ce qui fournit les
calculs suivants :

x, = e—n—f—e*”—l—o(e*”)
— e x (ee_”Jro(e_”))
= e"x (1+e™+o(e™), care" =1+ h+o(h), quand h — 0

e " e 4 ole” ).

On dispose donc d’un développement asymptotique & deux termes. On pressent que derriére
le o(e™2") se cache un terme en &(e=3")...

Exercice 25

1. On fixe un entier naturel n. On considére la fonction :
R — R
fn: 1

r — Chx—nx—§

La fonction f, est dérivable sur l'intervalle R et :
fr & — shz —n.

On pose dans toute la suite :
a, = argsh(n).

On a alors le tableau de variations :

X —0o0 A, +00
fu(@) - 0 4+
falz) | 00 N\ fala,) ~ +o0

On peut simplifier f(a,), en utilisant la formule de « cours » :

Vo € R, ch(argsh(z)) = v1+ 22

16



On obtient donc :
1
fla,) = ch(a,) —na, — 5

= \/1+ai—nan—%

= —na,+o(na,)

de limite —oo.
Il existe donc un entier ng assez grand pour pouvoir écrire :

Vn = ng, f(a,) <O0.

Pour tout entier n > ng, le théoréme des valeurs intermédiaires couplé aux variations
de la fonction f,, montre que I'équation f,(z) = 0 admet exactement deux solutions
Tn < Yn.

On peut aussi calculer plus « tranquillement » :

fn(l) =chl —n — %
Il existe un entier ny tel que :
far (1) <0.
La valeur minimale de la fonction f,,, pour n > n; est inférieure & f,,(1) < f,,(1) < 0.
Le tableau de variations montre que l'équation f,(z) = 0 admet exactement deux
solutions.

. Dans un premier temps, on essaie d’encadrer x,, et y, pour y voir un peu plus clair.

1
Pour n assez grand, f,(1) < 0 = f,(z,), donc z,, < 1. De plus, f,(0) = 5> 0. La
fonction f,, admet un point d’annulation entre 0 et 1, et il s’agit de z,, car z,, < 1 < a,,.

Alinsi, pour n assez grand,
O<zx, <1

D’autre part, pour n assez grand,
Qn < Yn-

Fixons maintenant un entier n assez grand.
On utilise la méthode habituelle en déterminant le signe de f,,11(z,).
Alinsi,
fos1(zn) = chx, —(n+1) x, — =
= fn(xn) — Tn

= —z, <0.

On en déduit :
fn+1('rn> <0= fnJrl(anrl)'
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La fonction f,1 est strictement décroissante sur | — o0, a,1], donc strictement décrois-
sante sur |0, 1[. Or, x,, et x,,1 appartiennent & |0, 1[, imposant :

Ty > Tptq-

La suite (z,) est strictement décroissante.

On s’occupe maintenant de y,, et y,41 :

Jnt1(Un) = Yn <0 = frs1(Yns1)-

Il est impossible que vy, soit supérieur ou égal & vy, car dans le cas contraire, comme
any1 < Yny1 et comme la fonction f, 41 est strictement croissante sur [a, 1, +00], alors
on aurait :
Apt1 < Ynt1 S Yn
et donc :
.fn-l—l(yn—i—l) < fn+1(yn)7

ce qui n’est pas le cas.
Conclusion, y,, < y,+1 et la suite (y,,) est strictement croissante.

. On s’occupe du D.A. de x,.

On va utiliser I’égalité suivante :

La suite (z,) converge vers 0.
On réinjecte dans la formule encadrée ce qui donne :

1 1)—1
- + o(1) 2:i+o(l>'

n 2n n

Pour avoir le terme suivant, on va utiliser le développement limité :

72
chm:1+?+0($2), *

lorsque x tend vers 0.
On démontre déja cette formule en ayant recours pour l'instant a des subterfuges plus
ou moins emprunts a la trigonométrie hyperbolique ...

On utilise :
Vh € R, ch(26) — 1 = 2sh?f.
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D’autre part,

h
im 20 _ (o) = 1,

0—0 @

donc :
sh(f) =60+ o(0),

lorsque 6 est proche de 0.
On obtient alors :

chr —1 = 2sh? (g)
- 23 reto)

On obtient bien la formule % donnée ci-dessus.

On revient au D.A. de z,, :

Ceci est le D.A. & deux termes.

e En ce qui concerne y,,, on utilise

edn + e Yn
Ch<yn> = 2 )
puis :
e e =2ny,+1
et donc

e =2ny, +1—e "

On va donc utiliser la formule suivante :

Yp = ln(2n Yn +1— e*y">.
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On sait que y, tend vers 400, car a, <y, et lim a, = 4o0.
n—>-4o0o

Ainsi :

Yn = ln<2n Yn X (14 o(l)))
= In(2n) +Iny, + In(1 +o(1))
= In(2n) +Iny, + o(1).

Par les croissances comparées, comme ¥, tend vers 400, alors :

ln(yn) = o(yn)’

puis :
Yn — In(y,) = In(2n) + o(1),
et donc :
Yn X (1 +0(1)) =In(2n) x (1 +o(1)).
Conclusion :

Yn = 1n(2n) x (1 + o(1)).

En définitive :
Yo =Inn+1In2+o(lnn) =Inn+ o(lnn).

On réinjecte dans la formule encadrée, ce qui donne :

Yn = In(2n y, x (1+0(1)) + G(1))
= ln<2n Inn x (1+ o(l)))
= Inn+In(lnn) +1In2+o(1).

On obtient ainsi en fait un développement asymptotique a trois termes pour v,,.
Exercice 27

. Soit n € N*. On définit la fonction :

£ 10,400] — R
" x — z"+x—1"
La fonction f, est dérivable de dérivée :

flizr—na™ !t +1>0.

La fonction f,, induit une bijection strictement croissante de |0, 4+oo[ vers | — 1, +-o0.
On voit alors que z,, = f, }(0) est la seule solution & I’équation proposée.
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2. Soit n dans N*.
Comme d’habitude, on étudie le signe de f,11(z,).
On a successivement :

fnJrl('rn) = 'TZJrl + Ty — 1

n+1
n

= o —an , car fp(x,) =0

= ' x(z,—1)<0.

Ainsi,
fn+1('rn> <0= fnJrl(anrl)u

et la stricte croissance de la fonction f, 1 implique :
Tp < Tpgq-

La suite (2, ),en+ est strictement croissante.
Comme elle est majorée par 1, elle converge vers une limite ¢ < 1.
Supposons par l'absurde que la limite ¢ ne soit pas égale a 1. Alors, [{| ={¢ < 1 et :

0< 2, </l donc0<z <" =0o(l).

Par le théoréme des gendarmes, la quantité z]' tend vers 0 et le passage maintenant
autorisé dans 1’égalité :
xy+x,—1=0,
donne :
0+¢—-1=0,
rentrant en contradiction avec le fait que la limite soit différente de 1.

En définitive,

lim =z, =1.
n—>-+o0o

3. Le calcul de I’équivalent nécessite pas mal d’initiative...

On pose dans la suite :
hy,=1-—x,

de limite 0.
Ainsi, x,, = 1 — h,, et donc :
(1 —=hyp)" = hy.

On prend le logarithme ce qui donne :
n In(l—hy,) = Inh,.

On multiplie le tout par (—1) pour manipuler des quantités strictement positives pour
reprendre le logarithme une deuxiéme fois, ce qui donne :

1n(—n1n(1 . hn)) = In(—1Inh,).
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On a ensuite :

In(—n x (—ha) x (L4 (1)) = In(~Inh,),

et donc :
Inn+Inh, +o(l) =In(—Inh,) =o(Inh,),

par les croissances comparées.

Par suite,
Inh, =—Inn x (1+o(1))
et donc :
nxhy, ~ _ —Inh, ~. _ Inn.
Finalement,
Inn Inn

Exercice 28

. Soit n > 3 un entier.
L’application f, : x — e€* — nx est dérivable sur R de dérivée :

flix—e" —n.

La fonction f, est donc strictement décroissante sur | — 0o, In n|, puis strictement crois-
sante sur I'intervalle [Inn, +oo.

D’autre part,

lim f,(z) =400, lim f,(z)=+occet f(Inn)=n(l—1Inn) <O0.

T—>—00 Tr—>400

Ceci termine la question par le tableau de variations de la fonction f,.

. Soit n > 3 un entier.

Avec les notations ci-dessus, comme f,,(0) =1 > 0 et f,(1) = e —n <0, la fonction f,
s’annule sur ]0, 1] : le nombre a,, doit étre strictement positif.

D’autre part,

fn+1<an) =" — (n + l)an = fn(an) —ap = —a, <0= fn+1(an+1)-

La fonction f,,1 est strictement décroissante sur |0, 1] car |0, 1[C] — oo, In(n + 1)].

Nécessairement, a, 1 < a, et la suite a est strictement décroissante. De plus, elle est
minorée, donc elle converge.

Pour terminer avec la suite a, la suite a est bornée par 1 donc :

etn M 0(1)
n

L )

n n

Qy =
La suite a converge vers 0.
Pour la suite b, on procéde de la méme facon.
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On peut écrire :
far1(by) = €™ — (n 4+ )b, = fru(by) — by <0 = fry1(bns1)-
Il est impossible que b, soit strictement supérieur a b, car sinon on aurait :
In(n+1) < bpy1 < by,

mais la fonction f,,,; est strictement croissante sur [In(n+ 1), +o0o[. on aboutirait & une
contradiction.

Donc, b, < b, et la suite b est croissante.

Comme b,, > Inn, pour tout entier n > 3, il est clair que la suite b diverge vers +oo.

. ® On s’occupe de la suite a avec la formule :

etn
Vn >3, a, = —.
n

On obtient successivement par les développements limités :

o DL (1Y,

n n n

Ensuite,

1+140(L)y 1 1 1

Ay = =—-—4+—+4o0 5 >

n n  n? 2

et enfin :
T R 1
o ehedeie@) 1,1 3 (1
n n  n? 2n3 n3

e Pour la suite b, on utilise la formule :
Vn >3, b, = In(nb,) = Inn + In(b,).
Par les croissances comparées, on obtient :
b, —In(b,) = Inn, donc b, + o(b,) = Inn,

puis :
b, X (1 4+0(1)) =Inn et donc b, =Inn x (1 +o(1)).

On réinjecte, ce qui donne :
b, =Inn+In(Inn) +In(1 +o(1)) = Inn + In(lnn) + o(1).

On réinjecte une derniére fois, ce qui donne :

b, = Inn+In (lnn x (1 + lnl(jlnnn) +o (ml(lllnnn))»
In(nn) (M) .

nn Inn

= Inn+In(lnn) +
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Exercice 29
1. Soit n > 2 un entier. On étudie la fonction :

fo:x— "+ 2% —n.

Cette fonction est deux fois dérivable de dérivées :
frix—e"+2xet flix— "+ 2.

La fonction f] est strictement croissante sur R.

De plus,
fi(-=1)=et—=2<0et f/(0)=1>0.

La fonction f; s’annule en une seule fois a avec :

—1<a<0.

La fonction f, est strictement décroissante sur | — 0o, ] et est strictement croissante
sur [ay, +00l.
On obtient les limites :

lim f,(x)=+occet lim f(z)=+o0.

T—>—00 T—>+00

Enfin, f(0)=1—-n <0.

Par le tableau de variations, I’équation f,(z) = 0 admet exactement deux solutions
Uy, < Up.

D’autre part, comme f,(0) =1 —n < 0, alors :

U, < 0 < v,.

2. Soit n > 2 un entier.
e Pour la suite u, on utilise :

foar(un) =€ +ul —n—1= fo(u,) —1=—-1<0.

On en déduit que u,, €Juyi1, Vyr1]-
Nécessairement,
Up, > Up41-

La suite u est strictement décroissante.
Si la suite u convergeait vers ¢, alors en passant & la limite dans ’égalité :

et +ufl =n,

on obtiendrait : et + ¢ = 400, ce qui est absurde!
La suite u diverge vers —oc.

e Pour la suite v, on procéde de méme.
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Soit n > 2 un entier.

On peut écrire :
fori(vn) =€+ —n—1= f,(v,) —1=-1<0.

Ainsi, v, €Uy, Upyt| €t :
U < Un+1-

La suite v est strictement croissante et pour les mémes raisons que précédemment, la
suite v ne peut converger donc diverge vers +oo.

. o Pour la suite u, on utilise la formule :
2 _ u _ \/7
Vn > 2, u;, =n—e"", donc u, = —/n — e¥r.

On obtient :

AT = —vaito(l)

puis en réinjectant :

Uy, = —\/n—e_\/ﬁ‘f'o(l)
1
= — nx(l——xe‘/ﬁx(l—i—o(l)))
n

(1= = ()
= —vnx|1-— + o0
2n n

()

1
2

e Pour la suite v, on utilise la formule :
Vn > 2, v, = In(n —v?).

En effet, comme e’ = n — v?, il est nécessaire d’avoir :

n—v2 > 0.
On en déduit :
0 < v, =In(n —v?) <Inn, donc v2 = o(n).
Ainsi ,
2
G ( %))
n
o(n . )
= Inn+In , par les croissances comparées
= Inn+o(1).
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On réinjecte, ce qui donne :

2 2
- ln(nx(l—ln n + o(ln n)))
n
In? In?
= 1nn+1n<1— nn+o<nn))
n n

In’n (lnzn)
= Inn— ——+o | ——.
n

n

Exercice 30

1. La suite u est bornée. Il existe une extractrice ¢ : N — N telle que la sous-suite
(Up(m))nen soit convergente de limite .
La suite w = (Vy(m))nen est encore bornée. Il existe une extractrice ¢ : N — N telle
que la sous-suite :
(Wen) = Vgoy(n) Jnen
soit convergente de limite ¢'.
On pose l'extractrice p = @ o 1.
La sous-suite (v, )nen converge vers (' et la suite (u,(m))nen est une sous-suite de la
suite convergente (ty(m))nen. Cette sous-suite (u,y(m))nen reste convergente.

L’extractrice p : N — N répond a la question.

2. Supposons que la suite (|z,|)nen ne tende pas vers +oc.
On en déduit la négation de I'assertion suivante :
«VYM >0, Ing € N, Vn = ng, |z,| = M ».
Par conséquent, on peut écrire :

M > 0, Vng € N, In > ng, |z, < M.

Choisissons un tel réel M > 0.
L’ensemble 2 = {k: e N |z < M} n’est pas majoré donc est infini.

On peut choisir une extractrice ¢ : N — N telle que :
9 = {go(k) ; ke N}.

La suite v = (2y(n))nen est donc bornée par M. Elle admet une valeur d’adhérence ¢
selon une sous-suite (Vy(n))nen-

Comme lim vy, = ¢, alors :
n—+00

JAm oy = V| = 0.
Il existe un rang n; a partir duquel on a :

|U¢(n+1) — U¢(n)| < 1.
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En prenant p = ¢(p(n; + 1)) et ¢ = ¥ (p(ny)), alors p > ¢ et :

|2p — 24| = |U¢(n1+1) - U¢(n1)| <1,

contredisant ’hypothése de I’énoncé.

1. (a)

Exercice 33

L’ensemble considéré contient évidemment au maximum n éléments. Si 1l <7 < j <
n sont deux entiers vérifiaient {ia} = {ja}, alors :

(i — ja = ia — ja = (Lia] + {ia}) = (Lja] + {ja}) = lia] - ljo] € Z.

On en déduit que le nombre (i — j)« est un entier m puis :

a = € Q, ce qui est exclu par hypothése.

t—1J

Tous les éléments {ka} décrits dans I’ensemble sont différents lorsque ’entier k
varie.

Il y a bien exactement n éléments a cet ensemble.

On partitionne I'ensemble [0, 1] en n « tiroirs » :

[m: |:T7m+1|:7
n n

lorsque l'entier m varie de 0 a (n — 1).
On dispose les éléments {ka} appartenant a [0, 1] dans ces tiroirs.
Il y a deux configurations possibles :
e soit I'un des éléments {ka} rentre dans le tiroir I,.
Dans ce cas, en posant ¢ = |ka]J, on obtient :

{ka} =ka—qe€ {O,%[,

et la quantité ka — g ne peut étre nulle car le nombre « est irrationnel.

e soit aucun élément {ka} ne rentre dans le tiroir I et les n éléments {ka} sont
a ranger dans (n — 1) tiroirs Iy, -+, I,,_1.
L’un des tiroirs ,, recoit au moins deux éléments {ka} et {¢a}, avec k < £ deux
entiers entre 1 et n.
On pose p = — k puis ¢ = [la| — |ka] € Z de sorte que :

pa—q= <€a — LEaJ) - <ka - Lkaj) = {ka} — {la}.

1
La distance séparant ces deux parties décimales est strictement inférieure a —.

n
On en déduit que I’élément non nul pa — ¢ appartient a :

4l
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Quoiqu’ill arrive, on trouve un élément de o7 convenable.
(c) L’ensemble 7 est clairement stable par addition.
Soient a < b deux réels.
Soit n un entier suffisamment grand pour que :
0< = <b-—a.
n
Par la question précédente, on trouve un élément ¢ = pa — g appartenant a o et
tel que ¢ # 0 et || < 2.
Si ¢ < 0, on choisit un élément d € &7 tel que d > b, ce qui est possible en prenant
d de la forme :
d = pa — 0, avec p € N suffisamment grand.

Parmi les éléments d + kc appartenant tous a 7, il existera un élément dans |a, b|,
lorsque k décrit N.

Si ¢ > 0, on choisit un élément d € &7 tel que d — a, ce qui est possible en prenant
d de la forme :

d=0x «a— q, avec ¢ € N suffisamment grand.
Parmi les éléments d + kc appartenant tous a .7, il existera aussi un élément dans
la, b[, lorsque k décrit N.
Quoiqu’il arrive, lintersection «/N|a, b[ est non vide.
2. On admet que le nombre 7 est irrationnel.

On applique la question Q.1. a o = 2.

On va détailler le fait que la suite (sinn),en est dense dans [—1, 1].

Soit z € [—1,1]. On pose § = — arcsin z de sorte que :

sinf = —z.

L’ensemble o7 est dense dans R. Il existe une suite (27p,, — ¢, )nen d’éléments dans of
convergente de limite 6.

On en déduit :

lim (27p, — ¢q,) =0, donc lim sin(27p, — ¢,) = sinb,

n—>+00 n—-—+00
ou encore :
lim sin(—¢,) = —z et finalement lim sin(g,) = .
n—>r—+00 n—>+00

On a ce qu'’il faut car chaque ¢, est un entier naturel.
On procéde de méme avec la suite (cos(n)),en.
3. (a) Par I'absurde, si a@ — qui est strictement positif — peut étre mis sous la forme :

,
a = —, avec r et s dans N*
s

alors sIn2 = r1In 10, puis en passant a ’exponentielle :
2° =10".

L’entier de droite est divisible par 5 alors que l'entier de gauche ne l'est pas. On
obtient une contradiction.
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(b) On pose N l'entier naturel dont 1'écriture décimale est :
N =ajas---a,.

La fonction log est strictement croissante sur |0, +o0.
On sait que le nombre o = log 2 est irrationnel donc que I’ensemble :

szf:{pa—q; (P7Q)€N2}

est dense dans R.
Il existe donc un élément pa — ¢ dans l'intersection :

o N [log(N), log(N + 1) [

On en déduit :
log(N) < p log2 —q < log(N +1),

puis en passant a la puissance 10 :
N<2?x 1072 < N +1ouencore 102 x N < 2P <109 x N + 107 — 1.
L’entier 27 est donc de la forme :
107X N+c,ou0<e<<10?7—1.
L’écriture décimale de 2P est donc de la forme :
1Ay Ay K-,

avec ¢ étoiles remplacées par des chiffres.

Exercice 36

. Soit n € N*.
D’une part, .
Upy1 — Uy = RSN >0
D’autre part,
1 1
Untl = Un = Ungl = Unt n+1)-(n+1! n-nl
1 1 1

D ) D)l nonl
nn+1)+n—(n+1)>
n(n+1)-(n+1)!
1

- nn+1) - (n+1)! <0

Enfin,

Up — Uy = ' est de limite nulle lorsque n tend vers +oo.

n-n.

29



2. (a)

Les suites u et v sont respectivement strictement croissantes et strictement décrois-
santes.

Soit n € N*.
On en déduit :
Up < Upg1 K € K Upp1 < Uy,

d’ou le résultat.

On applique cet encadrement & I'entier n = ¢, ce qui donne :

P
u — u _—.
g T g ¢

On multiplie le tout par ¢!. On remarque que la quantité ¢! x v, = A est un entier.
On conclut par :

1
A<(@g—D!Ixp<A+4+—,donc0<(g—1)!xp—A<1,
q
ce qui est impossible car il n’y a aucun entier strictement compris entre 0 et 1.

Exercice 37

1. Il y a deux maniéres de traiter la question.

méthode 1 : avec les coefficients binomiaux

Soit n € N. Par la formule du binéme dans R commutatif :

(B4 V)" +(3-VE)" = Z <Z> 3"k V5 Z (Z) 3k (—V5)
k=0

k=0

= kzn% <Z> 37 V5 % (14 (—1)F)
- 3 (Z) gk /5

o<k<n et k pair

qui est donc un entier naturel car chaque terme est un entier, sachant que si k est pair,
en posant k = 2m, alors :

VB =5meN.

méthode 2 : par les suites récurrentes linéaires d’ordre deux

On pose pour tout n € N,

Uy =3+ V)" + (3— V5"

On en déduit :

ug = 2 et ug = 6.
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On va interpréter la suite v comme une suite récurrente linéaire d’ordre deux en faisant
la démarche inverse de la recherche traditionnelle...

On pose le polynéome :
P(X)= (X - (3+V5)) (X = (3-V5)) = X*—6X +4.

Il existe une seule suite récurrente linéaire d’ordre deux notée v vérifiant les conditions
suivantes :
Vo = 2 et v = 6
{ Vn € N, Un+2 = 61)n+1 — 4Un
La suite u vérifie ces conditions.
Il est alors facile de montrer par récurrence double que tous les nombres u,, sont des
entiers.

. On pose :
¢ =3+V5et g =3—5¢€]0,1[.

On note u,, I'entier :
Up = Q? + qg'

Pour tout entier naturel n, on peut écrire :
sin(qi'm) = sin(u,m — gym) = (—1)"" x sin(gy).
Or, comme |gz| < 1, on en déduit :

. n _ s sinlamr) — 0.
Jlm g 0, puis sin(gym) =0

Conclusion,

ninioo(—l) " x sin(gym) = 0,

et la suite proposée converge vers 0.
. Pour ces deux autres nombres, on ne peut plus faire la méthode avec les coefficients

binomiaux, mais la méthode avec les suites récurrentes linéaires d’ordre deux marche
encore. On détaille le tout.

On pose :

de sorte que le polynome :

se développe selon :

On pose pour tout n € N,
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Il est facile alors de voir que la suite v est une suite vérifiant les conditions suivantes :

1)0:2 et vq =3
Vn €N, vpqo = 3Upq1 — Uy

Il est maintenant facile de voir que chaque v,, est un entier par récurrence double.
Comme |A\y] < 1, alors :

sin(Aj7m) = £sin(A\j7) = £ o (1) = o(1),

quantité de limite nulle, lorsque n tend vers +oo.
Exercice 38

. Si une suite u est stationnaire, égale & une constante ¢ a partir d’'un certain rang ny,
alors pour tout € > 0, pour tout entier n > ng, on a :

0=|u,—c| <e¢,
et la suite u converge vers cette constante c.

On considére maintenant une suite d’entiers v convergente, de limite £.
On en déduit que :

nirgoo(unﬂ —uy) =0.

Il existe un rang ngy a partir duquel on a :

Vn 2 no, [ups1 — tn| <

N | —

1
Soit m > ng un entier. La quantité u, .1 — u, est un entier dans {—5, 5] . Cet entier est
nul et :
Up+1 = Up.

Ceci étant valable pour tout entier n > ng, alors la suite u est constante égale a wu,, a
partir du rang ng.

Ce n’est seulement que maintenant que I'on sait que que la limite de la suite d’entiers
est encore un entier...

. Siune suite (un = (ap, bn)> d’éléments dans Z? converge vers ({1, {3), alors les suites
N

ne
d’entiers (a,)nen et (b,)nen convergent respectivement vers ¢ et £s.

Par la question précédente, on en déduit que les suites (a,)nen et (bn)nen sont sta-
tionnaires & partir d’un certain rang et en prenant le maximum de ces deux rangs, on
obtient la staionnarité de la suite u a partir de ce rang maximum.

Exercice 39
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1. Soit u une suite réelle convergente.

Soit € > 0. Il existe un rang ny tel que :

Vn = ng, |u, — | <

N ™

On en déduit que pour tous entiers p > g > ng, alors :
[up — ug| = (up =€) — (ug — O < fup — € + |ug — €| < e.

La suite est de Cauchy.

2. (a) Prenons par exemple € = 1. Il existe un rang ny tel que :
Vp = q = no, |u, —u, <1

Soit n = ny.
On en déduit : |u, — un,| < 1, puis :

|tn| < [ung| + 1.
La suite u est bornée par :

C= max{|u0|, [url, s [tng—1], [tng| + 1}'

(b) Soit € > 0. Il existe un rang n; tel que :

V

Vp

RS

Q>n17 |up_uq| <

La valeur d’adhérence ¢ est la limite d'une certaine sous-suite (tuy(n))nen, Ol @ :
N — N est une extractrice.

Il existe un rang ny tel que :

Vn = ng, |[upm) — | <

DO M

Conclusion, pour tout entier n > max{ni,ns}, on peut écrire :

+ 5 =c

DO M
DO ™

U, — L] < |y — “v(n)| + |ue0(n) — 1] <

La suite u converge bien vers ¢.

3. On suppose que la suite R converge.
La suite R est donc de Cauchy.
On va montrer que la suite S est encore de Cauchy.
Soit € > 0. Il existe un rang ny tel que :

Vp2q=no [R,— Ry <e

Soient p > g > ny deux entiers.
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On remarque que :

|Sp - Sq| =

La suite S étant de Cauchy, elle converge.
cosk
L2

4. On applique la question précédente a u, =

k=1

En adoptant les mémes notations que la question Q.3., on obtient que la suite R est
2

. ., m .
croissante, majorée par 5 donc converge. La suite S converge donc.

n
1 2
On sait que la suite (Tn = Z ﬁ) est convergente — vers 5
neN*

Exercice 40

On va montrer que ’ensemble des valeurs d’adhérence est I'ensemble | N\ {0, 1}. I

On procéde par double inclusion.

Soit ¢ une valeur d’adhérence de la suite (d,)nen+. Il existe une sous-suite 6 = (dy(n))nen-
convergente de limite /.

De plus, la suite 0 est convergente et & valeurs entiéres : la suite § est stationnaire et la limite
¢ est un terme dy de la suite §, avec N un entier supérieur ou égal a 2. L’entier N admet au
moins deux diviseurs strictement positifs : 1 et N donc dy > 2 et £ € N\ {0,1}.

Soit réciproquement un entier r > 2 un entier.

On sait qu'’il existe une infinité de nombres premiers. On les nomme :

p1:2<p2:3<p3:5<p4:7<p4:11<---

Si p est un nombre premier, alors :
dp'rfl =T

car les seuls diviseurs strictement positifs de entier p”~! sont les nombres :

1’p’p2’_._’pT*1.

On remarque que la suite <dpr—1> est une sous-suite de la suite de départ (d,)nen+ et que
"/ neN*
cette sous-suite est constante égale a r : 'entier r est bien une valeur d’adhérence.

Exercice 48
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On considére le cycle o = (0,1,---,9) dans &yp.
Dans toute la suite, pour tout entier naturel n, on notera d,, la k¢ décimale du réel \/n.

Comme lim (y/j+1— \/3) =0, on peut choisir un entier naturel j, suffisamment grand

j—>4o00
pour qué
Vi > g0, 0</j+1—+/j<107"
Ainsi, la différence entre deux termes consécutifs de la suite (v/7);=;, est un nombre inférieur
& 107%, on a soit djy1 = d; soit d;11 = o(d;), dés que j = Jo.
Par le principe des tiroirs, en utilisant ’application :

f:' {Gri2) €N o< i <ot VI +1<VR} — {01, ,9)
(J1, j2) — (djy, djy)

I’ensemble de départ étant infini et I’ensemble d’arrivée étant fini, il existe une valeur prise
par la fonction f qui est prise une infinité de fois. Il existe donc un chiffre ¢ € {0,--- ,9} pour
lequel il y a une infinité de couples (ji, j2) dans 'ensemble de départ de la fonction f et tels
que :

[, d2) = c.

Il est alors clair que pour tout couple (ji, j2) tel que :

Jo<g1<goet ﬁ+1<@etdj1:djz,

alors 'ensemble {d; € {0,---,9} | 7 € {j1, -+ ,j2}} est exactement l’ensemble {0,---,9},
car les quantités d; commencent au chiffre ¢ = d;,, pour aboutir au méme chiffre d;,, en ayant
nécessairement traversé tous les autres chiffres puisque I'écart entre /7; et /o est supérieur
al.

On a ainsi montré qu’il existait une infinité d’entiers j tels que d; = a. La suite (f(n)) est

croissante et non majorée :

Montrons maintenant la limite :

En reprenant les notations déja introduites, on trouve un entier j, tel que :
Vi = o, Vi+1—+/j<107%
On en déduit que pour tout entier 7 > jp, on a :
djr1 = dj ou djiy = o(dy).

On voit que I'ensemble des entiers j > jo tel que d; = a est formé de « tranches » I, d’entiers
consécutifs de la forme :

]p = ija Jp-i-l [[7
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avec dj,_1 =0 '(a),Vj €I, dj=aetd;,  =o(a).
On va estimer le cardinal J,; — J, de I'intervalle discret I,,.
On part du principe que J, est un entier supérieur a j, vérifiant :

dj,—1=0"(a) et d; =a.
On peut donc écrire :

1051 /J, =N+ —
0 Ty +1o+10

avec N €N, 0<¢, <1

De plus, comme la quantité 10*~! . /J, —1 n’a pas le méme chiffre aprés la virgule que
10%-1. \/jp, cela impose que le nombre ¢, soit proche de 0.

Plus précisément, on doit avoir :

~ (V- VA—1) <0
dmm%:ﬁ(%E—VZtT):ﬁ<i%>.

De la méme facon, on peut écrire :
10F1 /Ty — N+—+fg

avec le méme entier N € N qu auparavant et 0 < pp, <1.

Comme la quantité 10"~ - /J,11 n’a pas le méme chiffre aprés la virgule que 107! - \/J,
cela impose que p, soit proche de 1.

Plus précisément, on doit avoir :

1
&—i_(\/‘]erl_\/Jerl_l) >1—07

1_pp:ﬁ(\/‘]p+l_\/‘]p+1—1):ﬁ< }4—1) :ﬁ<%>-

Les extrémités de la tranche [, = [[Jp, Jpt1 [{, vérifient donc :

donc :

— 1 1
101 % (m_\/jp):pplogpzl_o—i_ﬁ(—)'

Comme

(VZI—¢ZI?Q=ﬁ<j%>,

alors :

v () g ()
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On en déduit :

donc en élevant le tout au carré :

2./
Jpi1 = Jp + T\/;” +0(1).

f(n)

On estime finalement la proportion ——, des entiers g entre 1 et n tels que :
n
d, = a.
Fixons un entier n assez grand supérieur a jg.

Plagons-nous sur deux tranches d’entiers consécutifs I, = [J,, K,[ et I} = [K), L], telles les
entiers ¢ de I, vérifient

et les entiers m de [z’) vérifient :

On a vu plus haut que :

2./ 7 2/K
K,—J,= 10kp +0(1) et L, — K, =—-—L140(1).

Par conséquent, lorsque p tend vers +oo :
VK, — /]
Lp—Kp_(Kp_Jp>: #"‘ﬁ(l)
avec :

VBV = 4 0T -V,

Les longueurs K, — J, et L, — K, lorsque p tend vers +oo different d’une valeur bornée.
En notant f(n) le nombre d’entiers ¢ entre 1 et n tels que :

dy=a
et en notant g(n) le nombre d’entiers ¢ entre 1 et n tels que :
d, =o(a)

alors calculer f(n) ou g(n) revient a estimer la somme des longueurs des tranches I, ou I,
pourvu que [, et I intersectent [1,n].
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Le nombre g(n) — f(n) est une somme de différences bornées de longueurs de tranches.
En notant wu, la longueur des tranches [, par exemple, le nombre (),, de tranches apparaissant
dans le calcul de f(n) vérifie :

Qn

Z U < N.

k=1
On va montrer que le nombre @),, de tranches est négligeable devant n.
La quantité u, tend vers +o0, lorsque p tend vers +oo.
Soit € > 0. Il existe un rang ky tel que :

\v/k>k0a Uy, >

MmN

Ainsi, en coupant la somme en deux, pour tout entier n > ky :

k‘0*1 Qn
2
n = > " — Z
D+ Y = C A (Qn—ko+1) X -
k=1 k=ko
en notant :
ko—1
C=> O
k=1
On en déduit :
Qn ¢
0< 2 <S4 =x (—Cx—+ko—1).
n 2 €

. . € . .
La quantité de droite tend vers 5 lorsque n tend vers +oo : il existe un rang n; > ng tel que :

Vn = nq, Og%ge.
On a bien Q(n) = o(n).
Le nombre de tranches concernant g(n) est également négligeable devant n.
Finalement, la quantité f(n)— g(n) est une somme de quantités bornées, le nombre de termes
étant en o(n).
Conclusion :

f(n) —g(n) =o(n) et lim J(n) = 9(n) = 0.

n—--+oo n

Les proportions d’apparition des différents chiffres avant I'entier n sont des quantités dont la
différence tend vers 0, lorsque n tend vers 400, et la somme de toutes ces proportions vaut
évidemment, 1.

1
Chaque proportion tend donc vers 10’ ce qui termine la question.
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