Fewclle d ‘exercices n’ 21 : cornrigés

Exercice 1

1. L’application proposée est clairement sesquilinéaire. De plus, si f € F, alors :

1 2m
=— t)|* dt > 0.
U1h =5 [ 1l
Enfin, si f € E est une fonction vérifiant :

{(F11)=0,

2
alors l'intégrale |f(t)]” dt est nulle entre 0 < 27, I'intégrande étant positive et

continue : l’intégrgnde est nulle par le théoréme aux quatre hypothéses.
On en déduit que :
Vit € [0,2n], f(t) =0,
ce qui améne a la nullité de la fonction 27-périodique f.
2. On voit que pour tout n € 7Z, la fonction e, est bien un élément de I’ensemble E.
Ensuite, soient n et m deux entiers. On en déduit :

1 21

- i(m—n)t dt
(en | em) o J, €

I,sin=m
— 1 6i(mfn)t
;

2
— ,sin#m
27 0

(m —n)

Snm.-

3. Soit n dans N.

Dans la suite, on va utiliser le fait que ’ensemble des fonctions 27-périodiques est une
C-algeébre. De plus, si h est une fonction 27-périodique et continue par morceaux, alors
A+2m
I'intégrale h ne dépend pas du réel A, en utilisant par exemple la relation de
A
Chasles et un changement de variable.

On en déduit :
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ce qui donne ce qu’il faut.

Il est a noter que I'intégrande est prolongeable par continuité en 0, en posant la valeur
prolongée égale a : f(z) - (2n + 1). L’intégrale proposée ne pose donc pas de probléme
de convergence...

. Soit n dans N*.
2 2
) . [ nt ) t L g
Les fonctions ¢t — [ sin > et £ —> | sin 3 sont 2m-périodiques et ne

s’annulent pas sur 27Z.
De plus, ces deux fonctions sont paires.
Par un développement limité en 0, on obtient :

WA
Ka(t) = ~ (%) +o(l) =n+o(l).

no\ 3

La fonction K, est continue en 0 et sur |0, 7], donc partout par parité et 2r-périodicité.

Ensuite, on va montrer que si ¢ est un réel fixé dans [—m, 7]\ {0}, alors :

s ((2))

n A
k=0 sin | —
(5




En effet, en notant L, (t) la somme de droite, on obtient par les sommes gémétriques :
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On en déduit par linéarité de l'intégrale que :

%/_::f(x—t)-[(n(t)dt — 1 7rf(x—t)~Ln(t)dt

2 J_,

Enfin,
1 ™
o _ﬂKn(t) dt = (ey | Kp)
n—1
1
I
k=0



1 n—1
= - (€0 | eo) , en utilisant la question Q.2
k=0
=
= -Y"1
n
k=0
= 1.

5. (a) On peut écrire compte tenu des questions précédentes :
1 [7 1 [7

on(@) = f(@)| = |5 [ flo—t) - Ku(t)dt — — [ f(z)- Ky(t) di
2 J_ . 2 J_.

_ '%/_Z(f(:c—t) ~ J@) - Kol dt'
.

<

flo =1 = J(@)] - Kalt) dt.

2 ),

(b) Soit ¢ dans N*. La fonction K, est paire, donc :

og/ Ki(t) dt = 2/ Ko(t) dt
[=m,7\[—a,q] «a
2 [T dt

<_

qui est une quantité qui tend vers 0, lorsque ¢ tend vers +oo. Le théoréme des
gendarmes fait le reste.

6. La fonction f est continue sur le segment [0,27] donc y est bornée par C' > 0. Par
2m-périodicité de la fonction f, celle-ci est bornée par C' sur R tout entier.

La fonction f est continue sur le segment [0, 47], donc y est uniformément continue.
On retient € > 0 fixé dans la question Q.5.

Il existe a €]0, 7| tel que :
V(. t) € [0.4n), |t =t <a=|f(t) - f(t)| <=

Par 2m-périodicité, si t et ¢’ sont deux réels tels que |t —t'| < «, avec par exemple ¢ < t/,
on trouve un entier k tel que :

t —2km € [0, 27].
On en déduit que les réels t, =t — 2km et t;, = t' — 2kn vérifient :
[ty — )| = [t = t'| < et (t,t,) € [0,47]>.

On en déduit que |f(t) — f(¥')| < e.



On fixe finalement un entier Ny suffisamment grand dans N* pour que :

vVl > Ny, '20 X / K, (t) dt| < e
[—ﬂ,w}\[—a,a}
Soit n > N.
Soit x dans R. On obtient :
1 (7
lon(z) — f(2)] < 7 Ku(t) - |f(z) = f(x —t)] dt +
1
+ — K (t) - [f(x —t) — f(z)| dt

[—m, 7] \[— o]

< —/K edt+—/ W(t)-2C dt
[—m,7]\[ ozoz]
< e+20x / K, (t) dt
[—m7\[-q
< 2e.

Cela suffit & montrer que :

lon = flloo <
On obtient ce qu’il faut par deﬁnltlon de la convergence vers 0, ou l'on aurait pu
remplacer chaque « ¢ » par « 5 ».

Cet exercice est une démonstration du Théoréme de Féjer indiquant une maniére construc-
tive d’exprimer une fonction f continue sur R et 27-périodique comme limite uniforme de
polynomes trigonométriques.

Exercice 2

L’exercice précédent montre que les vecteurs e,,, pour n variant dans Z, forment des vecteurs
unitaires et deux a deux orthogonaux.

L’application (- | -) n’est pas tout a fait un produit hermitien ; tout marche sauf le caractére
défini. Si (f | f) = 0, alors la fonction f est nulle sauf en un nombre fini de points. Tous
les résultats du cours sur les espaces hermitiens restent malgré tout valables (Pythagore par
exemple).

1. Soit g un élément de F),,. On pose :

no
g = Z A - €.

k=—ng

On en déduit :
”.f - g”2 - ||(f _pno(.f)) + (pno(f) - g)”2
Or, si k est un entier entre —ng et ng, alors :

no

(ex | F=pno(D)) = e | £) = D colf) - (en | er)

l=—nyg



no

= ()= > clf) i

f=—ng

= a(f) —al(f)=0.

Les vecteurs f — p,,(f) et ex sont donc orthogonaux et donc :

f_pno(f) EFnLo

Par conséquent, les vecteurs f — p,,(f) et (pn,(f) — g) sont orthogonaux ce qui permet,
d’utiliser le théoreme de Pythagore pour avoir :

1 = all> = 11f = P (DI + 1Puo () = 9lI* = I1f = o (I

Il ne reste plus qu’a utiliser la croissance de la racine carrée sur [0, +oo[ pour aboutir
a ce que 'on veut.

. Supposons dans un premier temps que la fonction f soit continue sur R et 27-périodique.
Soit n un entier dans N*.

On voit, en utilisant les notations du premier exercice que :

Vk € N, S, € F}, donc Vn € N*, o, € F,,.

De plus, pour toute fonction g continue et 27-périodique,

1 ) 1/2
= — t)|* dt
ol = (5 [ lotoP at)
1 ) 1/2
< | = dt
(5 [ ol )

= gl

On en déduit en prenant la fonction g = o, que :

1f = (DI < [ = onll <llow = flle

et cette derniére quantité tend vers 0 lorsque n tend vers +o00. On obtient ce qu’il faut
lorsque f est continue.

Lorsque f est seulement continue par morceaux, la fonction f n’admet qu’un nombre fini
de points de discontinuité sur [0, 27[. On note x; < --- < x4 ces points de discontinuité.
On peut remplacer la fonction f par une fonction F' continue telle que F' soit affixe par
morceaux autour des points x; et coincide avec la fonction f sinon, la fonction F' étant
prolongée alors par 2m-périodicité.

Le mot « autour » précédent signifie que I'on a choisi a > 0 tel que F soit affine par
morceaux sur chaque segment [z; — «, z; + «] et soit égale & f hors de la réunion de ces
petits segments.

La fonction f est bornée par une constante C'. La fonction F' est également bornée par

C.



On sait alors que :
lim [ = pu(F)|| = 0.

n—>-+o0o

Or, pour tout n € N,

1f = oo (DI <L = Fll + [[F = pa ()| + [lpn (F) = pa(H)]l-

Il est facile de voir que :

s zita 1/2
If=F[ < ( /__ |f(t) — F(t))? dt)

S zita 1/2
< ( / (4C?) dt)
k T;—Q

— ((8saC?) dt)"?
= V8sa C.

x>
[

—_

D’autre part, on voit par Pythagore que :

vn €N, [[pa(F) = pa(NHI* < |1F — fI.

Il suffit maintenant d’effectuer les choix suivants :
— prendre € > 0

€
— choisir a > 0 suffisamment petit pour que v8sa C < 3

— construire une fonction continue F' et 2m-périodique avec ce réel a > 0, autour des
points de discontinuité z;.
— choisir un entier ng suffisamment grand pour que :

vn 2o, |[F=pa(F)] <

Wl ™

On obtient que pour tout entier n > nyg,

1f = pa(I <3

= £.

w| M

. On en déduit par la question précédente que :

S (pa(Alf = (F-

Or,
1 27 )
I =5 | 1R a

et par le théoréme de Pythagore :

Vi e N, [lp()I7= D (NI

k=—n



On en déduit rapidement ce qu’il faut.

La notation E lco(f)]? renvoie & la somme d’une famille sommable que I'on peut
nez
scinder en deux sommes de deux séries convergentes, I'une indexée par E len(f)? et
neN

l'autre indexée par Z le_n(F)I.

neN*
On vient de démontrer I’égalité de Parseval pour les coefficients de Fourier.

4. La fonction f est clairement 27-périodique (par construction) et continue par morceaux.
(a) Soit n € Z. On calcule :

alf) = o / ") et

_ i (/ —int dt+/ f . eint dt)
27

1
- (efmt mt dt
2m
— [ (nt) dt
= — S n .
T Jo

Si n =0, alors ¢,(f) = 0.
Sin # 0, alors :

(b) On voit que :
1 ™
5| [fOFdi=1
D’autre part, par sommabilité :
|1+ (_1)n+1|2
Z|Cn(f)|2 - Z n2m2

nez nezZ\{0}

>
n?m?
ne2Z+1
400
8

- % (2n +1)%72

On en déduit :



On pose :

+o0 1
k=1
somme que l'on peut partager selon les entiers pairs ou impairs, ce qui donne :
S
D=2 Gt 2
pet (2k) prt (2k + 1)
amenant a la formule : (@) )
7
2)= >~ 4 —
et donc : A ) )
s s
2) ==X — = —.
<2 3 8 6

5. Cette fonction est méme continue et paire sur R.

(a) Soit n dans Z. Alors,

1 (7 ,
en(f) = t| - e dt

2 )

1 & ) W
= — (/ tee” dt +/ u- em“du) [poser u = —1]
2 \Jo 0

1 s
= —/ t - cos(nt) dt.
0

™

Sin =0, alors ¢y(f) = g

Si n # 0, alors on effectue une intégration par parties :

() — % {[t'smfzm)]:‘ /0 sinint) dt}

(b) On calcule chaque terme dans la formule de Parseval.

D’une part,

2T T

—T

1 ™ 1 ™ 2
— LWWﬁZi/ﬁﬁzl-
; 3

D’autre part,

2 n 2
2 _ T [(=D" — 1]
Z|C"(f)| - Z+22 A2
nez neN*
72 <3 4
- 49
4 — (2n + 1)472



On en déduit :

En posant :

¢(4) :Zg

n=1

puis en partageant la famille sommable selon les indices pairs ou impairs, on obtient :

+o00 1 +00 1
¢(4) = +
; (2n)* % (2n +1)4
amenant a la formule : @) .
T
C(4) 6 T o6
et donc : , ) ,
s 1\ s
4) = — 1—— = —.
) = g6 ( 16) 90
Exercice 3
1. On pose le polynéme :
—+00
P(X)=) a, X"
n=0
On remarque que le polynome :
400 a
R(X) =) =X
n=0

verifie R'(X) = P(X).
De plus, en posant le polynome

alors :

/Q du—/ ()du—/ol(/olR(t)dt) du = 0.

Le polynome Q(X) répond a la question : on a ’existence.

On montre 'unicité.

Soient Q1(X) et Q2(X), deux polyndomes convenables. Posons la différence

S(X) = Q2(X) - Q1<X>7

10



de sorte que :
S'(X) = Q4(X) — Q)(X) = S@)dt = | Qo(t) dt — | Qu(t) dt =o.
() = Q4(X) — Q4 (X) Oet/O (t) dt /OQ(t)t /Omt)t 0

1 1

Le polynome S(X) est donc constant égal a A et A = / Adt = / S(t) dt =0:1le
0 0

polynome S(X) est nul, d’ou 'unicité.

. On montre I'existence des polynomes B, (X) par récurrence sur l’entier n.

Lorsque n = 0, on définit bien le polynéme By(X) par By(X) = 1.

Supposons le polynéme B, (X) construit pour un certain entier naturel n.

On applique la premiére question au polynéme P(X) = (n + 1)B,(X) : on obtient
Iexistence d’'un polynéme Q(X) tel que :

Q'(X) = (n+1)B,(X) et /01 Q(t) dt = 0.

On vient de construire le polynome Q(X) = B,+1(X).

On montre également 1'unicité par récurrence sur ’entier n.

Le polynome By(X) est uniquement défini.

Supposons "unicité pour le polynéme B,,(X). Par I'unicité du polynome Q(X) de la pre-
miére question, on obtient I'unicité du polynéme B, 1(X) répondant aux deux condi-
tions imposées.

. On montre Passertion
P(n) : «deg(B,(X))=n»

par récurrence sur l'entier n.
e Lorsque n = 0, on a ce qu’il faut.

e Supposons l'assertion &?(n) vraie pour un certain entier naturel n. Comme B], ; est
un polyndome de degré n, cela impose au polynéome B, ; d’étre de degré (n+ 1) car en
caractéristique nulle, si P(X) € R[X], alors :

deg(P') = —oo ou deg(P’) = deg(P) — 1.
On obtient 'assertion & (n + 1).
On montre par récurrence sur I’entier n 1’assertion :
2(n): «By(1—X)=(-1)"B,(X) »

par récurrence sur l'entier n.

e Lorsque n =0, on a By(1 — X) =1=(—1)"By(X).

e Supposons 'assertion 2(n) vraie pour un certain entier naturel n. On pose le poly-
nome :

R(X) = (~1)"" By (1 - X).

11



Alors, en dérivant, on obtient :

R(X) = (-1)"7 B,,(1-X)
= (=" (n+1)B,(1 - X)
= (n+1)R(X) , par H.R.

et par le changement de variable u = 1 — ¢ qui est C'-difféomorphe :

/0 Rt = (L1 /0 Boo(t) dt

_ (e /0 " Bos(u) du
= 0.

Par unicité du polynéme B, 1, les deux polynomes R(X) et B,,1(X) sont égaux : on
a ’assertion au rang suivant.

Finalement, soit n > 2 un entier. Alors,

B,(1) — B,(0) = /OB;@) dt

4. On peut montrer la formule par récurrence sur I'entier k, 'entier n étant fixé dans N.
e Lorsque k = 0, la formule & montrer devient :

BY(X) = B,(X) , qui est vraie.

e Supposons la formule vraie pour un certain entier k dans [0,n — 1].

Alors, en dérivant la formule obtenue au rang k, on peut écrire :

BEDX) = Bl ()
= (n%'k)' (n—k) Bnok-1(X)
— (n_zl_ 5 Bo_n-1(X)

qui est la formule voulue au rang (k + 1).

12



que deg(B,) =n:

donnant la formule escomptée.

. Soit n > 3 un entier impair. On évalue la formule B, (1 — X)

donnant :

Bn(o) = _Bn(l)

n

5. Soit n dans N. On utilise la formule de Taylor sur les polynémes pour obtenir, sachant

B (0)

B,(0), donc B, (0) = 0.

. Soit n dans N. On utilise la question Q.5 au rang n + 1 pour avoir :

Bn+1 (X)

n+1

>

k=0

(

n+1

k ) bn+1—k Xk

1
On utilise maintenant le fait que / By,4+1(t) dt = 0, ce qui donne :
0

n+1
0=>" (
k=0

k

n+1

1
E+1

) bn+17k

On en déduit en séparant le terme d’indice k£ = 0 des autres :

bn+1 =

n+1

3

k=1

(

n+1

k

1
E+1

) bn+17k

On effectue le changement d’indice £ = n + 1 — k, ce qui donne :

bn+1 = -

Or, pour tout entier £ € [0, n],

(510

n+1
n+1-—/¢

On obtient la formule voulue.

i( n+1 )bé 1
—~\ n+1-1¢ n+2-—/
1 _ (n+1)! 1
n+2—0 O n+l1—0nt2-4
B (n+1)!
O (n+2-10)
1 n+2
B n+2x( 14 )

13
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8. Une récurrence forte fait 'affaire pour démontrer ce résultat.
9. La fonction f5, est continue en 27. En effet,

lim fgp(t) = lim ng ( t )

t— (2m)~ t—(2m)~ %
= BQp(l)
et :
li t) = li t—2
tJ&ﬁ f2p( ) t*}(glr)"' f2p( 7T)

. t
= 2 ()
= B2p(0) :B2p<1>-

La fonction fy, étant continue sur |0, 27[ et en 27 et étant 27w-périodique, la fonction
f2p est bien continue sur R.

Pour montrer que la fonction f;, est paire, il suffit de montrer que cette fonction est
paire sur | — m, 7[.

Soit t €] — m, w[. Alors,

Ful=0) = By (-5 )
= (—1)*By, <1+%)

t+ 2w
- ()

= fop(t +2m)
= f2p<t)-

10. On écrit en effectuant des intégrations par parties :
cn(fopr2) = % /_7; Sopia(t) - €™ dt
= % _: Bopyo (%) cemmt qt
- % (lBQ”” (%) ' e—mt} : i Qijm /_ Bapsa (%) o dt)
= o ([P () S P (55) o )

1 1 i t ,
= — X ———— By — | e dt.
2n —(2mn)? /7r 2p+2 (27?) ‘

14




11.

Par la question Q.4, on sait que :

Bipia(X) = % Byp(X) = (2p+2)(2p + 1) Bay(X).
On en déduit :
Cn(fopra) = —% X ﬁ x (2p+2)(2p + 1) /_: By, (%) Cemint gy
A

On montre la formule proposée par récurrence sur ’entier p.
Lorsque p = 1, la formule & montrer devient :

«cn(fa) = 1 »

2 n2x2

Or, la fonction fy vérifie :

Wt € 0,27, fo(t) = By ( ! )

o
On sait que By(X) = 1. Ensuite, on voit que le polynome B;(X) vaut :

1
Bi(X) =X —3.

C’est le seul polynome Q(X) tel que :

Q'(X)=1cet /01 Q(t) dt = 0.

Enfin, le polynéme By(X) vaut :
9 1
By(X) = X*= X + .
C’est le seul polynome T'(X) tel que :
1

T(X)=2X —1et / T(t) dt = 0.

On calcule finalement les coefficients de Fourier de la fonction f; en posant le change-

ment de variable u = — :
21

cn(fa) = /OBg(u) e~ 2 dy

1 1 A
— / <u2 —u+ _) . 6—227rnu du
0 6

15



12.

1 €—2i7rnu 1 1 1 )
2 —2imnu
- —ut)- 2u—1)- d
{(u u+6) —2i7rn]0+2i7rn/0 (2u—1)-e "

1 /! .
= 5 / (2u—1) - e 2™ dy
1 Jo
1 —2irnu ! 1 1 )
= . (Qu — 1) . € . 4+ — / 2. e—2mnu du
2imn —2imn |, 2imn Jy
1 < 1
— 2 — 1) - f2z7rnu}
(2mn)? [( u=1)-e 0

21
(2mn)2  2n2m2’

On obtient la formule attendue au rang p = 1.

e Supposons la formule vraie pour un certain entier naturel p > 1.
Alors, en utilisant le résultat de la question Q.10, on obtient :

(2p+2)(2p+1)

nl(fopt2) = — (2mn)? ~Cn(f2p)
@pt+2)@2p+1) (=1 (2p)!
(27n)? (2nm)2p [HR|
_ PP Re+ )
(2nm)2r+2

qui est la formule escomptée pour le rang (p + 1).

On peut maintenant appliquer le théoréme de Dirichlet a la fonction f, continue et de
classe C! par morceaux.

En évaluant la fonction fy, en 0, on obtient d'une part :

f2p(0) = B2p(0) = by

et d’autre part,

VEER, fo(t) = ch(f2p) e

nez
Or, pour tout n dans Z,
1 " int
cn(fp) = By o Jop(t) - €™ dt

1 T .

= 9 fop(—u) - e du [changement de variable u = —t]
™ ™
1 T i ) ‘

= o fop(u) - ™™ du [fonction fy, paire]
™ —T

= Cn(pr)

16



On en déduit :

Fap(0) = D culfap)

ne”

+oo
= co(fap) +2 Z cn(fap)
n=1
Y t 2 (=1)P+L (2p)!
= % | ng (g) dt + (271')217 X g(2p)

- /0 Bop(v) dv + 2 (—(1;;;(2]9)! X C(2p)

2 (~1)+ (2p)!

— 2n)® x ((2p).
Conclusion,
qp (—1)p+!
C(2p) = by ¥ ﬁ x P,

On voit que les quantités ((2p) sont toutes de la forme :

((2p) = r, x m, ott le nombre 7, est rationnel.

Remarque : voici les premiéres valeurs de la fonction ( prises en les entiers pairs
strictement positifs :

7T2
¢(2) = 5

7T4
@ = 5

7T6
¢6) = 5

7T8
<®) = 3m0

71_10
19 = 53555

691 72
C(12) = 5510875

Exercice 4

1. On rappelle que la matrice A est hermitienne si et seulement si :
AT = A,

Soient X et Y deux vecteurs colonnes.

17



On en déduit :

(AX|Y) = (AX)*Y
= (AX)TY
= XTATY
= XTATY
= X*AY

(X | AY).

2. On sait que la fonction :
Xa:A—det(A- I, — A)

est polynomiale de degré n en la variable \.
Le polyndme associ¢ admet au moins une racine complexe \g qui est donc une valeur
propre de la matrice A.

3. Calculons X*AX.

On obtient :
X*AX = (X | AX) = (X | X- X) =)\ || X~

D’autre part, B
(X |AX) = (AX | X) = (A- X | X) =X | X"

Le vecteur X étant non nul, la quantité || X ||* est strictement positive et donc :

A=A

La valeur propre A est bien un nombre réel.
4. On remarque que F' = Vect(Y;) = Vect(X).

Soit Z € F*.
Alors,
(X ua(2)) = (X]AZ)
= (AX | Z)
= (A X[2)
(X |Z)=0.

Ainsi, uxs(Z) € F*.
5. Les vecteurs de % sont tous unitaires. De plus, si 7 est un entier entre 2 et n, le vecteur
Y; est orthogonal au vecteur Y] : la famille € est orthogonale.

Il est facile de voir que dans un espace hermitien, toute famille orthonormale est libre ;
la famille ¢ compte dim(.#, 1(C)) vecteurs : ¢’est une base.
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6. On note A, = (e, -+,€,), qui est une base orthonormée pour le produit hermitien
habituel ici considéré. La matrice P transforme donc une base orthonormée en une
base orthonormeée.

Soient i et j deux entiers entre 1 et n.

n
}/i = E Pk,i * €k,
k=1

On écrit :

de sorte que :

0i; = (YilYp)
= <Z Pk,i © 6k \ sz,j : €z>
k=1 =1

- Z Pri- Prj- O

kl=1

n
= > Pui- B
k=1

— (P'P) .
Z?]

On en déduit que :
PP =1,.

La matrice P! est inversible et est I'inverse de la matrice P.

7. La matrice A’ = P~'AP est la matrice représentant I’'endomorphisme u4 selon la base
.
Comme us(Y;) = X - Y] et que F- = Vect(Ys, -+, Y,) est stable par u,, on obtient la
forme voulue pour cette matrice A’.
Il reste & montrer que les matrices A’ et B sont hermitiennes.

e Pour la matrice A’, on écrit tout simplement :

A" = piAp’
T
- <P*1AP)
— PTAT(P—l)T
= plAap=A.
e Pour la matrice B, on écrit :
A0 0
_7 0
=
0
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Cette derniére matrice est égale a la matrice A’ nécessitant que les blocs B et B’ soient
égaux : la matrice B est bien hermitienne.

. e initialisation : si d = 1, si M = () est une matrice hermitienne dans .#;(C), alors
A = A est un nombre réel et la matrice ) = (1) fait Daffaire.

e Supposons 'assertion &(d) vérifiée pour un certain entier d € N*.

Soit M une matrice hermitienne dans .#;,(C).

On utilise les questions précédentes avec cette matrice M.

On trouve une valeur propre A a la matrice M. Cette valeur propre est réelle.

On trouve un vecteur propre unitaire Y7 associé a cette valeur propre.

On compléte (Y7) en une base orthonormée € = (Y1, Ya, -+, Yyi1) de Ay411(C) habi-
tuel.

On note P la matrice de passage de la base canonique de .#y11(C) vers cette base €.
On note M’ = P~'MP de la forme :

M =
: N
0
la matrice M’ étant hermitienne ainsi que la matrice N dans .#,(C).
Par hypothése de récurrence, il existe ) € .#;(C) unitaire telle que :
Q" 'NQ = D soit une matrice diagonale & coefficients réels.

On pose la matrice par blocs :

R— ( ; g ) € M1 (C).

v (3 §)-(3 &)

La matrice R est unitaire et :

On voit que :

A0 0
0

RMR=| :(A O):A.
: Q'NQ 0 D
0

qui est bien une matrice diagonale a coefficients réels.
Conclusion,

A=R'P'MPR=(PR)"'M(PR).
Il reste a vérifier que la matrice PR est encore unitaire.
En effet,

(PR)" = R'P!
R—lp—l
= (PR)™.
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9. Toutes les assertions &(d) sont vraies, y compris &?(n) et on peut l'appliquer a la
matrice hermitienne A qui est donc diagonalisable en base orthonormée.

10. On effectue les applications numériques.

4 i —i
e Pour la matrice A= | —¢ 4 1 |, on calcule le polynéme caractéristique :
1 4

xa(X).

On obtient :
xa(X) = (X =5)*(X —2).

La matrice A admet deux valeurs propres : 5 et 2.

-1 ¢ —i
Une base de F5(A)=Ker | —i —1 1 (noyau d’une matrice de rang un) est :
1 1 -1
1[0 1 [
Vect | Yi=—1 1 |, Yo=—
1 NG . 2 NG X
2 1 =
Une base de Fh(A) =Ker | —i 2 1 est
11
1 1
Vect | Ys=—| —1
V3l
La matrice : ' ' '
V2 V2 B
P=| &= 0 ——=
i, s
0w =
est unitaire et vérifie :
500
P'AP=|(0 50
00 2
1 ¢ —
e Pour la matrice A= | — 1 —1 |, on fait de méme.
i —1 1

On obtient :
xa(X) = X2(X —3).

La matrice A admet deux valeurs propres : 0 et 3.

21



1 v =

Une base de Fy(A) = Ker | —i 1 —1 | (encore le noyau d’une matrice de rang
1 —1 1
un) est :
1 — 1 ‘
Vect | Y1 = — 1 Yo=—10
T A
-2 i =1
Une base de F3(A) =Ker | —i —2 —1 | est:
1 —1 =2
Vect | Y- ! _i
ecC 3= —= —
V3l
La matrice : '
V2 V2B
P=| - 0 ——
ey
0 % &
est unitaire et vérifie :
000
P'AP={(0 0 0
0 0 3

Exercice 5

. L’espace F est un hyperplan, donc I'espace F* est une droite vectorielle, générée par
un vecteur u = (z,y, 2).
On remarque qu’une base de F' est :

%= (21 = (1,1,0),8; = (1,0,)).
On obtient alors le systéme :

N

donc successivement :
r+y=20
x—1z2=0
donc (x,y, 2) = (x, —x, —iz) € Vect (v =(1,-1, —z))
L’inclusion F+ C Vect(v) couplée avec 1'égalité des dimensions finies égales & 1 donne
I'égalité. Une base de F'* est :
((1, 1, —i)).
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2. On orthonormalise par Gram-Schmidt par exemple la base

B = (el =(1,1,0),e2 = <1707i)>

de F.
On note (x1, x2) cette base orthonormée.
D’une part,
£ 1
i = = —=(1,1,0).

lesll V2

D’autre part,
g2 —(x1|€2) " xa

X2 = .
T Jea—(a e2) -l
Or,
1 .
€2 — <X1 | 52> X1 = &2— §<(1’ 170) | (LO)Z)) ’ (17 1a0)
1
= —(1,—1,22).
2( Y Y Z)
Ainsi,
! (1 1 2')
= —=u, =1, 2).
X2 \/6
3. On pose :
1
(1,-1,—1)

de sorte que la famille (x1, x2, x3) est une base orthonormée adaptée a la somme :
FteF=C>%

Soit w = (a, b, ¢) un vecteur de C3.
On pose :
w=a-x1+0-x2+7 X3
avec «, 3 et v des complexes.
On en déduit par produits hermitiens que :

1
04:<X1|w>:ﬁ(a+b)

et :

1 .
5:<X2|w>=%(a—b—2zc).

Conclusion, en notant p la projection orthogonale sur F',

plw) = a-x1+p6-x2

a+b a—b—2ic
— (1.1 -
2 (7 70)+ 6

1
- §<2a+b—ic,a+2b+ic,ia—ib+2c>.

S (1,-1,20)
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On en déduit la matrice de projection orthogonale :

1 2 1 —
Pzg ]_ 2 1
T -1 2

Il est tout a fait normal d’obtenir une matrice hermitienne... En notant U la matrice
de passage de la base canonique de C? vers la base orthonormée (1, X2, X3), alors :

P=UJLU "
Ainsi, la matrice U est unitaire et

Pl =U" Ut =URUT = P.

Exercice 6

. Tout est facile. Le seul point un peu subtil est que si P est un polynéme tel que
(P | P) =0, alors par le théoréme aux quatre hypothéses, la fonction continue t —
P(e") est nulle sur [0, 27r] amenant une infinité de racines pour le polynome P : c’est
le polynéme nul.
. Il s’agit d’une base orthonormeée.
En effet, si k et £ sont deux entiers entre 0 et n, on observe que :

1 [ . ,

Xk XY = — e M et gt

2m J,

= Okt

en refaisant la question Q.2 de I'exercice 1.

. L’application :
|1 CX] — C
’ P —  P(a)

est une forme linéaire non nulle. Le noyau de cette forme linéaire est un hyperplan

H admettant une base orthonormée (Py,---, P,) car dim(H) = n (on rappelle que
dim(C,[X]) = n+ 1). Il suffit de compléter par la gauche cette famille orthonormée en
une base orthonormée (P, - - -, P,) pour répondre a la question.

. On commence par calculer |Py(a)| dans la question précédente, ce module étant néces-
sairement strictement positif, car Py(a) # 0.

Comme la base canonique est orthonormée, en posant :

Py(X) =) 7+ X",
/=0
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alors :

Ve € [0,n], ve = (X"| P)) = (P | XY).

On fixe un entier k entre 0 et n. On pose :
n
XF=>"p;-P
§=0

la décomposition du vecteur X* selon la base orthonormée (P, - - -, P,).

On évalue les polynémes en a, ce qui donne :
ak = 50 . Po((l).

Or, on voit que :
Bo=(Po | X*).

On a déja montré que :

Ve e [0,n], v = m.

On en déduit :

Py(a) = Z’}/g -a’
=0

] ol
-2 Py(a)

=0

Alinsi,

[Po(a)® =) laf*.
=0

On revient a la question posée.
Soit P un polynome dans C,,[X], de norme hermitienne égale a 1.

On pose :
n
P(X) =) X\ Pu(X),
k=0
sa décomposition dans la base orthonormée (P, - - -, P,), de sorte que I’évaluation en a
donne :

P((l) = )\0 . Po((l).
Or, par Pythagore,

n

L=[PI> =) 1M

k=0

donc :
|P(a)| = [Fo(a)| x [Xo| < [Fo(a)l,
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et on a égalité si et seulement si les vecteurs P et P, sont colinéaires, si et seulement si
P - :l: Po.
[’ensemble considéré admet donc un plus grand élément valant :

Pour calculer cette quantité, on distingue deux cas.
e Si|a] =1, alors :
e Si|a| # 1, alors :
1— |af2n+D)

1—|af?

| Po(a)| =

Exercice 7

. On procéde par analyse / synthése.

Analyse :
Soit (A, B) un couple convenable. Alors,

MV = A" —iB" = A—iB,
puis en combinant cette égalité avec M = A + iB, on obtient :

M + Mt M — Mt
:7Jr et B= ————.

2 21

A

Synthése :
Si A et B sont données par les formules précédentes, alors M = A +iB,

M+ M
AT = 7; — A

et : ;
MT — M
——— =8

—21

Bf =

La synthése montre I'existence et ’analyse montre 1'unicité.

. On suppose que les matrices M et MT commutent. Comme A et B sont des combinaisons
linéaires de ces deux matrices, alors elles commutent entre elles.

On suppose que les matrices A et B commutent. Comme les matrices M et M sont
combinaisons linéaires de ces deux matrices, alors elles commutent entre elles.

Exercice 8
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1. Soit = dans H. Pour tout g € G, I'application p(g) est linéaire et le produit hermitien
est linéaire a droite. Il vient assez facilement que la formule proposée est linéaire par
rapport a la deuxiéme variable.

Ensuite, si x et y sont deux vecteurs de H, alors :

@y = %gp(g)(xw(g)(y))
= ig;<p<g><y>|p<g><x>>
= %2{)}<p<g><y>|p<g><x>>
_ ST

L’application proposée est donc sesqui-linéaire.

Ensuite, si 2 est un vecteur dans H, pour tout g € G, la quantité <p(g)(az) | p(g)(x)>

est positive :
(x| z),=0.

Si de plus, (x | z), = 0, alors chaque terme positif de la somme est nul, donc en fixant
par exemple un élément g € G et en posant u = p(g) qui est inversible, alors :

(u(z) [ u(z)) =0,

donc u(x) = 0, puis x € Ker(u) = {0} et = est bien le vecteur nul.
Tous les axiomes sont vérifiés.

2. Soient x et y dans H. On remarque que ’application :
Tg: h—>hxg

est une bijection sur le groupe G.
On peut ainsi effectuer un changement de variable sur les sommes comme suit :

0(0)@) | o))y = = S (ph) o pl0)(e) | olh) o p(0)(0))

heG

= S {phxa)@) | plh)(w) )
heG

= 23 (o)) | oh)))
keG

= (x|

3. Soit g € G.
On sait déja que :
plg)(F) C F



Or, 'endomorphisme p(g) est un isomorphisme et 1’espace F' est de dimension finie car
I’espace H est hermitien.

On en déduit que 'on a égalité :
p(g)(F) = F.

Soit maintenant un vecteur x € F1e.
Soit y dans F. On peut écrire :

y = p(g)(z), avec z € F.

Alinsi,
(p(9)(@) | v)p = (p(g)(x) | p(9)(2)), = (x| 2), = 0.

On a ce qu'’il faut.
Exercice 9

. On considére un repére #Z = (0, €1, €3, €3) adapté a ce miroir.

On remarque que les matrices diagonales

-1 0 0 1 0 O 10 0
D, = 0 1 0]),D,=10 -1 0 et Ds=| 0 1 0
0 01 0 0 -1 0 0 -1

commutent entre elles et correspondent a des symétries orthogonales respectivement
par rapport aux hyperplans Hy, = Ker(eY), Hy = Ker(e}) et H; = Ker(é}).

Soit un rayon lumineux dirigé par un vecteur @ et s’apprétant & se réfléchir sur un
hyperplan H;, pour i € {1,2,3}. Alors, le rayon réfléchi sera dirigé par le vecteur
Aprés trois réflexions, le rayon finalement réfléchi sera dirigé par le vecteur :

UDy Do D3 (C_I:),

ou a correspond au rayon incident avant la premiére réflexion. On vient trés forte-
ment d’utiliser la commutativité des matrices D; et donc des endomorphismes up,, ne
connaissant pas 'ordre dans lequel s’effectuent les réflexions par rapport aux hyper-
plans.

On remarque que le produit commutatif Dy Dy D3 vaut —I3. Ceci répond a la question.

. On place des petits miroirs triédriques a l'arriére des vélos ou sur les vétements pour
réfléchir parallélement la lumiére d’un véhicule. Le conducteur verra ces rayons réfléchi
car provenant des phares de sa voiture...

Exercice 10
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1. L’application ¢ : M —— MF est différentiable sur 'ouvert 7 = R? \ {F'}. En effet,
soit M un point de cet ouvert % .
Soit A un vecteur de norme suffisamment petite pour que M + h reste dans % .
Alors,

—

GM+R) = J(F—(M+F) | F—(M+h)
VTP —Fi | M -}
_ \/MF2—2WU3 )+ o(||]])

1/2
MF2 (MF | ) + o yhu))
(MF|R) oo
= MFx <1— W+O(|lh|l)>

MF

= (M) = (577 | B) +o(Il)

= MFX(

=k

L’application h—s —<
et :

| fz> est linéaire. L’application v est différentiable en M
B, FM

db(M) : F—s < >

Le gradient de ¢ en M vaut :

V(M) = ——.

Il est alors facile de répondre a la question.

La fonction ¢ est la somme de deux fonctions différentiables sur 'ouvert proposé et en
tout point M ¢ {F, F'}, on a :

Fil P
VeM) = z0r + Far

2. On voit que :

¥y >0, x(y) = V(a+ ) +y2+ V(o -2 +y2
Il est alors clair que I'application y est strictement croissante sur [0, +oo].
De plus, lorsque y tend vers +oco, on obtient :

()" e 22)”

Y
et )

a? +c? 1
= 2y+ +of-],
Y Y

Xy) = y-

ce qui constitue un développement asymptotique convenable.
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3. (a)

Soit (z,y) € &. Alors,

play) = Vet +y2+ (- +y?
= a2+ 2rc+ 2 +y?+ /22— 2ac+ 2+ 2

2?2 2xc 2+ y? 2?2 2xe A+ y2>

S WETEY TR VE T e

2 2xc 2 g2 2 2xc 2 2
= BX @—i_ﬁ—i_l_'_@_f_z @—F—Fl‘i‘@—ﬁ

c2x?  2xe 02 c2x?  2xc €2>

S \WeetEtEt e B e

s \/(%J)Z\/(%_é)z
a st B gt p
(640

CT
cr g’ o
7+

—e].
cx
Or, |z| < et £ > ¢, donc )7) < e </, et donc :

pwy) = (T o)+ (-F+0) =2
14 14

On a bien 'inclusion demandée.
Soit (x,y) un point de R? tel que ¢(z,y) = 2¢.
Les ensembles & et ¢~ '({2(}) sont symétriques par rapport aux axes.
Il suffit de détailler le cas ou le point (z,y) est dans le quart de plan avec z > 0 et
y = 0.
On note o =z > 0.
Supposons par ’absurde que z soit strictement supérieur a /.
On en déduit :

(x+c)2+(x—c)=|r+c|+|r—c =22 > 2L
En prenant o = 0 dans la question Q.2, la fonction x est strictement croissante et :
x(0) > 2¢.

On en déduit :
x(y) = x(0) > 2¢.
Cependant, 2¢ = ¢(x,y) = x(y) > 2¢, amenant a une contradiction.
On sait maintenant que le réel = appartient a l'intervalle [0, /]. On pose :
2

y' =5 1_6_2
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de sorte que le point (z,y’) appartient a ’ensemble & :

o(x,y') =20 = o(x,y).

On prend maintenant @ = x dans la question Q.2, ce qui donne :

et donc :
(z,y) = (2,y) € &.
On a l'autre inclusion.

4. On note M(x,y) le point du miroir ou se produit la réflexion.
Le miroir est associé a 1’équation :

IL'Q y2
StE=1

Quitte a changer les roles de = et de y, on peut supposer que a > b > 0. On note F' et
F’ les deux foyers de 'ellipse &.

— Si a = b, le miroir est circulaire, les deux foyers sont confondus au centre et la
réflexion est perpendiculaire au miroir : le rayon repasse par le centre.

— On se place dans le cas ot a > b > 0.

On adopte les notations de la question Q.3, avec £ = a et 8 = b. L’ensemble & est une
ligne de niveau pour la fonction ¢, associée a la valeur 2¢.

Le gradient V(M) est perpendiculaire & la ligne de niveau, donc indique un vecteur
orthogonal au miroir en M.

Par la formule obtenue pour ce gradient, le gradient dirige la bissectrice intérieure de

I'angle FMF'. Le rayon incident est selon le segment [F'M]. Le rayon réfléchi est donc
selon le segment [M F”] et le rayon réfléchi passe bien par l'autre foyer F”.

— Le cas ou b > a > 0 se déduit du cas précédent en intervertissant les roles des
abscisses et des ordonnées.

Exercice 11

1. Pour tout ¢ € R, on notera r(t), le vecteur position de ’électron mobile dans le repére
envisagé. On notera 9(t), sa vitesse et @(t) son accélération.

On note pour tout ¢ € R, le moment cinétique :
L(t) =m-r(t) NU(t).
Par bilinéarité du produit vectoriel, chaque fonction r et ¢ étant dérivable, on en déduit :

%ﬁ’f) —m- <g(t) ANT(E) +r(t) A 5(t)>.



Or, par le principe fondamental de la dynamique, la force de Lorentz :
F=—¢- E

étant colinéaire au vecteur r(t), il en est de méme du vecteur :
m-a(t) = F.

Les produits vectoriels () A ¥(t) et r(t) A d(t) sont nuls.
La fonction L(-) est de dérivée nulle sur 'intervalle R : elle est constante.
Par les conditions initiales en I'instant ¢y, on obtient que la constante vaut :

L(tg) = mwvg - (—1,1,0) A (1,0,0) = —muy - k.

Pour tout instant ¢, le vecteur r(t) est orthogonal au vecteur k.

La trajectoire est incluse dans I’hyperplan affine passant par (—1,1,0) et dirigée par
Vect (k).

. Voici la formule du potentiel électrique produit par 1’électron, le potentiel étant pris
nul a l'infini : .

Vir)=-—

dreg v
Par conservation de I’énergie de la charge mobile, on en déduit que la quantité :
1 e?

E = —mv?
2 + 47T€0 r

est constante.
On travaille dans la base polaire (e,, ey).

On obtient : '
r(t) =r(t)-e., donc U(t) =7 e, + 10 - €9
puis :
a(t) = (T - Téz) e+ (7“9 + 27 0) - eg.
Ainsi,

v(t)? = 7?2 + r20%
On en déduit ’équation donnant la conservation de I'énergie de 1’électron mobile :

62

1 2 242
= 0 ) — B,
Qm(r T + dmeg r 0
. Par le principe fondamental de la dynamique :
i(t) = —eErt)=e VV(r(t)) = —— - ¢,.
mi(t) = ~E(r(t) = e VV(r(t) = = -

On en déduit les équations du mouvement par unicité des coordonnées selon la base

polaire :
2

i gz) __“
m(r " 4 o 12
m<r0+27'“ 0) ~0
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En multipliant Péquation 76 4+ 27 @ = 0 par r, on obtient que la dérivée de la fonction
20
est nulle sur 'intervalle [0, +oo]. Il existe une constante A telle que :
20 = A.

Les conditions initiales données dans I’énoncé montrent que la constante A est non
nulle.

. En réinjectant dans I’équation de la question Q.2, on obtient :

Il est impossible que la quantité r(¢) s’annule, car sinon, le potentiel tendrait vers
I’infini, ce qui est contraire & I’équation de conservation de I’énergie.

1
On pose le changement de variable u = —, ce qui donne :
r

1 L U
r=—,puis r = ——.
U

u2
On veut obtenir une équation reliant u a la variable 6.
On en déduit :
1 . du

J—

w2 de

7z2:iA_2 d_u 2:A2 d_u ’
utr rt \ db do ) -

L’équation de conservation de 1’énergie devient :

Alinsi,

A’m d_u 2 A2mu e?
2 df 2 47T€0

On dérive cette équation par rapport a la variable 6, ce qui donne :

d*u du du ez du
A, &8 B g2, B du_
Mgz dn T a0 T dmey a0

d
Il est impossible que la quantité d_u soit nulle sur un intervalle de la forme I =|6y, 65],

avec 01 < 05. Dans le cas contraire, sur cet intervalle, on aurait I'existence d’une

constante A telle que :
Vo eI, u(@) =\

Ces deux angles 6; et 05 correspondent & deux instants différents t; # 5. Sur I'intervalle
J d’extrémités tq,ty, on aurait :
Ar=1
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et la fonction r serait localement constante égale a py # 0 en la variable ¢. Ainsi, i* = 0
et en considérant la premiére équation liée au PFD (composantes sur e,.), on obtiendrait
une contradiction liée au fait que le terme de gauche est négatif alors que le terme de
droite est strictement positif.

Conclusion, pour des raisons de densité des points ot la fonction — ne s’annule pas,

on peut simplifier par ce terme ce qui donne 1’équation différentielle d’ordre deux :

2 2 €
AmWJFAmUJFzLﬁgO =0,

ou encore :

d*u _

g2 U=
ou u est une constante strictement positive telle que :

2 e?
Amm o= 47'('50 ’

Les solutions de cette équation sont de la forme :
w:l— Ucos(0 —6y) —p= u(ecos(ﬁ —6y) — 1),

ol on a poseé :

€= —.
1
Le nombre € correspond a l’excentricité de la conique liée & la trajectoire.

Il s’agit maintenant de montrer que I’excentricité ¢ est strictement supérieure a 1.

On rappelle que :
d
u:l— ,u(scos(@ — b)) — 1) et d—g 10— —p e sin(6 — 0p).

On reprend l'expression de I'énergie Fy de la particule. Pour simplifier, en fixant un
angle 0 et en notant ¢ = cos(f — 6y) et s = sin(f — 6y), on obtient :

g A’m (du)’ N A*m N e?
= — u u
° 2 \df 2 dmeg

AQ 2
— 2m<,u25252+,u25202—2,u250+u2>+47€T€0 ,u(sc—l)

A2 2
= —m<,u262—2,u260+u2>+6—,u<5c—1>
2 47T€0
e? A’m e?
= X — A2 241) -
e () o (B £)
A’m ) e?
— 1) —
wx (e - 1)
e? )
= 87T€0><u><(5 —1).

L’énergie Fj étant strictement positive, cela impose a ’excentricité € d’étre strictement
supérieure a 1 : la conique est une hyperbole.
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5. Il suffit de passer a la limite lorsque ¢ tend vers +o0o dans ’équation de conservation de
I’énergie.
D’une part, a 'instant ¢y, on obtient :

2
2 €

—muy + = F.
0 4\/57'('80 ’

2
D’autre part, lorsque t tend vers +o00, on obtient en notant v, la vitesse limite, sachant
que 7(t) tend vers +00 en 400 :

Conclusion, la vitesse limite vaut :

1
(o)
Voo =00 | 1+ ———M8M88 — | .
0 2\/§7T€0m’1}8

Exercice 12

1. Ce morceau de ficelle infinitésimal est sujet a trois forces : son poids dpP = A/ dx? + dy? g,
la tension a droite : T'(z + dz) et la tension & gauche : —T'(x).
On se place dans la base canonique du plan affine euclidien R2.

On note 6(z) € ] —g, g [, Pangle fait par le vecteur T'(z) avec I'horizontale.

A I’équilibre, on obtient :

pN/da? + dy? G+ T(x + dz) — T(x) = 0.

On en déduit : .
dT = —p +/dx? + dy? g.

En notant y = f(x), alors I’équation devient :

AT = —pr/1+ f'(z)? dz §.

Or, le vecteur T est de la forme :

De plus,
f'(x) = tanb(x),

la tension étant dirigée selon la tangente géométrique a la ficelle.

On remarque alors que :

1+ f'(x)* = /1 + tan®f(z) = cos;(x)'
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On en déduit en identifiant les coordonnées des vecteurs selon la base canonique (eq, e3),

sachant que § = —¢g - es :
{ d(T cosf) =0

d(Tsing) = 12

Qe
cos 0 v

Il existe une constante 7T telle que :
T cos =Ty,

la tension T'(-) étant non nulle, la constante Tj est strictement positive.

On réinjecte dans la deuxiéme équation ce qui donne :

ng
cos

d(Tptan ) = dx.

Or, tanf = f'(z) et
1 1

1
cost  \1+tan2f /11 2

La fonction f’ vérifie I’équation différentielle :

Ty f"=pgy1+f2

2. On rappelle que la fonction v —

admet comme primitive la fonction :

1
V1+u?
u +—> argsh(u).

On en déduit en notant la constante :

ng
A=">>0
Ty

que la fonction f vérifie :

A
N

donc qu’il existe une constante B telle que :
argsho f' = A-id + B.

Ainsi,
x> sh(Az + B)

et en intégrant, la fonction f est de la forme :

1
f:x»—)zch(A:p+B)+C.

On peut calculer les constantes B et C car f (—g) =f (g) =0.
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. ., Ad d . .
Ainsi, les quantités > + B et ——— + B donnent le méme cosinus hyperbolique, donc
ces deux quantités sont égales (ce qui est exclu) ou opposées (ce qui implique B = 0).
Conclusion, la ficelle a pour équation de forme :

froes g <ch(Aac) _h (%)) ,

oﬁA:'uTj>O.

Exercice 13

On raisonne par analyse / synthése.

Analyse
Soit f : R?> — R une fonction convenable.
On utilise le changement de variable C?-diffecomorphe proposé, ce qui donne :

u=ux—ct
v=x+ct ’
On pose la nouvelle fonction inconnue :

g(u,v) = f(:E,t).

On exprime les dérivées partielles de la fonction f en fonction de celles de la fonction ¢, a
'aide de la régle de la chaine, la fonction g restant de classe C2.
Pour les dérivées premiéres :

05 _ 0y ou 0 oo
or  Ou Or Ov Ox
09  0Og
B 8u+8v

et :

of _ g ou 0y oo
ot ou Ot Ov Ot
dg dg
ou ov

Pour les dérivées secondes :

#r o (00 0
0x? or \Ou Ov

0%g 0?g  0?g

= 2w 2oue T o2
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et :

f 8( dg 8g)

a2~ a\ "% o
d%g d%g d%g
. 2_ o 2 2_
- C ou? 2 Oudv te ov?’

On obtient aprés simplifications la nouvelle équation vérifiée par la fonction g :

0? 0?
g 902 g

oudv  ~ Oudv’

—2¢2

et donc : o
9 _ 0
oudv
En intégrant par rapport a la variable v, il existe une fonction ¢ : u — @(u) telle que :
dg
ou

En intégrant par rapport a la variable u, il existe une fonction v — ¥ (v) telle que :

g+ (u,0) — ®(u) + 9 (v),

la fonction ® étant une primitive de la fonction .
Conclusion, la fonction g est de la forme :

@.

g+ (u,v) — x(u) + ¢(v),

les fonctions y et ¢ étant de classe C2.
La fonction f est donc de la forme :

fi(z,t) — x(x —ct) + (x + ct).

Synthése
Réciproquement, si f est de la forme précédente, alors :
0
8_f Sz, t) — X (= )+ (x4 ) et a0 (z,t) — —cx'(z — ct) + e/ (x + ct).
x
Enfin,
azf /! 1 82-][. 2.1 2 .1
9z (x,t) — X" (x —ct) + " (x + ct) et 52 (z,t) — X" (x — ct) + " (x + ct).

La synthése est terminée.

Toutes ces fonctions conviennent.

On voit que la fonction f fait apparaitre une onde progressive (via la fonction y) et une onde
rétrograde (via la fonction ).

Exercice 14
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1. On note V le volume de I’hyperballon.
Ce volume est égal a :

R
Vo= SVRE— 2 4
R ,
R " 2\ 2
- —7TR3/ 1— (L dt
3 _R R

8 3
= —7TR4/ 1—u 2
3 0

8
— §7TR4/ 1—s1n v cosv dv

[e=]

8
= —7TR4/ cost v dv.
3 0

On linéarise cos* v, ce qui donne :

4 eiv+67iv 4
COS " v = s —
2

— 116 ( 4iv _'_462“} +6—|—4€ 2iv +€f4iv)

cos(4v) + 4 cos(2v) + 3
3 .

On en déduit :

™

2 1 [sin(4v) , 3
Yo dv= < 2sin(2v) +3v| = —.
/0 cos™v dv = ¢ 1 + 2sin(2v) + 3v BT

Conclusion,

1
VoSt ST L ep
3 16 2

On n’oublie pas I'unité. Si le rayon R est mesuré en m, alors le volume V' est mesuré

en m*.

La masse de I’hyperballon vaut donc :

M = 2P mR*.

2. On distingue deux cas :

. ) ) 1
e si p > po, alors la poussée d’Archiméde est au maximum égale & —py 7>R*, lorsque

tout I’hyperballon est immergé. Cette poussée ne suffit pas a contrer le poids de
I’hyperballon. Celui-ci coule au fond de I’eau pour attendre que la réaction du fond
produise alors 1’équilibre.
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e on se place maintenant dans le cas p < py. Cette fois-ci, on aura un équilibre par la
poussée d’Archiméde.
On note Vj, le volume de I'hyperballon immergé, de sorte que :

poVo = pV.

En supposant que I'hyperplan d’eau a pour forme I’hyperplan passant par le point
0 € R* et dirigé par 'hyperplan Ker(e}), la base (ey, 2, e3,e4) étant la base cano-
nique, tout point (z,y, 2,t) de R* appartient a I'hyperplan si et seulement si ¢ = 0.
On note ty la composante minimale de tous les points de I'hyperballon, une fois
I’équilibre atteint. On a donc —2R <ty < 0 et :

04 3
VE) = §7T\/R2—(R+t0—t)2 dt

to

3
4 0 t—t0)>
= —7TR3/ 1—(1— ) dt
3 to( R

4 1
= —7TR3/ V1-— u23 du
1+

3 2}
R
4 3
= —7wR3 cos* v dv.
3 arcsin(l—i—%)

t
On note ay = arcsin (1 + ES)’ de sorte que :

3 in(4
Vo = W? (_s1n(4a0) — 2sin(2ag) — 3ag + 3;)

On cherche a résoudre 1’équation :

Vo=Lv.
Po

En notant :

a="L €]0,1]

Po
on détaille « un peu » la résolution de I’équation :

Vo=aV

ou encore la résolution de I’équation :

r r
oA oA
/ cos vdv:a/ cos™ v dv.
ag —

uy
2

T
La fonction cos* admet une seule primitive F' s’annulant en 5 et la fonction F' est

dérivable de dérivée positive cos* ne s’annulant qu’en des points isolés : la fonction F
est strictement croissante sur R, donc réalise une bijection strictement croissante.
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L’équation a résoudre devient :

™

F(ag)=a F (—5) :

t
Or, la fonction ¢ : tg — ag = arcsin (1 + RS) est une fonction continue strictement

croissante sur 'intervalle I = [-2R, 0] et :

P(=2R) =~ et o(0) =

ro]

Or, en posant la fonction
G:t»—)Fmp(t)—ozF(—%) =Foyp(t)—a Fop(—2R),
la fonction G est dérivable et strictement croissante sur [—2R, 0]. De plus,

G(-2R) = (1 - a)F (—g) <0

et :

[’équation G(t) = 0, d’inconnue ¢t € [-2R, 0] admet donc une seule solution.

4

Par la linéarisation déja proposée pour la quantité cos® v, on sait que la fonction F

vaut : ) (4 ) ) (2 ) g 9
sin(4v sin(2v v T
F:v— = _ )

! 32 4 316

L’équation G(t) = 0, d’inconnue t € [—2R, 0] fait apparaitre des termes trigonomé-

t
triques et un terme en arcsin (1 + ﬁ)’ ce qui laisse présager une résolution compli-

quée...
Exercice 15
e On se rameéne a I’équation matricielle :
X' = AX,
4 -2

1 1
On calcule y4(X) = (X —2)(X — 3).

On trouve facilement une base de Fy(A) : (( 1 )) et une base de E3(A) : (( 2 ))

avec A =

1
1 2
11

i (20
pap-(20).

41
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On procéde au changement de variable Y = P~1X, ce qui donne :

X' =AX < Y' =DY.

En notant Y = ( 4 ),ona:
Yo

Y'= DY <= y; € Vect (t — eZt) et yo € Vect <t — 63t>.

Les solutions en Y de Y/ = DY sont les fonctions :

ae?t
t— ( be3t ) 9
ou a et b sont des constantes réelles.
On revient au systéme de départ, sachant que X = PY. Les solutions sont :

Tt —> ae®t + 2be’t
Yt — ae® + bedt

e On se rameéne a I’équation matricielle :
X' =A)X,
—1-—t t
avec A(t) = Cor o1 )
Premier probléme : cette matrice dépend de t.
On va tenter de la réduire via une matrice de passage indépendante de la variable ¢.
On remarque que
Vi € R, A(t) =tC — Iy,

-1 1

-2 2 )
On réduit la matrice C. Aprés calculs, on trouve qu’en posant la matrice de passage P =

L1y

9 1 ) alors:
i (10
piop-(10).

Par conséquent,

avec O =

Vt € R, PYA(t)P =t PT'\CP — I, = D(t) = ( tgl _Ot )

On procéde au changement de variable Y = P~1X, ce qui donne :

X' = A(t)X < Y' =D()Y.

En notant Y = ( 4 ),ona:
Y2

Y'=D@)Y < y € Vect <t — 6t7_t) et y» € Vect (t — e_%).
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Les solutions en Y de Y’ = D(t)Y sont les fonctions :

t2
aez "t
t— 42 s
be” 2
ol a et b sont des constantes réelles.
On revient au systéme de départ, sachant que X = PY. Les solutions sont :
t2 t2
rit—>aez t4+be 2
2 2
yit—2aeTt+be” T

e On se rameéne de nouveau a 1’équation matricielle :

X' = AX + B,
10 2 1 2
avec A = —-15 -1 -3 et B = -3
0 2 11 1

On réduit la matrice A via son polynéme caractéristique. On obtient :

xa(X) = (X = 5)*(X - 10).

1
Une base de Ejo(A) est -3
6
1
Une base de F5(A) est -3
1

La matrice A n’est pas diagonalisable. On peut la trigonaliser. On cherche une base ¢ =
(€1, €9,€3) telle que la matrice représentant I’endomorphisme u 4 selon % soit la matrice :

51 0
T=105 0
0 0 10
1 1
On choisit e3 = -3 et &1 = —3 |. Pour trouver 5, on résout 1’équation :
6 1

(A — 5]3)52 =£1.

0
Le vecteur eo = | 1/2 | fait Paffaire.
0
On pose la matrice :
1 0 1
P=| -3 172 -3
1 0 6
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de sorte que P~'AP =T.
[’équation matricielle devient en posant Y = P71X :

X' =Z=AX+B < Y' =TY + P 'B.

On calcule les matrices :

1 6 0 -1 1 11
P—1=5 30 10 0 etp—le5 30
-1 0 1 -1
Y1
OnnoteY = | 1 |, de sorte que I'équation Y’ = TY + P~!'B devient :
Ys
, 11
V=5t 2+ —
Yo = Y2 + 6 1
?/g = 10y3 — 5

On trouve ys, puis y3 et enfin y;.
Aprés résolutions, on obtient :

1
yp ot — (a+ bt)e’ — =
56 O
Yo : t — be” — g
ct— ce' 4 —
Y3 ce + 50

On obtient finalement les solutions en X :
9
x:t— (a+ bt)e’ + ce'™ — 0

b 3
y:t— —3(a+bt)e’ + §e5t — 3ce!™ — =

z it (a+bt)e + 6ce’™ — =0

Exercice 16

1. Question un peu étonnante car la particule est amenée a avoir une vitesse tendant vers
0, lorsque le temps ¢ tend vers +oo. La force de Lorentz aura alors une norme de limite
nulle.

L’objet de la question est plutot un calcul d’ordre de grandeur.
Pour le poids, 'ordre de grandeur est :

mg~9-1073" x 10 ~ 107%° N.

Pour la force de Lorentz — on table sur un champ de 'ordre de 1072 T et une vitesse
de l'ordre de 10° ms~! — I'ordre de grandeur de la norme de cette force est :

evy By ~1.6-1071 x 10° 1073 ~ 1072 N.

Il n’y a pas photo...
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2. La déviation a lieu vers la droite.
Cela signifie que si ¢ est la vitesse de I’électron, alors ’angle # entre le vecteur v et la
— — i
force de Lorentz F' = —e U A B est égal a —5

Avec la régle de la main droite, on voit que le vecteur ¢ A €3 est 'image du vecteur v
s
par la rotation d’angle —3

On en déduit que la quantité m - (—e) - € est positive et donc que € = —1.
3. Le produit scalaire est une forme bilinéaire et les applications v et g@ sont dérivables.
On en déduit que la fonction
p:t+— (U(t) | Bo)
est dérivable de dérivée :
o it~ (d(t) | Bo).

L’accélération est colinéaire a la force de Lorentz, elle-méme orthogonale au champ EO :
la dérivée ¢’ est nulle sur l'intervalle [0, +o0o], donc est constante. Or, ¢(0) = 0 par les
conditions initiales.

Le vecteur vitesse est toujours orthogonal a éo.

On en déduit par linéarité du produit scalaire par rapport a la premiére variable et par
linéarité de I'intégrale,

Vit € [0, +o0], (OM(t; | By) = /tgo(u) du = 0.

La trajectoire est incluse dans I’hyperplan affine passant par 0 et dirigée par Ker(e5).

4. La force de Lorentz a un travail nul.
Le travail élémentaire de la force de frottements est égal a

SW = (F | dOM}) = (F | #(t)) dt = —f o* dt.

On en déduit que :
1
dE.+ 6W =0, donc d (amUQ) —fo?dt=0

d’ou I'équation différentielle voulue :
m ¥ v = f v* ou encore m v = fuv.
On obtient une équation différentielle linéaire d’ordre 1 & coefficients constants de so-

lution :
t

vit—vy-e 7.

5. Par le PDF, on écrit :

mid=—\-7—e A DBy,
amenant a :
T T T 0
ml g | =—-A y |l —el vy | A 0
0 0 0 — By



Ainsi,
mi=—-\Nt+eByy
miy=-—-Ay—eByx

En posant X = ( 5 ), alors le systéme d’équation devient 1’équation matricielle :

X = AX,

=(24)

Cette matrice a pour polynome caractéristique :

avec la matrice

—

weo=(x+2) 4

de racines a4 — — =+ w,.
T

. -1 1
La matrice A — ay - I = w,. - ( _i i ) a pour noyau :

v ()

et la matrice A —a_ - I, = A — a - I3 a pour noyau

w((2))

La matrice de passage P = ( 1 _12 ) vérifie :

.P—1A,1321DZ<O‘+ 0).
0 a_

On effectue le changement de variable X = P~'Y, de sorte que la nouvelle équation a

résoudre devient : i )
Y =DY

Cl{+t
Y:tl—>(aea_t+b).
ce*"+d

On revient au probléme initial par X = PY, de sorte que :

de solutions :

oyt a_t
X:tH( ae*tt +ce*-t"+b+d )

iae®+t — jce®t + ib —id
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La condition initiale X (0) = ( 8 ) et X(0) = ( 73] ) implique :

( Vo

= s

at+b+c+d=0 v
a—c+b—d=0 C_Qa_

, donc o
acy + coa— = vy h=_——"2
acy —ca_ =0 2%‘0+

d=———
\ 20[,
Conclusion,
1 _ féJriwct
Tt — T - Re (67>
1 —iTw,
1 _ eferiwct
Yyt — —voT - Sm B
— ITW,
6. On voit que lir}} e~ 7Tt = (. Le point (z(t),y(t)) tend vers le point :
—+00

VoT vTw,
x‘c = yc = -
1+ 72w2’ 1+ 72w?

7. La longueur de la courbe vaut :

L::Aﬁwwwt

= /0+oov(t) dt

+00 .
= / vg € T dt
0

¢ T

 —

= UoT.

0

Exercice 17

1. Voici I’équation de Schrodinger dans le cas présent :

h? 1
— ) + o

S Smw’e’ p(x) = B p().

2. On considére une solution du type :
72
prrxr— A exp(——z).
a
On prendra A > 0 et a > 0 dans la suite.
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(a)

La fonction d’onde 1 doit étre un vecteur unitaire dans lespace L*(R). On doit

donc avoir :
/ o(z)? dr = 1.
R

Or, en exploitant la formule de 'intégrale de Gauss rappelée en fin d’énoncé, on

obtient :
x? T a? T
exp| —2— ) dv =1\/—— =/< a.
R a? 2 2

On doit donc prendre :
21
a1
T a

La fonction ¢ est paire. On en déduit que la position moyenne :

(z) = /R v @2 (x) dz

est I'intégrale sur R d’une fonction intégrable impaire : cette intégrale est nulle.
Pour s’en convaincre, il suffit de procéder au changement de variable x +— (—x)
pour obtenir (z) = —(x).

On réinjecte dans I’équation ’expression de ¢, aprés avoir calculé les premiéres
dérivées :

2
¢’ x|—>—? o(x)
472 2
©" xHy@()—; (z)

donc pour tout x € R, on doit avoir :

n? [(4x? 2 1 5,
—%(F—@)ﬁmw = b

Par identification des coefficients des termes polynomiaux, on obtient :

d’on les formules :

Exercice 18
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1. L’équation de Schrodinger indépendante du temps dans cette situation est donnée par :

ﬁ2

_%(p”<x) + V(z) p(z) = FE p(z).

On voit que pour z € R\|0, a[, comme V(x) = +o0, cela impose p(z) = 0.
Physiquement, la barriére de potentiel est trop élevée pour que la probabilité de présence
de la particule soit strictement positive hors du puits d’intervalle |0, af.

On en déduit I'équation sur ]0, a] :

" @) = E pla)
——'(x) = x
2m ()0 )
avec comme conditions de bord :
©(0) = ¢(a) =0
On pose
2mE
k= 2
de sorte que I’équation devient :
o + ko =0.

Sur 'intervalle ]0, a[, les solutions forment le plan vectoriel
Vect (az — cos(kz), x —> sin(k:a:)).

On écrit :

@ & — acos(kx) + Bsin(kx),
ol « et ( sont deux constantes complexes.
Les conditions de bord imposent :

a =0 et fsin(ka) = 0.

La constante 3 ne peut étre nulle car on doit avoir :

[ 16P @) da =1,

imposant a la fonction ¢ de ne pas étre nulle.

On obtient alors :
sin(ka) = 0, donc ka = 0 [7].

Il existe un entier naturel n tel que :

nm
k=—,
a
amenant a la quantification énergétique :
h? h? 72
E,=k —=n> ——.
2m 2m a?
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Les allures demandées sont des sinusoides plus ou moins resserrées, de formules :

10,af] — C

. (nT
r > [-sin <— x) , avec n dans N*.
a

Pn -

Comme la fonction ¢,, est normalisée et comme :

/sin2 (n_w a:) dz = 2 / sin®(nu) du
0 a T Jo
(11— 2
_ 3/ ( cos( nu)) s
T Jo 2
~a [u  sin(2nu)]”
oo |2 dnu |,
_a
2
alors chaque constante 5 vaut :
2
g=".
a

nmw
Pour n € {1, 2,3}, voici les tracés des fonctions ¢, : © — (- sin (— x)
a

0 a
n=1
n =2
n=3

courbes pour ¢,

nm
Voici les tracés des densités de probabilités [p,|? : © — |3|* - sin? (— x) :
a
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n=1
n=2 courbes pour |y, |?
n=3

. Connaissant la valeur £ de la norme du vecteur d’onde, on en déduit la longueur d’onde

A associée :
21 h?

=27

A k omE’

3. Déja fait, avec n € {1,2,3} dans ce cas précis.
4. Déja fait.

Exercice 19
. On écrit les équations de Schrodinger selon les deux régions :
e dans la région | — 0o, 0], ’équation en spatial est :

ﬁ2

—5 @ (@) = E o).

Avec les notations de I’énoncé, ’équation devient :
¢+ kip =0.
La fonction ¢ est de la forme :
¢ : Aexp(ikix) + rAexp(—ik z),

la constante A correspondant & ’amplitude non nulle de ’onde incidente et le coef-
ficient r correspondant a la fraction réfléchie de cette onde incidente.
e dans la région ]0, +00], I’équation en spatial est :
@)+ Ve (@) = B p()
——'(x x) = x).
2m90 0¥ ¥

Avec les notations de I’énoncé, ’équation devient :

"+ kyp = 0.
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La fonction ¢ est de la forme :
¢ : x —> Bexp(ikyx) + Cexp(—iksx),

avec B et C' deux constantes complexes.
Le terme  — Cexp(—ikox) correspond & une onde régressive se propageant vers
les abscisses négatives. Or, il n’y a aucune réflexion de I’onde permettant d’avoir un
tel terme : la constante C est nulle et on peut poser B = tA, ou t est la fraction
transmise de ’onde & travers ce seuil de potentiel.

2. On utilise la propriété suivante :

Si on considére une distribution de potentiel bornée et discontinue en un point, alors
le raccord de la fonction d’onde est dérivable en ce point.

En effet, si la distribution de potentiel est donnée par une fonction :
Vixr— V(x),

avec V bornée et discontinue en un point a, alors localement a gauche et & droite en a,
sur des intervalles du type I_ =]a—n, a[ et I, =]a,a+n|, avec n > 0 suffisamment petit
de sorte que le potentiel V' soit continu sur chacun de ces deux intervalles, la partie
spatiale ¢ de la fonction d’onde y est alors deux fois dérivable.

La fonction ¢ est bornée et de dérivée bornée. La fonction ¢” est donc bornée sur
chaque intervalle 7_ et I,. La fonction ¢’ est donc lispchitzienne sur chacun de ces
deux intervalles. La fonction ¢ est alors continue a droite et & gauche en a : elle est
continue en a et le raccord est bien dérivable.

La condition de raccordement continu donne :
A4+rA=tA,donc 1+7r=t.
La condition de raccordement dérivable donne :
k1A — kyrA = tAks, donc k(1 —7) = tho.

On en déduit ainsi aprés résolution d’un systéme linéaire que :

__kl—k2at__ 2k,
ok + ky okt ks

r

3. Lorsque 'énergie E est trés grande devant V[, on obtient que les constantes k; et ko
sont équivalentes et donc le coefficient de réflexion r tend vers 0 alors que le coefficient
de transmission ¢ tend vers 1.

Tout se passe comme s’il n’y avait pas de seuil.
4. L’équation de Schrodinger dans la zone | — oo, 0] n’est pas modifiée.
Posons maintenant la nouvelle valeur de ks :
2m(Vo — E)

Gl
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de sorte que I'équation devient dans la zone |0, 4+o00] :
o' =k .
La fonction ¢, dans la zone |0, +o00], est donc de la forme :
¢ x —> Bexp(kqz) + Cexp(—kax).

La fonction ¢ doit étre bornée et normalisable, imposant que la constante B soit nulle.
On peut poser C' = tA, de sorte que :

@z —> tAexp(—kox) , sur |0, +o0l.

. On écrit les conditions de raccords en O :

A+rA=tA
Zk'lA — ikflTA = —kfgtA

donc :
l+r=t
’lk1<1 — 7’) = —kgt '

La résolution de ce systéme conduit a :

ki — iko o 2k
r=——m>: = )
ky + ik ky + iky

. On observe que la probabilité R de réflexion vaut :
R=|r]*=1.
La particule quantique est presque siirement réfléchie par la barriére de potentiel.

Exercice 20

. On définit la fonction potentiel :

R — R

{ 0, si z €]0,a]
T — .
400, sinon

On se place dans le cas stationaire ot les fonctions d’onde sont de la forme :
¥ (2, t) — () - p(t).
[’équation de Schrodinger appliquée & une fonction d’onde propre stationnaire s’écrit :

ihp(a) /(1) = (—;—mw"(ﬂ?) V() 90(37)) o(0).
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En découplant les variables, on obtient une constante F associée a ’énergie de I’état
de la particule quantique, telle que :

On voit que pour z € R\|0, a[, comme V(x) = 400, cela impose p(z) = 0.
Physiquement, la barriére de potentiel est trop élevée pour que la probabilité de présence
de la particule soit strictement positive hors du puits d’intervalle |0, af.

On en déduit I'équation sur ]0, af :

" (w) = B o(a)
——¢"(x) = T
2m§0 90 )
avec comme conditions de bord :
©(0) = p(a) =0
On pose
2mFE
k= 2
de sorte que I’équation devient :
o + ko =0.

Sur lintervalle ]0, a[, les solutions forment le plan vectoriel
Vect (x — cos(kx),x —> sin(k;x)).

On écrit :

¢ x — acos(kx) + bsin(kx),
ol a et b sont deux constantes complexes.
Les conditions de bord imposent :

a =0 et bsin(ka) = 0.

La constante b ne peut étre nulle car on doit avoir :

[ 16 @) da =1,

imposant & la fonction ¢ de ne pas étre nulle.

On obtient alors :
sin(ka) = 0, donc ka = 0 [x].

Il existe un entier naturel n tel que :



amenant a la quantification énergétique :

_Ewnzk2 ﬁ—2:n2 7ﬁ2 7T2.
2m 2m a?

En conséquence, la dépendance temporelle de la fonction d’onde s’écrit :

£,
p:tlﬁpo-exp(—i?g.

On en déduit qu’au niveau d’énergie E,,, la fonction d’onde est de la forme :

h

E
= A, -sin <@) exp (—i—" t) ,
a h
, I 2

>, Uentier n étant strictement positif.

E,
U (2, 1) —— bypo sin (k,x) exp (—i— t)

avec B, =n
2m a

Dans I’énoncé, on ne retient qu’une superposition des deux états propres pour n = 1
et n =2.

. La fonction d’onde 1) est un vecteur unitaire, donc :

/a 02(z, 1) do = 1.
0

Ey — By
7 .

B, . (T . 2y )
exp (—z? t) (A1 - sin (;) + A, - sin (T) exp(—zwt))

2
= ’Al - sin (H> + Ay - sin (%—$> exp(—iwt))
a a

2 2 _ 4
= Ay sin? (T5) o Ao sin? (%x) +25in (™) s (ﬂ) Re (7 Ae ")

Or, pour tout €0, a] et pour tout réel ¢, on a en posant w =

2

[¥(z, )] =

a a

Or, si n est un entier dans N*, on obtient :

/ sin? <n_7rx) dr = 2 / sin?(nu) du [changement de variable u = z;1:]
0 0 a

a T
1 - 2
_ E/ cos(2nu) du
T Jo 2

~afu  sin(2nu)]”
T2 4n 0
_ ¢
= 3

%)



D’autre part,

/Oa sin (g:c) sin (gaz> de =

sin(u) sin(2u) du [changement de variable u = E:c]
a

5 du

™
{sm u  sin u)]

0

I,
/ cos(u — 2u) — cos(u + 2u)
0

© 3l 3|l 3|

Conclusion,
(1A + [ Aa?) .

NN S]

[ 1ot do

AL+ |Ag? = =

La condition est :

3. Vérification immeédiate.

4. Pour ces valeurs de A; et Ay, on obtient pour tout (z,t) €]0, a[xR :

[Y(z,t))* = 2 (sin2 (%) + sin® (?) + 2sin (%) sin (?) cos(wt)) .

Voici des exemples de tracés de la fonction x — [¢(z,t)|?, pour différentes valeurs de
t:

Le schéma ci-dessus est réalisé pour les valeurs :

e cos(wt) =1 et pour les pointillés cos(wt) = —1

e cos(wt) = O 8 et pour les pointillés cos(wt) = —O 8
e cos(wl) = 0.6 et pour les pointillés cos(wl) =

° u)x(w/) = I et pour les pointillés cos(w?) =

o cos(wt) = 0 2 et pour les pointillés cos(wt) = —O 2
[ ]

. Il y a une dépendance temporelle de la fonction d’onde, cette dépendance étant pério-
dique de période :



Exercice 21

1. On rappelle ’équation de Schrodinger indépendante du temps en ayant noté la fonction
d’onde inconnue :

¥ (@,t) — () - p(t),
qui est ’équation :

ﬁ2 "
o Vv =F )
T () + V(2) pla) = F ()
On détecte trois zones :
e sur | — 0o, —al, ’équation devient :

LI @) + Ve ole) = E @)

2m
ou encore avec les notations de I’énoncé :
SO/I — K290
Les solutions forment le plan :
Vect (x — 8% —s e_K”C).
On écrit la forme générale de la solution dans cette zone :
gp:xl—>A1-eK$+Bl-e_K$.

e sur |a,+oo[, on a la méme équation, conduisant a la méme forme de solutions :

@:x— Ag- e 4 By e KT

e sur | — a,al, ’équation devient :

ou encore avec les notations de I’énoncé :
¢+ ko =0.
Les solutions forment le plan :
Vect (:c — e* r—s e’”“”).
On écrit la forme générale de la solution dans cette zone :

—ikx

p:x— Ay-e™ 4 By e
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2. Si 'on compte bien — petit calcul mental laissé au lecteur — il y a six constantes qui
interviennent dans les amplitudes.

La fonction ¢ doit étre de carré intégrable sur R.
Si la constante B; est non nulle, comme :

lim e %% 4+ o0,
r—>r—00

alors la fonction |p|? diverge vers +00 en —oo, la rendant non intégrable au voisinage
de —oo. La constante B; est nulle.

De la méme facon, si la constante A3 est non nulle, comme :
lim e%% 4 oo,
Tr—>+00

alors la fonction |p|? diverge vers +00 en +00, la rendant non intégrable au voisinage
de +o00. La constante A3 est nulle.

Si 'on compte toujours bien, il reste quatre constantes a déterminer.

3. On utilise la propriété suivante :

Si on considére une distribution de potentiel bornée et discontinue en un point, alors
le raccord de la fonction d’onde est dérivable en ce point.

En effet, si la distribution de potentiel est donnée par une fonction :
Vier— V(z),

avec V bornée et discontinue en un point a, alors localement a gauche et a droite en a,
sur des intervalles du type I_ =]a—n, a[ et I, =]a,a+n[, avec n > 0 suffisamment petit
de sorte que le potentiel V' soit continu sur chacun de ces deux intervalles, la partie

spatiale ¢ de la fonction d’onde y est alors deux fois dérivable.

La fonction ¢ est bornée et de dérivée bornée. La fonction ¢” est donc bornée sur

chaque intervalle I_ et I,. La fonction ¢’ est donc lispchitzienne sur chacun de ces
deux intervalles. La fonction ¢ est alors continue & droite et a gauche en a : elle est
continue en a et le raccord est bien dérivable.

On écrit les conditions de raccords dérivables pour la fonction ¢ aux points de jonction
r = —a et x = a, ce qui donne les quatre conditions :

Al 6—Ka — A2 6—zka+B2 ezka

—KAl G_Ka = —’lkAg e—ika + ’lkBQ €“m
A2 eika_|_B2 e—ika — B3 e—Ka
Zk?AQ e““‘ — ’ik’BQG_ika = —KBge_K“

4. On rappelle que 'application :




est linéaire et vérifie ®2 = id : il s’agit d’une symeétrie.
On voit alors que les espaces propres :

E(®)=Ker(® —id) = Z et E_1(P) = Ker(® +id) = &

forment deux supplémentaires de I'espace Z# (R, R).

5. On distingue deux cas, selon la parité de la fonction .
e premier cas : la fonction ¢ est paire
Cela impose que les constantes A; et B, soient égales et que les constantes A; et
B3 soient, égales.
On réécrit les conditions de raccords :

Ay e = 24, cos(ka)

—KA e 8% = —2kA, sin(ka)
24y cos(ka) = A e *°
—2kAy sin(ka) = —KA, e &

La constante A; ne peut étre nulle car sinon, étant donné que les quantités cos(ka)
et sin(ka) ne peuvent étre nulles simultanément, on aurait A, = 0, puis la nullité
de la fonction .

On en déduit que A; # 0 et donc cos(ka) # 0 et sin(ka) # 0.
En combinant les deux premiéres lignes, on obtient par quotient :

K =k tan(ka)

et donc la premiére formule de 1’énoncé en multipliant par a.
e second cas : la fonction ¢ est impaire
Cela impose que les constantes A; et By soient opposées et que les constantes A; le
soient B3 également.
On réécrit les conditions de raccords :

Ay e = —2iA, sin(ka)
—KA e ke —2k Ay cos(ka)
2iAy sin(ka) —A; e Ke

2ikAy cos(ka) = KA, e X¢

Par les mémes arguments, la constante A; ne peut étre nulle et donc cos(ka) # 0
et sin(ka) # 0.
En combinant les deux premiéres lignes, on obtient par quotient :

—K = k cotan(ka)

et donc la seconde formule de I’énoncé en multipliant par a.
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6. Compte tenu des formules de définition des quantités k£ et K, on pourrait qualifier la
formule :

de triviale.
Il suffit alors de multiplier le tout par a® de part et d’autre pour obtenir ce qu’il faut.
7. On note dans toute la suite :

X =kaetY = Ka.

e Pour les fonctions d’onde associées a des fonctions d’espace paires, les quantités X et
Y vérifient le systéme :
2ma?V,
2 2 0
Xtan X =Y
Voici une méthode graphique :
aVt
— poser R =+v2m 70 > ()
— tracer la courbe % d’équation Y = X tan X
— constater que le cercle de centre 0 et de rayon R intersecte la courbe % en un
nombre fini de points, dans le quart de plan X >0et Y >0
— chaque point d’intersection (X,Y’) conduit & une valeur de k et une valeur de K,
avec 2
E=FkF —.
2m
Il y a donc un nombre fini de valeurs possibles pour I’énergie F.
— Voici un schéma de la situation :

e Pour les fonctions d’onde associées a des fonctions d’espace impaires, les quantités X
et Y vérifient le systéme :

2ma2 V
)(2 j/’2 0
i T
—XcotanX =Y

60



Voici une méthode graphique :
aVq
— poser R = +v2m 70 >0
— tracer la courbe & d’équation Y = — X cotanX
— constater que le cercle de centre 0 et de rayon R intersecte la courbe & en un
nombre fini de points, dans le quart de plan X >0et Y >0
— chaque point d’intersection (X,Y’) conduit & une valeur de k et une valeur de K,
avec 2
E=Fk —.
2m
Il y a donc de nouveau un nombre fini de valeurs possibles pour 1’énergie E.
— Voici un schéma de la situation :

On démontre maintenant la méthode.

Pour les fonctions paires, il s’agit de montrer que le cercle de centre (0,0) et de rayon
R coupe la courbe Y = X tan X seulement un nombre fini de fois dans le quart de plan
X>0etY >0.

On pose la fonction :

R\<g+wZ) 5 R

x — x-tanx

f:

Cette fonction f est continue et ne prend que des valeurs positives sur les intervalles :

T
I, = [rw, rT 4 5 [ , oll 7 est un entier naturel.

On fixe un entier » dans N et un réel R > 0.

On va montrer que le cercle donné par la courbe Y = v R? — X2 ne coupe la courbe
Y = f(X) qu’au maximum une fois sur l'intervalle ,.

Si 'entier r vérifie rm > R, alors la fonction X —— +/R? — X2 n’est définie en aucun
point de I, et il ne peut y avoir de points d’intersections. En fait, I, N [0, R] = ().
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Supposons que 'entier r vérifie rm < R.

La fonction
| LN 0,R] — R

Jr x — x-tanx — v/ R? — 22
est dérivable sur I, N [0, R], de dérivée :

f,{:az»—>tanx+az(1+tan2x)+#>0.
RZ _ .2

Par injectivité de f, — cette fonction étant strictement croissante sur I'intervalle 1. N
[0, R], il y a au maximum un seul point d’annulation pour f,.

En fait, si I'on se place dans le cas » = 0, alors on a le domaine de définition de la
fonction fy qui vaut I, N[0, R] = [0, min {R, gH

On distingue deux sous-cas :

— si R < g, alors fy est définie sur [0, R] et comme :

fo(0)=—-R <0< fo(R)=R-tanR,

il y a un seul point d’annulation de la fonction fj;
. s e . ™
— si R > 5 alors fy est définie sur [O, 5 [ et comme :

fo(0)==R<0et lim fo(z)=-+oo,

P
T—>3

il y a de nouveau un seul point d’annulation de la fonction fy.
Si 'on se place maintenant dans le cas r > 1, alors :

frirm) = —v/R?— (rm)2 <0

et soit f, est définie en R auquel cas f,(R) = R-tan R > 0, soit f, n’est pas définie en
R auquel cas f, est définie uniquement sur I, et on sait que :

:v*n’ﬂJr%*

Dans ces deux situations, le théoréme des valeurs intermédiaires s’applique et la fonction
fr s’annule exactement une seule fois.

Conclusion, le nombre de points d’intersection entre le cercle et la courbe Y = X tan X
est exactement I’entier naturel 1 + 7, avec r € N tel que :

rmr < R < (r+1)m.

R . . .
Il y a donc exactement 1 + {—J points d’intersections entre le cercle de rayon R et la
T

courbe Y = X - tan X.

Pour les fonctions impaires, il s’agit de montrer que le cercle de centre (0, 0) et de rayon
R coupe la courbe Y = —XcotanX seulement un nombre fini de fois dans le quart de
plan X >0et Y > 0.

62



On pose la fonction :
R\7Z — R

9- T — —x - cotanz

Cette fonction f est continue et ne prend que des valeurs positives sur les intervalles :
7
Js = [87T—|—§,<8—|—1)7T )

ol s est un entier naturel.

On fixe un entier s dans N et un réel R > 0.

On va montrer que le cercle donné par la courbe Y = v/R2 — X2 ne coupe la courbe
Y = ¢(X) qu’au maximum une fois sur Uintervalle J;.

Si 'entier s vérifie sm + g > R, alors J, N[0, R] = 0 et il ne peut y avoir de points
d’intersections.

Supposons que 'entier s vérifie s + g < R.

La fonction
| Jsn[0,R] — R

9s : x — —x - cotanz — v R? — 22
est dérivable sur J, N [0, R], de dérivée :
x
g+ x — —cotanz + x(1 + cotan’z) + ————= > 0.
R2 _ 12
Par injectivité de g, — cette fonction étant encore strictement croissante sur l'intervalle
JsN [0, R], il y a au maximum un seul point d’annulation pour g;.

7
Plus précisément, Uintervalle J; N [0, R] a pour extrémité gauche le nombre s + 5 et

2
Js <37T+g> :—\/R2— <s7r+g) <0.

L’extrémité droite de l'intervalle J; N[0, R] vaut ou bien R inclus ou bien (s+1)7 exclu,
selon que R soit plus petit ou plus grand que (s + 1)7.
Dans le premier cas ot R < (s + 1), 'extrémité droite de J; N [0, R] vaut R et :

gs(R) = —R - cotanR > 0.

Dans le second cas ot R > (s+ 1), I'extrémité droite de J; N[0, R] vaut (s+ 1)7 exclu
et :
lim  gs(x) = +o0.

z—(s+1)m—
Dans ces deux situations, le théoréme des valeurs intermédiaires s’applique et la fonction
gs ne s’annule qu’'une seule fois.
Conclusion, le nombre de points d’intersection entre le cercle et la courbe Y = — X cotan X
est exactement l'entier 1 + s, avec s égal au plus grand entier naturel s tel que :

87T+%<R.

. . . R 1 R 1
L’entier 1 + s est exactement égala 1+ |— — = | = |—+ = |.
T 2 T 2
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8. Détaillons le puits infini, lorsque la fonction potentiel est définie par :

V::p»—>{ Vo,si:%’e]—a,a[ .
400 , sinon
On s’inspirant de P’exercice 18, 'équation de Schrodinger sur | — a, a[ devient pour le
cas stationnaire :
ﬁ2 1
~ ' =F ¢,
m

la fonction ¢ devant étre nulle sur R\| —a, a[, & cause de la barriére infinie de potentiel.

En posant :
2mE
k=
ﬁ )
I’équation devient :
¢+ k=0,

de solutions de la forme :

ikx

p:x— A-e* 4+ B.e

les constantes A et B étant complexes.
On doit avoir un raccord continu aux points de jonction —a et a, imposant :

) appartient au noyau de la matrice :

e—ika eika
eika efika .

) ne peut étre nul car la fonction solution ¢ doit vérifier :

1= [ lof(e) do= [ JoP (o) dn

—ika ika

Cela impose que le vecteur ( B

Le vecteur ( g

La matrice est donc de noyau non réduit & {0} : elle n’est pas inver-

eika efika
sible, donc son déterminant est nul. Son déterminant vaut :
e~ 2k _ g%ka — () donc — 2isin(2ka) = 0 et donc sin(2ka) = 0.

Ainsi, la quantité k est de la forme :

nm
2ka = nm, puis k = 27’ avec n dans N*.
a

L’énergie de la particule est quantifiée selon :

, h? w2

E, =
" 8a
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Revenons maintenant a notre puits de potentiel fini, de hauteur Vj.

Lorsque V; tend vers +o0o, en reprenant les notations de ’énoncé, la constante k ne
varie pas en fonction de Vj.

La constante K tend vers +oo. Cela impose a la quantité k d’étre proche d’une va-
leur interdite de la tangente (pour les fonctions paires) ou d’étre proche d’une valeur
d’annulation de la tangente (pour les fonctions impaires).

7
Cela impose a la quantité ka d’étre proche d’une valeur de la forme nm + 5 ou d’étre
proche d’une valeur de la forme n.

En combinant ces deux éventualités, la quantité ka est proche d’'une quantité de la
forme : .
ka ~m —, ol m est un entier naturel non nul.

. mm , . , .
Ainsi, k ~ o et ’énergie vérifie :
a

, h? m?

8a

E~m

On retrouve bien le puits infini de potentiel, lorsque la barriére de hauteur V4 tend vers
+00.

Exercice 22

. On rappelle dans toute la suite que I’élément, de volume élémentaire dr en coordonnées

sphériques vaut, :
dr =1 siné dr df de.

La fonction d’onde 9(¢) est un ket unitaire, et ce, pour tout instant ¢. On obtient donc
pour tout ¢ :

1 = /RS [(r, )| dr

+o00 ™ 2 o
= / / / A% exp (——) r? siné dr df dy
0 0o Jo a
+o0 9
= 471 A? / r? exp (——T) dr
0 a

2
= 7 a® A% en prenant n = 2 et @ = — dans la formule rappelée dans 'énoncé.
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2. En théorie, comme l’atome d’hydrogéne est un systéme a deux masses, une masse
m,, pour le proton et une masse m, pour I’électron, il faudrait placer I'origine en le

barycentre de la famille de points pondérés ((Mp, mp), (M., me)), ou les points M, et

M, désignent les positions respectives du proton et de I’électron dans I'espace affine R3.
Ce barycentre GG vaut donc :

my, - M, +me - M,

my + Me

G:

Or, on sait que :
m, ~ 1.6 x 107 kg.

Ainsi, le quotient a = " ost environ égal & 1700 (en fait minoré par 1700). On en

m
déduit que le barycentre G est assez proche du point M,,. Plus précisément,

=
GM, = [|GM,
H e 'MeMp
mp—i-me

1
= - M.M,.
a+1

Cette distance est petite par rapport a la distance séparant le proton et I’électron. Cette
petite distance est assimilée a la distance nulle.

3. On déroule les calculs de la valeur moyenne :

) = [ o dr
R2
+o00 s 2w o
= / / / r A% exp (——) r? sinf dr df dy
0 0o Jo a
+00 2
= A4m AQ/ 3 exp (——T) dr
0 a/

6 a* 2
= 471 A% x T6 en prenant n = 3 et @« = — dans la formule rappelée dans I'énoncé
a

L’application numérique donne {r) ~ 7.9 10~ m.
Remarque : la quantité a s’appelle le rayon de Bohr et vaut environ

a~53-10"" m.

4. Le proton est chargé selon la valeur e et ’électron est chargé selon la valeur (—e).
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Sachant que la distance séparant le proton et 1’électron vaut » > 0 et que ’énergie
potentielle électrique est prise nulle a I’infini, on en déduit :

Il s’agit d’une fonction radiale. Dans la suite, on notera plutot V(r) au lieu de V (r, 0, ¢).

. On se place dans le cadre d’une fonction d’onde stationnaire. La fonction d’onde est
donc de la forme :

¥ (r 8, 0,1) — C(r,0,0) - f(1).
On réinjecte cette formulation dans 1’équation de Schrodinger :
h? o

Il n’y a aucune dépendance en les variables 6 et ¢. Seules les variables r et ¢ apparaissent.
On ne prend en compte que des fonctions agissant sur les couples (r,t) plutdt que sur
les quadruplets (r, 6, ¢, ).

Or, le terme ih aa—@f vaut :

i 20 ) s i ) - S (8)
ot
Le terme ——2 A vaut :
m ’ 2m 12 0r
Le terme V - 1) vaut :
e? 1
Voo (rt) — “dres 1 x ((r) x f(t).

Si ’on veut tout formaliser, on dit que la fonction d’onde ¥ est un ket unitaire, donc
non nul.

Il existe (rg,%p) dans |0, 4+o00[xR tel que :

C(ro) x f(to) # 0.

L’équation de Schrodinger devient :

10 aciyy S L] pwy = an ) - o)

dey T

équation de la forme :

X(r) - f(t) = ih C(r) - f(1).
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En posant la constante

() _ x(r0)
f(to) — C(ro)
on voit que ’on obtient le systéme d’équations aux variables séparées :

{ \(r) = B ¢(r)
ih f'(t) = E- {1

E =

Pour la composante temporelle f(-) de la fonction d’onde, on a une fonction de la
forme :

f:t»—>f0~exp(—i%t),

correspondant au terme proposé dans ’énoncé, avec le niveau d’énergie fondamental
E - Eo.
Il ne reste plus qu’a vérifier que la fonction :

C:r— A exp(—g)

est solution de I’équation de Schrodinger spatiale, & savoir :

ﬁ2 2
A|l——Aexp (—C> S exp <—£) ;EO-AeXp <—£> .
2m a dreg T a a
On simplifie le tout par A > 0 et on examine le terme de gauche. Or,
r 10 r? r
s (-2) = (e (-)
P\ r2or ( a “P\7q
i (Por (1))
= ——— (r"exp|——
ar? or PA\TY
1 ( r r r
= ——— | 2rexp (——) — —exp (——)
ar a a a
2 1 T
= (—— + —2) exp (——) .
ar a a
Le terme de gauche dans I’équation de Schrédinger spatiale vaut donc :
h? 2 n 1 e? ( 7“)
—— | — 4+ =] - exp|——] .
2m ar  a? dmeg PA7a

u
Le terme entre crochets est de la forme — + v, avec u et v deux constantes valant
r

respectivement, :
h? e?
U=—= =0
ma  4meg
et :
ﬁ2
T 2ma?



La fonction d’onde proposée est solution de ’équation de Schrédinger si et seulement
si on a l'égalité :
ﬁ2
2ma?
Lorsque ceci est le cas, on a bien ce qu’il faut et en prime une expression du niveau
d’énergie fondamental Ej en fonction des données :

Ep.

ﬁ2
~-21x107®] ~—-136¢V.

2ma?

. On suit 'indication.

Soit F': (1,60, ) — F(r,0, ) une fonction différentiable en un point (r, 6, ).
On considére un vecteur h = hy-é +hg-r €+ hy,-rsind é,.

On pose le gradient VF(r,0,¢) = (a1, as, ag), de sorte que :

- oF oF oF
AF(r0,@)() - = G00,9) b G (0,9) b+ 5 (r0,0) B
et
dF(r.0,9)(h) = ((a1,b1,¢1) | h)

= ay hy +az her + ag hyrsing.

En prenant successivement les vecteurs h dans I’ensemble {ér, €p, e}}, on obtient :

oF 10F 1 OF
a = E(T797 QO), b= ;%(7’,9, QO) et c=

Tsin9%<r’0’g0)'

C’est un premier pas vers la démonstration de la formule du laplacien en coordonnées
sphériques. Cette démonstration est un chemin semé d’embuches ol on doit examiner
le calcul de la divergence d’un champ vectoriel et s’exposer a un calcul de flux a travers
une surface élémentaire... Bref, ¢’est un peu hors de portée.

. On procéde par analyse / synthése.
On fixe un réel b > 0.
Soit, P(X) un polynome de degré n. On pose la fonction :

irap (5) e ()

On suppose que cette fonction est solution spatiale de I’équation de Schrodinger.
r
Dans toute la suite, on note la fonction g : 7 — exp (—5)

On calcule la fonction A, ce qui donne pour tout r > 0 et en posant la variable
T
adimensionnée u = 7 en cours de calcul :

sy = L2 (22 (p (7))
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- L2 (5 G- ()w)
- EEQrE) Q)P F ()G
- [2u <P’(u) - P(u)) +u? <P”(u) — 2P (u) + P<u))] % g(bu)

- 2 {p”@) Lo (— - 1) Pllu) + (1 _ %) P@)} x g(bu)

u

On en déduit en posant les constantes énergétiques

2 2

e
2mb? et G2

C pum = —
! 477'50[)’

que l'équation adimensionnée de Schrodinger devient aprés simplification par g(bu) #
0:

e [P”(u) 2 (3 - 1) Pl(u) + (1 - 3) P(u)] e %P(u) — E P(u).

u u

ou encore en multipliant le tout par u :
¢ [uP”(u) +2(1—u) P'(u) + (u—2) P(u)] —Cy P(u) = E uP(u).

On divise le tout par —C'; et on pose les constantes :

E Cy
== — t == — .
Qo c et C

[’équation devient :

wP"(u) +2(1 = w)P'(w) + (u(l + @) = (24 B)) Pw) =0 (%)

On écrit la forme développée du polynome P(X) :

le polynoéme P(X) étant de degré n.
On en déduit :



On fixe un entier naturel k et on examine le coefficient en u* dans 1'égalité (¥ ). Dans
la suite, on note a_; = 0.

On obtient 1’égalité :
(k+ Dkagr + 2(k + 1)ags1 — 2kag + (1 + a)ag—1 — (24 S)ag = 0.
On en déduit :
(k+1)(k+2)ar1 — 2k+2+ B)ag + (1 + a)ag_1 = 0.

En prenant maintenant l'entier £ = n 4 1, avec I’entier n égal au degré du polynome
P(X), on obtient :

On en déduit

En prenant ensuite ’entier kK = n, on obtient :

Ap+1 = A = 0 et Q1 7é 0.

an+1 =0, donc — (2n+ 2+ B)a, = 0.

Ceci impose que | = —2(n+ 1).

En synthése, si 'on prend f = —2(n + 1) et @ = —1, on considére la suite (ag)ren
définie par :
ag = 1
2k 4 2
Vk € N, Ap41 = +2+5 ag

&+ D)k +2)

alors on voit que lorsque k£ = n, on obtient a, 1 = 0, puis pour tout entier £k > n + 1,
ap = 0.
“+o0o
Le polynome P(X) = Z ay, - X* vérifie alors I'égalité (%) car tous les coefficients en
k=0
u”® dans cette égalité sont nuls dans le membre de gauche.

On peut alors remonter les calculs pour observer que la fonction

irip(G) e ()

vérifie I’équation de Schrodinger.
Ceci termine la synthése.

On a également prouvé I'unicité d’une telle fonction d’onde car le polynéme P(X) de
degré n associé a cette solution est unique.

. On reprend les calculs de la question précédente.
On obtient les égalités « = —1 et f = —2(n + 1). On pose l'entier

p=n+1eN".
On en déduit avec les notations déja utilisées :

E= —Cl et 02 = —2p Cl.
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On en déduit :

ﬁ2
- 2
2 2mb2 2
= —2p X
47end p 2mb?
Avec la deuxiéme ligne, on obtient :
h? 47'('60
b= —p X . —pa
Finalement, on a :
ﬁ2
E = -
2mb?
B 1 h?
 p?2 " 2ma?
_ kb
=
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