
Feuille d’exercices no 2 : corrigés

Exercice 2
On fixe un entier naturel p. On va montrer par récurrence sur l’entier q la propriété suivante :

P(q) : « Fq ≡ 2 [Fp] ».

• initialisation : lorsque q vaut p+ 1, on observe que :

Fp+1 − 2 = 22
p+1 − 1

=
(

22
p

+ 1
)

×
(

22
p − 1

)

= Fp × (Fp − 2).

On obtient bien que la quantité Fp+1−2 est un entier multiple de Fp, d’où la propriété vérifiée
au rang p+ 1.

• hérédité : on suppose la propriété P(q) vraie pour un certain entier q > p.
Au rang suivant, on obtient :

Fq+1 − 2 = Fq × (Fq − 2).

L’entier Fq − 2 est un multiple de Fp, donc l’entier Fq+1 − 2 également. On a ce qu’il faut au
rang suivant.

Exercice 4
On montre par récurrence la propriété :

P(n) : « pour tous réels x1, · · · , xn strictement positifs, alors :
(

n
∑

i=1

xi

)

×
(

n
∑

j=1

1

xj

)

> n2 ».

• initialisation : au rang n = 1, soit x1 un réel strictement positif. On obtient directement :

x1 ×
1

x1

= 1 > 12

et la propriété P(1) est vérifiée.

• hérédité : on suppose la propriété P(n) vraie pour un certain entier naturel strictement
positif n.
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On considère maintenant x1, · · · , xn+1, des nombres réels strictement positifs.
On en déduit :

A =

(

n+1
∑

i=1

xi

)

×
(

n+1
∑

j=1

1

xj

)

=

(

n
∑

i=1

xi

)

×
(

n
∑

j=1

1

xj

)

+

n
∑

i=1

xi

xn+1
+

n
∑

j=1

xn+1

xj

+
xn+1

xn+1
.

La quantité

(

n
∑

i=1

xi

)

×
(

n
∑

j=1

1

xj

)

est supérieure ou égale à n2 par hypothèse de récurrence.

Ensuite, on remarque que pour tout réel a > 0, alors :

a+
1

a
> 2.

En effet,

a+
1

a
− 2 =

a2 + 1− 2a

a
=

(a− 1)2

a
> 0.

En appliquant ceci aux réels a =
xi

xn+1
, on obtient :

n
∑

i=1

(

xi

xn+1

+
xn+1

xi

)

>

n
∑

i=1

2 = 2n.

Conclusion,
A > n2 + 2n+ 1 = (n+ 1)2,

ce que l’on voulait au rang suivant.

Exercice 5

1. On montre par récurrence forte la propriété :

P(n) : « f(n) = n ».

• initialisation : lorsque n = 0, on a d’une part f(0) 6 0 et d’autre part f(0) ∈ N,
imposant f(0) = 0. La propriété P(0) est vérifiée.

• hérédité : on suppose les propriétés P(k) vraies jusqu’à un certain entier naturel n.
L’élément f(n+1) vérifie f(n+1) 6 n+1. Par injectivité, l’élément f(n+1) est différent
des éléments f(0), f(1), · · · , f(n), qui valent 0, 1, · · · , n par hypothèse de récurrence
forte.
Conclusion, f(n+ 1) ∈ J0, n+ 1K \ J0, nK = {n + 1}, d’où f(n+ 1) = n+ 1.
On a la propriété voulue au rang suivant.

2. On montre par récurrence forte la même propriété P(n) : « f(n) = n ».
• initialisation : par surjectivité de la fonction f , l’élément 0 admet au moins un anté-
cédent par la fonction f . On note m un tel antécédent de sorte que :

0 = f(m) > m.
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Nécessairement, m = 0 et finalement f(0) = 0. La propriété P(0) est vraie.

• hérédité : on suppose les propriétés P(k) vraies jusqu’à un certain entier naturel n.
L’élément n + 1 admet au moins un antécédent par la fonction f . Il existe k ∈ N tel
que f(k) = n+ 1.
Par hypothèse de récurrence forte, il est impossible que k soit inférieur ou égal à n car
sinon on aurait f(k) = k 6= n+ 1.
Donc, k > n + 1. Or, n + 1 = f(k) > k, donc finalement l’entier k vaut n + 1 et
f(n+ 1) = n+ 1. On a la propriété au rang suivant.

Exercice 6
On procède par analyse / synthèse.

Soit f : N −→ R une fonction convenable.
On pose f(1) = a.
On montre par récurrence la propriété :

P(n) : « f(n) = n · a »

• initialisation : lorsque n = 0, en appliquant l’hypothèse de l’énoncé aux entiers p = q = 0,
on obtient f(0) = 2f(0), puis f(0) = 0 = 0× a. La propriété P(0) est vérifiée.

• hérédité : supposons la propriété P(n) vraie pour un certain entier naturel n.
On en déduit par hypothèse portant sur la fonction f :

f(n+ 1) = f(n) + f(1).

En utilisant maintenant l’hypothèse de récurrence, on peut écrire :

f(n+ 1) = n · a + a = (n+ 1) · a,

donnant la propriété P(n+ 1).
Conclusion, la fonction f est la fonction f : n 7−→ n · a.
La phase d’analyse est terminée.

En synthèse, pour tout réel a, il est facile de voir que la fonction :

f : n 7−→ n · a

vérifie :
∀(p, q) ∈ N

2, f(p+ q) = f(p) + f(q).

Toutes les fonctions solutions sont donc les fonctions de la forme :

f : n 7−→ n · a,

pour n’importe quel réel a.

Exercice 7
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Attention ici à la formulation de l’hypothèse de récurrence. Il faut être précis.

On démontre par récurrence sur l’entier n la propriété :

P(n) « pour tous nombres complexes z1, · · · , zn, alors :
(

z1 + · · ·+ zn

)p

= p!×
p
∑

k1, · · · , kn = 0
k1 + · · ·+ kn = p

zk11 × · · · × zknn
k1!× · · · × kn!

».

• Lorsque n = 1, la formule à montrer devient pour tout complexe z1 et pour tout entier
naturel p :

zp1 = p!× zp1
p!
,

qui est vraie, la somme ne comportant qu’un seul terme associé à l’indice k1 = p.

• On suppose la propriété P(n) vraie pour un certain naturel n > 1.
Soient z1, · · · , zn+1 des nombres réels et p ∈ N.
En posant A = z1 + · · ·+ zn, en appliquant la formule du binôme dans C commutatif :

(

z1 + · · ·+ zn+1

)p

=
(

A + zn+1

)p

=

p
∑

k=0

p!

k!(p− k)!
Ak zp−k

n+1

= p!

p
∑

k=0

1

k!(p− k)!

[

k!
∑

i1+···+in=k

zi11 × · · · × zinn
i1!× · · · × in!

]

zp−k
n+1

le terme entre crochets provenant de l’hypothèse de récurrence appliquée aux complexes
z1, · · · , zn et à l’entier naturel k.
On obtient alors en posant l’indice in+1 = p− k :

(

z1 + · · ·+ zn+1

)p

= p!
∑

i1+···+in+in+1=p

zi11 × · · · × zinn × z
in+1

n+1

i1!× · · · × in!× in+1!

ce qui donne la formule voulue au rang suivant.

Exercice 8
• On obtient en découpant la somme :

A =

n
∑

p,q=1

min{p, q}

=

n
∑

p=1

(

n
∑

q=1

min{p, q}
)
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=

n
∑

p=1

(

p
∑

q=1

q +

n
∑

q=p+1

p

)

=

n
∑

p=1

(

p(p+ 1)

2
+ p× (n− p)

)

[sommes arithmétiques]

=
n
∑

p=1

(

−p
2

2
+

(

n+
1

2

)

p

)

= −1
2
× n(n+ 1)(2n+ 1)

6
+

(

n+
1

2

)

× n(n + 1)

2

= n(n+ 1)(2n+ 1)×
(

− 1

12
+

1

4

)

=
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

• De la même façon :

B =
n
∑

p,q=1

max{p, q}

=

n
∑

p=1

(

n
∑

q=1

max{p, q}
)

=

n
∑

p=1

(

p
∑

q=1

p+

n
∑

q=p+1

q

)

=
n
∑

p=1

(

p2 +
p+ 1 + n

2
· (n− p)

)

[somme arithmétique]

=

n
∑

p=1

(

p2

2
− p

2
+

n(n + 1)

2

)

=
1

2
× n(n+ 1)(2n+ 1)

6
− 1

2
× n(n + 1)

2
+

n(n + 1)

2
× n

=
n(n + 1)

12
×
(

2n+ 1− 3 + 6n
)

=
n(n + 1)(4n− 1)

6
.

Exercice 9

• En utilisant la fonction f : t 7−→
n
∑

k=1

tk = t× 1− tn

1− t
, définie sur ]1,+∞[, on en déduit après

dérivation :

f ′ : t 7−→ 1− tn

1− t
+ t× −nt

n−1(1− t) + 1− tn

(1− t)2
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et d’autre part :

f ′ : t 7−→
n
∑

k=1

k tk−1.

On remarque maintenant que :

2× f ′(2) = 2×
n
∑

k=1

k 2k−1 =
n
∑

k=1

k 2k = 2×
(

2n − 1 + 2× (1− 2n + n2n−1
)

.

Conclusion, la somme à calculer vaut après simplifications : (n− 1)2n+1 + 2.

• On pose la fonction g : t 7−→
n
∑

k=0

(

n
k

)

tk = (1 + t)n. Cette fonction est dérivable et :

g′ : t 7−→
n
∑

k=0

(

n
k

)

k tk−1 = n(1 + t)n−1.

Il suffit maintenant d’appliquer tout ceci à t = 1 pour obtenir que la somme à calculer vaut

n 2n−1.

• On peut linéariser cos2 θ à l’aide des formules trigonométriques puis calculer la somme de
cosinus à l’aide d’une partie réelle de nombres complexes, puis faire intervenir des sommes
géométriques.
On décide ici d’imposer un changement de variable par inversion. Cela donne :

Tn =
n
∑

k=0

cos2
(

kπ

2n

)

=

n
∑

ℓ=0

cos2
(

(n− ℓ)π

2n

)

=

n
∑

ℓ=0

cos2
(

π

2
− ℓπ

2n

)

=

n
∑

k=0

cos2
(

π

2
− kπ

2n

)

=
n
∑

k=0

sin2

(

kπ

2n

)

.

Conclusion,

2Tn =

n
∑

k=0

cos2
(

kπ

2n

)

+

n
∑

k=0

sin2

(

kπ

2n

)

=

n
∑

k=0

(

cos2
(

kπ

2n

)

+ sin2

(

kπ

2n

))
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=

n
∑

k=0

1 = n+ 1

et donc : Tn =
n+ 1

2
.

Exercice 10
On ne détaille que la première question, le reste étant proche du cours, en utilisant des déri-
vations ou des nombres complexes ...

• Pour le calcul de A =

n
∑

k=0

k ·
(

n
k

)

, il y a deux méthodes :

• méthode par dérivation

On pose la fonction f : x 7−→
n
∑

k=0

(

n
k

)

xk = (1 + x)n.

La dérivée donne :

f ′ : x 7−→
n
∑

k=0

(

n
k

)

kxk−1 = n(1 + x)n−1.

Il suffit d’évaluer le tout en x = 1 ce qui donne :

A = f ′(1) = n · 2n−1.

• on simplifie chaque terme
On peut faire commencer la somme à partir de k = 1 car pour k = 0, le terme est nul.
Ensuite,

∀k ∈ J1, nK, k

(

n
k

)

= k
n!

k!(n− k)!

=
n!

(k − 1)!(n− 1− (k − 1))!

= n

(

n− 1
k − 1

)

.

On en déduit la suite des calculs :

A =
n
∑

k=1

k ·
(

n
k

)

=
n
∑

k=1

n ·
(

n− 1
k − 1

)

= n
n−1
∑

k=0

(

n− 1
k

)

[changement d’indice]

= n× 2n−1.
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Pour le calcul de B =

n
∑

k=0

1

k + 1

(

n
k

)

, il y a de nouveau deux méthodes.

• méthode par intégration
On interprète la somme comme l’intégrale d’une autre somme :

B =
n
∑

k=0

(

n
k

)
∫ 1

0

tk dt

=

∫ 1

0

n
∑

k=0

(

n
k

)

tk dt

=

∫ 1

0

(t + 1)ndt [binôme dans R commutatif]

=

[

(t+ 1)n+1

n+ 1

]1

0

=
2n+1 − 1

n+ 1
.

• on simplifie chaque terme :

∀k ∈ J0, nK,
1

k + 1

(

n
k

)

=
1

k + 1

n!

k!(n− k)!

=
n!

(k + 1)!(n+ 1− (k + 1))!

=
1

n+ 1

(

n+ 1
k + 1

)

.

On en déduit la suite des calculs :

B =

n
∑

k=0

1

n+ 1

(

n
k

)

=
n
∑

k=0

1

n+ 1

(

n + 1
k + 1

)

=
1

n + 1

n+1
∑

ℓ=1

(

n + 1
ℓ

)

[changement d’indice ℓ = k + 1]

=
1

n + 1

(

n+1
∑

ℓ=0

(

n + 1
ℓ

)

− 1

)

=
1

n + 1

(

2n+1 − 1
)

[binôme dans R commutatif].
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Exercice 13
On considère la somme :

Z =

n
∑

k=0

(

n
k

)

(−1)k = (1 + (−1))n.

Cette quantité vaut 0n qui vaut 0 si l’entier n vaut 0 et 0 sinon.
Or, on voit qu’en séparant les termes d’indices k ∈ J0, nK selon la parité de l’entier k, alors :

Z = A−B.

Par ailleurs, il est facile de voir que :

A +B =
n
∑

k=0

(

n
k

)

= (1 + 1)n = 2n.

Conclusion,
−→ si n = 0, alors A = 1 et B = 0
−→ si n > 1, alors A = B = 2n−1.

Exercice 15
• Soit m un nombre complexe.
On utilise les opérations L4 ←− L4 − m3 L1, puis L3 ←− L3 − m2 L1 et ensuite L2 ←−
L2 −m L1.
On obtient les systèmes équivalents en matrice augmentée :









1 m m2 m3 1
0 0 0 1−m4 1−m
0 0 1−m4 m(1−m4) 1−m2

0 1−m4 m(1−m4) m2(1−m4) 1−m3









⇐⇒









1 m m2 m3 1
0 1−m4 m(1−m4) m2(1−m4) 1−m3

0 0 1−m4 m(1−m4) 1−m2

0 0 0 1−m4 1−m









.

On distingue maintenant plusieurs cas :
• si m4 6= 1, alors on a un système triangulaire de Cramer : on n’a qu’une seule solution
qui est facile à obtenir en fonction du paramètre m ; on ne détaille pas...
• si m4 = 1, alors m ∈ {±1,±i} et on distingue encore plusieurs sous-cas :
−→ si m 6= 1, alors la dernière équation devient 0 = 1 −m, qui est incompatible. Le

système n’admet alors aucune solution.
−→ si m = 1, le système est équivalent au système d’une seule équation à quatre

inconnues :
x+ y + z + t = 1 ⇐⇒ x = 1− y − z − t

de solutions :
{

(1− y − z − t, y, z, t) ; (y, z, t) ∈ C
3
}

.
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• On fixe deux complexes a et b dans C. On fixe un entier n > 2.
Le plus simple pour résoudre le système proposé est d’utiliser des substitutions, sans utiliser
l’algorithme de Gauss.
Si (x1, · · · , xn) est une solution, alors en remplaçant successivement x2, x3, . . ., xn par leur
formule en fonction de x1, on obtient :

∀i ∈ J2, nK, xi = b

(

i−2
∑

k=0

ak

)

+ ai−1 x1.

On en déduit que :

xn = b

(

n−2
∑

k=0

ak

)

+ an−1 x1.

On utilise maintenant la dernière équation, aboutissant à :

x1 = b

(

n−1
∑

k=0

ak

)

+ an x1.

On distingue maintenant deux cas :
−→ si an 6= 1, alors la dernière ligne donne explicitement une seule valeur de x1, puis en

cascade, on obtient les valeurs de x2, · · · , xn. On a dans ce cas une seule solution.
−→ si an = 1, la dernière ligne devient :

b

(

n−1
∑

k=0

ak

)

= 0.

On distingue deux sous-cas :
⊲ si a = 1, la dernière ligne amène b× n = 0.

Si b 6= 0, alors le système est incompatible.
Si b = 0, alors le système devient x1 = x2 = · · · = xn de solutions formant l’en-
semble :

{

(t, t, · · · , t) ; t ∈ C

}

.

⊲ si a 6= 1, alors la somme
n−1
∑

k=0

ak =
1− an

1− a
est nulle et la dernière équation devient

0 = 0.
On obtient alors les solutions en exprimant pour tout i ∈ J2, nK,

xi = b

(

i−2
∑

k=0

ak

)

+ ai−1 x1,

le complexe x1 étant quelconque.

Exercice 18
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1. On procède par analyse / synthèse.
Soient a, b et c trois nombres convenables. En mettant le tout sur le même dénominateur
X(X + 1)(X + 2), on obtient :

a

X
+

b

X + 1
+

c

X + 2
=

a(X2 + 3X + 2) + b(X2 + 2X) + c(X2 +X)

X(X + 1)(X + 2)
.

Or :

a(X2 + 3X + 2) + b(X2 + 2X) + c(X2 +X) = (a+ b+ c)X2 + (3a+ 2b+ c)X + 2a.

Ce polynôme doit être égal à 1, imposant le système linéaire :






a+ b+ c = 0
3a+ 2b+ c = 0
2a = 1

.

La résolution – par exemple par la méthode du pivot de Gauss – permet d’obtenir :

a =
1

2
, b = −1 et c =

1

2
.

La synthèse est facile à faire. En choisissant ces trois nombres, on peut facilement
remonter les calculs et vérifier que ces valeurs conviennent.

2. Soit n > 1 un entier.
On va utiliser un télescopage de sommes :

Sn =

n
∑

k=1

(

1

2k
− 1

k + 1
+

1

2(k + 2)

)

=
1

2

n
∑

k=1

1

k
−

n+1
∑

k=2

1

k
+

1

2

n+2
∑

k=3

1

k
[changements d’indices]

=
1

2

(

1 +
1

2

)

−
(

1

2
+

1

n+ 1

)

+
1

2

(

1

n+ 1
+

1

n+ 2

)

[télescopages]

=
1

4
+

1

2

(

1

n + 2
− 1

n + 1

)

.

On obtient une formule assez simple de Sn.
On obtient immédiatement :

lim
n−→+∞

Sn =
1

4
.

Exercice 19

1. Par la formule du binôme, comme 1 et X commutent :

(1 +X)2n =

2n
∑

k=0

(

2n
k

)

Xk.
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Si k est un entier entre 0 et 2n le coefficient enXk dans cette expression est :
(

2n
k

)

.

2. On peut effectuer un calcul différent, comme suit :

(1 +X)n × (1 +X)n =

(

n
∑

i=0

(

n
i

)

X i

)

×
(

n
∑

j=0

(

n
j

)

Xj

)

=
n
∑

i,j=0

(

n
i

)

·
(

n
j

)

X i+j.

Si k est un entier entre 0 et 2n, le coefficient en Xk dans le produit (1+X)n× (1+X)n

revient à comptabiliser tous les coefficients devant X i+j, lorsque i et j sont des entiers
naturels compris entre 0 et n et tels que i+ j soit égal à k.
On en déduit que le coefficient en Xk vaut :

n
∑

i,j=0 et i+j=k

(

n
i

)

·
(

n
j

)

=

n
∑

r=0

(

n
r

)

·
(

n
k − r

)

.

3. On en déduit par les deux questions précédentes cette très belle formule :

n
∑

p=0

(

n
p

)2

=

(

2n
n

)

.

4. On peut tout généraliser. On fixe a, b et q dans N.
On peut procéder comme précédemment en calculant de deux manières différentes le
coefficient en Xq dans l’égalité :

(1 +X)a+b = (1 +X)a × (1 +X)b

ce qui nous donne d’une part avec le polynôme de gauche un coefficient en Xq égal à :
(

a + b
q

)

et d’autre part, avec le polynôme de gauche un coefficient en Xq égal à :

∑

06i6a;06j6b et i+j=q

(

a
i

)

·
(

b
j

)

,

ce qui nous donne exactement ce qu’il faut en procédant au changement de notation
k = i (et donc j = q − k).

Il s’agit d’un exercice classique à savoir refaire et qui constituait la première
question du sujet des Mines II de la session 2020.
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Exercice 20

1. Dans toute la suite, on note S(p, n), le nombre de solutions dans Np à l’équation
p
∑

k=1

xk =

n.
On tente de « deviner » une formule. On va ensuite effectuer une récurrence sur l’entier
p.
• Lorsque p = 1, l’équation se résume à :

x1 = n

et il n’y a qu’une seule solution :

∀n ∈ N, S(1, n) = 1.

• Fixons un entier p > 2. On va partitionner l’ensemble des solutions selon la valeur de
xp, cette valeur pouvant décrire tous les entiers entre 0 et n. On peut écrire :
{

(x1, · · · , xp) ∈ N
p |

p
∑

k=1

xk = n

}

=
n
⊔

r=0

{

(x1, · · · , xp−1, r) ∈ N
p |

p−1
∑

k=1

xk = n− r

}

.

On voit aussi qu’il y a autant d’éléments dans l’ensemble
{

(x1, · · · , xp−1, r) ∈ N
p |

p−1
∑

k=1

xk = n− r

}

que de solutions dans Np−1 à l’équation :

p−1
∑

k=1

xk = n− r.

Cela fait donc un ensemble de cardinal S(p− 1, n− r).
On vient de montrer la formule suivante, puis par changement d’indice :

∀p > 2, ∀n ∈ N, S(p, n) =

n
∑

r=0

S(p− 1, n− r) =

n
∑

r=0

S(p− 1, r).

Après plusieurs calculs de S(2, n), éventuellement S(3, n), il se dessine une formule
générale, que l’on va maintenant montrer par récurrence sur l’entier p.
On pose :
P(p) : « pour tout n ∈ N, le nombre de solutions dans Np à l’équation :

p
∑

k=1

xk = n

est égal à S(p, n) =

(

p+ n− 1
p− 1

)

. »

13



• Lorsque p = 1, on a déjà vu que S(p, n) = 1 et la formule proposée est juste.
• Supposons la propriété P(p) vérifiée pour un certain entier p dans N∗.
Soit n dans N. On peut alors écrire compte tenu des éléments déjà vus que :

S(p+ 1, n) =

n
∑

r=0

S(p, r).

On utilise l’hypothèse de récurrence pour écrire :

S(p+ 1, n) =
n
∑

r=0

(

p+ r − 1
p− 1

)

.

On ouvre maintenant une petite parenthèse pour simplifier cette somme. On montre
par récurrence normale sur l’entier m, la formule suivante, l’entier p étant fixé :

m
∑

r=0

(

p+ r − 1
p− 1

)

=

(

p +m
p

)

.

−→ Lorsque m = 0, la formule devient 1 = 1, ce qui est vrai.
−→ Supposons la formule vraie pour un certain entier m.
−→ On en déduit :

m+1
∑

r=0

(

p+ r − 1
p− 1

)

=

m
∑

r=0

(

p+ r − 1
p− 1

)

+

(

p+m
p− 1

)

=

(

p +m
p

)

+

(

p+m
p− 1

)

[H.R.]

=

(

p +m+ 1
p

)

[formule de Pascal]

On obtient ce qu’il faut et on referme cette parenthèse...

Par conséquent, en reprenant le fil de nos calculs :

S(p+ 1, n) =
n
∑

r=0

(

p+ r − 1
p− 1

)

=

(

p+ n
p

)

.

On obtient la formule voulue au rang suivant p+ 1.

Conclusion, la réponse demandée vaut :
(

p + n− 1
p− 1

)

.

2. On trouve un lien entre les deux questions.
L’application Φ : (x1, · · · , xp) 7−→ (x1−1, · · · , xp−1) est une bijection entre l’ensemble

A des solutions dans (N∗)p à l’équation
p
∑

k=1

xk = n et l’ensemble B des solutions dans

N
p à l’équation

p
∑

k=1

xk = n− p.

14



On en déduit que les ensembles finis A et B ont le même cardinal et on conclut que

la réponse demandée vaut :
(

n− 1
p− 1

)

.

Remarque : lorsque p > n, il n’y a aucune solution dans (N∗)p à l’équation proposée
et cela correspond bien à la formule donnée.

Exercice 21
On suppose le contraire de l’assertion proposée, à savoir :
« la somme de trois quelconques des nombres n1, · · · , n9 est strictement inférieure 30. »

On en déduit :

A1 = n1 + n2 + n3 < 30, A2 = n4 + n5 + n6 < 30 et A3 = n7 + n8 + n9 < 30.

Conclusion,

90 =
9
∑

i=1

ni = A1 + A2 + A3 < 30 + 30 + 30 = 90

et on aboutit à une contradiction.

Exercice 24

1. En disposant les n tours selon une diagonale, alors on a une disposition convenable. Le
nombre demandé est au moins égal à n.
Supposons une configuration convenable avec p tours.
Chaque colonne contient au maximum une seule tour : il y a moins ou autant de tours

que de colonnes : p 6 n et finalement la réponse vaut n.

2. −→ Si p > n, la réponse est 0.
−→ Supposons maintenant p ∈ J1, nK.
On choisit déjà les p lignes parmi les n lignes qui contiendront les p tours dans une

position convenable. Cela fait
(

n
p

)

choix de lignes.

On choisit maintenant les p colonnes qui contiendront les p tours dans une position

convenable. Cela fait
(

n
p

)

choix de colonnes.

Cela fait donc
(

n
p

)2

de sous-échiquiers de format p× p.

Une fois que ce sous-échiquier est choisi, il s’agit de disposer les p tours en position
convenable dans ce sous-échiquier. Il s’agit de placer la première tour dans la première
colonne : cela fait p choix, puis placer la deuxième tour dans la deuxième colonne, ce
qui fait (p− 1) choix, etc. jusqu’à placer la dernière tour dans la dernière colonne, ne
laissant qu’un seul choix, les (p− 1) lignes ayant déjà été choisies.

Conclusion, il y a
(

n
p

)2

× p! configurations possibles.
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Exercice 25

1. Soit n ∈ N. On suppose que f(n) > a.
On distingue deux cas :

• si f(n) est pair, alors f(n+ 1) =
f(n)

2
< f(n) et l’entier n′ = n + 1 convient ;

• si f(n) est impair, alors f(n+ 1) = f(n) + a est un entier pair, puis :

f(n+ 2) =
f(n+ 1)

2
=

f(n) + a

2
< f(n).

L’entier n′ = n + 2 convient dans ce cas.
Quoi qu’il arrive, on trouve bien un entier n′ > n convenable.

2. Soit n dans N.
Supposons par l’absurde que :

∀n′ > n, f(n′) > a.

En utilisant la première question, on trouve un entier n1 > n tel que f(n1) < f(n).
Comme f(n1) > a, il existe n2 > n1 tel que f(n2) < f(n1).
On construit par récurrence des entiers n1 < n2 < · · · < nk < · · · tels que pour tout
entier k > 2,

f(nk) < f(nk−1).

La suite (f(nk))k∈N∗ est donc strictement décroissante donc injective de N∗ vers l’en-
semble fini J0, f(n)K : ceci est impossible car l’ensemble N∗ est infini alors que l’ensemble
J0, f(n)K est fini.
On obtient donc ce qu’il faut, suite à cette contradiction.

3. La question précédente montre que l’ensemble :

D =
{

n ∈ N | f(n) 6 a
}

n’est pas majoré.
Comme l’ensemble D est inclus dans N, alors l’ensemble D est infini.
L’application :

ϕ :

∣

∣

∣

∣

D −→ J0, aK
n 7−→ f(n)

ne peut être injective.
Il existe n1 < n2 dans D tels que f(n1) = f(n2).
On montre alors facilement par récurrence que :

∀k ∈ N, f(n1 + k) = f(n2 + k).

On en déduit que :
∀k > n1, f(k) = f(k + (n2 − n1)).

La suite (f(n))n∈N est donc périodique de période (n2 − n1) à partir du rang n1.
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Exercice 26
• On montre le sens direct par contraposé.
On suppose qu’il existe une fonction f : E −→ E telle que pour toute partie A non vide telle
que f(A) ⊂ A, alors A = E.
Prenons un élément a dans E. On note dans la suite f ◦n la composée de la fonction f n fois
avec elle-même de sorte que :

f ◦0 = idE , f ◦1 = f, f ◦2 = f ◦ f, etc.

Considérant maintenant l’ensemble :

A =
{

f ◦n(a) ; n ∈ N
∗
}

.

On voit alors que :

f(A) =
{

f(f ◦n(a)) ; n ∈ N
∗
}

=
{

f ◦(n+1)(a) ; n ∈ N
∗
}

=
{

f ◦n(a) ; n > 2
}

.

On en déduit f(A) ⊂ A, la partie A étant non vide car contient f(a). Par hypothèse, la partie
A ne peut être différente de l’ensemble E. En définitive A = E.
On en déduit :

a ∈ E = A.

Il existe k ∈ N
∗ tel que :

a = f ◦k(a).

La suite
(

f ◦n(a)
)

n∈N
est donc k-périodique, ne prenant donc qu’un nombre fini de valeurs.

On conclut que :
E = A =

{

a, f(a), f ◦2(a), · · · , f ◦(k−1)(a)
}

,

qui est un ensemble fini.
• On montre le sens indirect par contraposition.
On suppose l’ensemble E fini. On pose :

E = {b1, · · · , bn},

les éléments bi étant tous différents.
On considère l’application :

f :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

E −→ E

bk 7−→
{

bk+1, si k < n
b1, si k = n

.

Soit A une partie non vide de E telle que f(A) ⊂ A.
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Soit bi un élément de l’ensemble A. Comme les éléments f(bi), f ◦ f(bi) f ◦ f ◦ f(bi), etc. ap-
partiennent tous à l’ensemble A, alors les éléments bi+1, bi+2, · · · , bn, b1, b2, · · · , bi appartiennent
tous à A et A = E.
On vient de montrer l’existence d’une fonction f : E −→ E telle que pour toute partie A non
vide et différente de A, alors f(A) n’est pas inclus dans A. Ceci est la négation de l’assertion
de droite dans l’énoncé.

Exercice 29
On note A l’ensemble des polynômes P (X) dont les coefficients sont égaux soit à 0, soit à 1.
Le seul polynôme P (X) ∈ A de degré inférieur ou égal à (2n) pour lequel la quantité P (−2)
est maximale est lorsque la forme développée du polynôme P (X) fait apparaître un maximum
de termes en X2k et un minimum de termes en X2ℓ+1, avec 0 6 k 6 n et 0 6 ℓ 6 n − 1. Il
s’agit donc du polynôme :

Pmax(X) =
n
∑

k=0

X2k

pour lequel on a :

Pmax(−2) =
n
∑

k=0

(−2)2k =

n
∑

k=0

4k =
1− 4n+1

1− 4
=

4n+1 − 1

3
.

De la même façon, le seul polynôme P (X) ∈ A de degré inférieur ou égal à (2n) pour
lequel la quantité P (−2) est minimale est lorsque la forme développée du polynôme P (X) fait
apparaître un minimum de termes en X2k et un maximum de termes en X2ℓ+1, avec 0 6 k 6 n
et 0 6 ℓ 6 n− 1. Il s’agit donc du polynôme :

Pmin(X) =
n−1
∑

ℓ=0

X2ℓ+1

pour lequel on a :

Pmin(−2) =
n−1
∑

ℓ=0

(−2)2ℓ+1 = −2 ·
n−1
∑

ℓ=0

4ℓ = −2 × 1− 4n

1− 4
= 2× 1− 4n

3
.

Il s’agit en fait de montrer que l’application :

Φ :

∣

∣

∣

∣

A −→ Z

P (X) 7−→ P (−2) est une bijection !

⊲ On commence par montrer l’injectivité.
Soient P (X) et Q(X) dans A tels que Φ(P ) = Φ(Q). Par l’absurde, on suppose que P (X) 6=
Q(X), de sorte qu’en posant le polynôme R(X) = P (X)−Q(X), alors :
• le polynôme R(X) est non nul et à coefficients dans l’ensemble à trois éléments {−1, 0, 1}
• R(−2) = 0.

On écrit le polynôme R(X) =

r
∑

k=0

εk ·Xk, avec chaque εk valant ±1 ou 0. On note k0 le plus

petit indice tel que εk0 6= 0, de sorte que :

εk0 · (−2)k0 = −
N
∑

k=k0+1

εk · (−2)k

18



ou encore, en divisant par (−2)k0 :

εk0 = −
N
∑

k=k0+1

εk · (−2)k−k0.

Cette égalité est tout bonnement impossible puisque le terme de gauche vaut ±1, donc est un
entier impair, alors que le terme de droite est factorisable par 2, donc est un entier pair.
Nécessairement, les deux polynômes P (X) et Q(X) sont égaux.
⊲ On termine par la surjectivité, en utilisant la première question.

Soit p ∈ Z. Comme lim
n−→+∞

4n+1 − 1

3
= +∞ et lim

n−→+∞
2 × 1− 4n

3
= −∞, il existe un entier n

suffisamment grand pour que l’entier p appartienne à l’ensemble d’entiers :

In =

{

2× 1− 4n

3
, 2× 1− 4n

3
+ 1, · · · , 4

n+1 − 1

3
− 1,

4n+1 − 1

3

}

.

Maintenant, désignons par An, l’ensemble des polynômes P (X) ∈ A de degré inférieur ou
égal à (2n). L’ensemble An est fini et compte 22n+1 éléments, car chaque polynôme P (X) dans
An est de la forme :

P (X) =
2n
∑

k=0

εk ·Xk,

et il y a exactement deux choix possibles pour chaque εk, les choix étant indépendants les uns
des autres.
Par injectivité de l’application Φ, on sait que l’ensemble Φ(An) – qui est en fait l’ensemble de
tous les entiers de la forme P (−2), lorsque P (X) décrit l’ensemble An – est un ensemble de
même cardinal que celui de An, c’est-à-dire 22n+1.
Or, la première question montre que l’ensemble Φ(An) est inclus dans l’ensemble d’entiers In,

lequel compte
4n+1 − 1

3
− 2× 1− 4n

3
+ 1 = 2× 4n = 22n+1 éléments.

L’inclusion Φ(An) ⊂ In se transforme en égalité d’ensembles, par égalité des cardinaux.
Or, par choix de l’entier n, on sait depuis le début que l’entier p appartient à l’ensemble
In = Φ(An) : il existe un polynôme P (X) ∈ A – et en fait de degré inférieur ou égal à (2n) –
tel que :

p = Φ(P ) = P (−2).
La surjectivité de Φ est acquise.

Exercice 30
On commence par utiliser la formule :

tan(a− b) =
tan a− tan b

1 + tan a · tan b,

avec a =
π

3
et b =

π

4
, ce qui induit :

tan
π

12
=

√
3− 1

1 +
√
3
=

(
√
3− 1)2

2
= 2−

√
3.
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Pour tout entier k entre 1 et 13, on pose :

αk = arctan xk

de sorte que chaque αk appartient à l’intervalle
]

−π
2
,
π

2

[

.

On découpe le secteur angulaire
]

−π
2
,
π

2

[

en douze parties de même amplitude angulaire
π

12
:

b

b

π
12

Les treize angles α1, · · · , α13 se rangent dans les douze petits secteurs angulaires : il existe
deux nombres αj 6 αi se rangeant dans le même, donc :

0 6 αi − αj <
π

12
.

On conclut en utilisant la valeur de tan
π

12
, puis la stricte croissance de la fonction tan sur

l’intervalle
]

−π
2
,
π

2

[

et enfin la formule tanαk = xk.

Exercice 32

1. Une séquence « 011 » correspond à la somme de deux termes de la forme :

ϕk+1 + ϕk

dans l’expression de x =
∑

i∈A

ϕi, en tenant compte du fait que le terme en ϕk+2 ne fait

pas partie de la somme.
Or,

ϕk+1 + ϕk = ϕk × (ϕ+ 1) = ϕk × ϕ2 = ϕk+2.

On peut donc remplacer les deux termes ϕk+1 + ϕk, par le seul terme ϕk+2, sachant
que les termes ϕk et ϕk+1 ne font désormais plus partie de la somme définissant x. La
séquence « 100 » apparaît maintenant dans la décomposition de x, les autres εm n’étant
pas modifiés.
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2. Soit x ∈ A .
Parmi toutes les décompositions possibles de x, on en choisit une avec un minimum de
chiffres 1.
Il est impossible alors que deux chiffres 1 soient côte à côte. Si tel était le cas, on
choisirait une séquence « 11 » la plus à gauche possible. Apparaîtrait alors la séquence
« 011 » tout à gauche, séquence que l’on pourrait remplacer par la séquence « 100 », tout
à gauche. Cette nouvelle décomposition serait encore associée à x mais comporterait
un chiffre 1 de moins qu’avant : ceci contredirait la minimalité de la décomposition
envisagée.

3. On montre par récurrence que tout entier k ∈ N∗ est dans A .
• L’entier k = 1 est dans A ,d car 1 = ϕ0.
• Supposons l’entier k appartenant à A , pour un certain entier k dans N∗.
On examine une décomposition que l’on note D composée de 0 ou de 1 de l’entier k, la
séquence D ne comportant pas deux chiffres 1 côte à côte.
Si ε0 = 0 dans cette décomposition, on remplace ε0 = 0 par 1, ce qui a pour effet
d’obtenir une décomposition de k + ϕ0 = k + 1.
Si ε0 = 1 dans cette décomposition, on commence par transformer la séquence « 100 » tout
à droite par la séquence « 011 ». Mis à part les deux 1 les plus à droite, il n’y a pas
d’autres chiffres 1 consécutifs.
On réitère cette opération avec le chiffre 1 le plus à droite et qui est encadré de 0.
Après itérations jusqu’à modifier ε0, on obtient une décomposition où la séquence
« ε0, ε−1ε−2 = 1, 00 » est modifiée en « 0, 11 ».
Dans cette nouvelle décomposition, à la place de ε0 figure maintenant le chiffre 0 et en
remplaçant ce chiffre 0 par 1, on obtient une décomposition de l’entier k + 1.
Dans tous les cas, l’entier k + 1 appartient à l’ensemble A .

4. Supposons deux décompositions en or pur différentes.
Quitte à rajouter des 0 à droite ou à gauche, on peut décrire ces deux décompositions
en or pur comme suit :

D = εqεq−1 · · · ε0, ε−1 · · · ε−p et D′ = χqχq−1 · · ·χ0, χ−1 · · ·χ−p.

On considère le plus grand indice k tel que εk 6= χk. Par exemple,

εk = 1 et χk = 0.

Les deux séquences

∆ = εkεk−1 · · · ε0, ε−1 · · · ε−p et ∆′ = χkχk−1 · · ·χ0, χ−1 · · ·χ−p

sont donc égales car par maximalité de l’entier k :

∀m > k, εm = χm.

Les deux séquences ∆ et ∆′ sont associées au même réel :

y = x−
q
∑

m=k+1

εm · ϕm.
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On en déduit que :
y > ϕk,

car le terme ϕk est présent dans la somme pour y avec éventuellement d’autres termes
qui sont assurément positifs ou nuls.
Il est visible intuitivement que le réel y associé à la séquence

χkχk−1 · · ·χ0, χ−1 · · ·χ−p = 0χk−1 · · ·χ0, χ−1 · · ·χ−p

est inférieur ou égal au réel associé à la séquence :

01010...

Or, cette séquence est associée à la somme géométrique :

ξN =

N
∑

i=0

ϕk−1−2i,

où N est un entier suffisamment grand pour que k − 1− 2N < −p.
Ainsi,

y 6 ξN = ϕk−1 × 1− ϕ−2(N+1)

1− ϕ−2

< ϕk−1 × 1

1− ϕ−2

= ϕk−1 × ϕ2

ϕ2 − 1

= ϕk−1 × ϕ2

ϕ

= ϕk.

On obtient une contradiction du type « ϕk 6 y < ϕk. »
Les deux décompositions D et D′ sont égales.

5. La réponse est non. En effet, il y a moins ou autant d’éléments dans A que de séquences
finies de 0 ou de 1. Il y a une quantité dénombrable (en bijection avec N) – que l’on
peut noter ℵ0 – de telles séquences finies. Il y a au maximum ℵ0 éléments dans A et en
fait exactement ℵ0 éléments car tous les entiers naturels strictement positifs sont déjà
dans A .
Seulement voilà ... il y a bien plus de nombres réels strictement positifs ; il y en a autant
que de nombres réels, et l’ensemble des réels n’est pas dénombrable.

Exercice 33
Soitm = (ui, · · · , ui+d−1) un d-motif de la suite u. On dira par la suite que le motifm commence
à l’indice i.
Soit ℓ ∈ J1, dK.
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On appelle sous-motif gauche de m de longueur ℓ, le ℓ-uplet (ui, · · · , ui+ℓ−1).
On appellera sous-motif gauche de m, un sous-motif gauche de m d’une certaine longueur.
On appelle sous-motif droit de m de longueur ℓ, le ℓ-uplet (ui+d−ℓ, · · · , ui+d−1).
On appellera sous-motif droit de m, un sous-motif droit de m d’une certaine longueur.
Soient a = (a1, · · · , ap) et b = (b1, · · · , bq) deux uplets.
On notera ab, le (p+ q)-uplet (a1, · · · , ap, b1, · · · , bq).
En particulier, on notera respectivement a0, a1, 0a ou 1a les (p+ 1)-uplets respectifs :

(a1, · · · , ap, 0), (a1, · · · , ap, 1), (0, a1, · · · , ap) et (1, a1, · · · , ap).

Le sous-motif vide est un uplet de longueur 0. Si µ est ce sous-motif vide, alors pour tout uplet
a, on a µa = aµ = a.
Soient a et b deux motifs de longueur d de la suite u.
On dira que le motif a est un décalage du motif b vers la gauche s’il existe r ∈ Z tel que a soit
le motif de u commençant à l’indice r et b soit le motif de u commençant à l’indice r + 1.
Plus généralement, si i ∈ Z, on dira que a est un décalage de i crans du motif b vers la gauche
si il existe r ∈ Z tel que a soit le motif de u commençant à l’indice r et b soit le motif de u
commençant à l’indice r + i.

• On commence par montrer par récurrence sur l’entier k, l’assertion suivante :

P(k) : « soit m un motif de u de longueur k− 1 tel que les uplets m0 et m1 soient encore des
motifs de la suite u. L’ensemble des décalages des motifs m0 ou m1 de i crans vers la gauche,
lorsque i parcourt J0, k − 1K forme un ensemble à au moins k + 1 éléments. »

−→ si k = 1, il suffit de considérer les deux sous-motifs 0 et 1, le motif m étant vide.
−→ Supposons l’assertion P(k) vraie pour un certain entier naturel k > 1.
Soit m un motif de u de longueur k tel que les uplets m0 et m1 soient encore des motifs de
la suite u. On considère le sous-motif droit m′ de m de longueur k − 1. Les uplets m′0 et m′1
sont des sous-motifs droits des motifs m0 et m1, donc sont des motifs de la suite u.
Par hypothèse de récurrence, on trouve k + 1 motifs µ1, · · · , µk+1 différents issus des motifs
m′0 ou m′1 par décalages vers la gauche.
Pour tout i ∈ J1, k+1K, le motif µi est de longueur k. On rajoute à ce motif le terme juste à sa
droite dans la suite u, ce qui donne un motif λi de la suite u de longueur k+1 qui commence
au même endroit que pour le motif µi.
Les motifs µi étant différents, les motifs λ1, · · · , λk+1 le sont aussi et sont tous issus de décalages
vers la gauche de l’un des motifs m0 ou m1.
Le motif m est de longueur k, tout comme les motifs différents µ1, · · · , µk+1.
⊲ Sim /∈ {µ1, · · · , µk+1}, alorsm0 /∈ {λ1, · · · , λk+1} et on dispose ainsi de k+2motifs différents
de longueur k + 1 obtenus à partir de m0 ou m1 par décalages vers la gauche.
⊲ Si m ∈ {µ1, · · · , µk+1}, alors il existe un seul indice i ∈ J1, k + 1K tel que :

m = µi.

Le motif λi est de la forme λi = µiεi, avec εi ∈ {0, 1}. On pose ε′i = 1 − εi ∈ {0, 1} et on
considère le motif :

mε′i.
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Alors,mε′i /∈ {λ1, · · · , λk+1} car sinon, il existerait un indice j entre 1 et k+1 tel que mε′i = λj.
En prenant les sous-motifs gauche de longueur k, on aurait m = µj , puis j = i et on aurait
alors mε′i = λi = mεi, mais εi 6= ε′i.
De nouveau, on dispose de k + 2 motifs différents de longueur k + 1 obtenus à partir de m0
ou m1 par décalages vers la gauche.
L’assertion P(k + 1) est vérifiée.

• On revient à notre problème.
On note B1, · · · , Bd les d motifs de longueur d apparaissant dans la suite u.
Pour tout i ∈ Z, il existe un seul indice f(i) ∈ J1, dK tel que le motif (ui, · · · , ui+d−1) – que
l’on notera mi par la suite – soit le motif Bf(i).
Il suffit de montrer que la fonction f : Z −→ J1, dK est d-périodique pour avoir la d-périodicité
de la suite u.
On suppose par l’absurde que la fonction f n’est pas d-périodique.
On note

D =
{

ℓ ∈ N
∗ | ∃i ∈ Z, f(i) = f(i+ ℓ)

}

.

La fonction f n’étant pas injective, l’ensemble D est non vide.
Supposons un instant que pour tout i ∈ Z, les indices f(i), f(i + 1), · · · , f(i + d − 1) soient
différents.
Soit i dans Z. On en déduit que

f(i) /∈ {f(i+ 1), · · · , f(i+ d− 1)}

et que
f(i+ d) /∈ {f(i+ 1), · · · , f(i+ d− 1)}.

Nécessairement, f(i) = f(i+ d) car l’ensemble
{

B1, · · · , Bd

}

\
{

f(i+1), · · · , f(i+ d− 1)
}

est
un singleton.
On aurait alors la d-périodicité de la fonction f , ce qui est exclu.
Il existe donc i ∈ Z tel que les entiers f(i), · · · , f(i+ d− 1) ne soient pas tous différents.
On trouve i 6 r < s 6 i+d−1 tels que f(r) = f(s). Ainsi, ℓ = s−r ∈ D et 1 < ℓ = s−r < d.
Les motifs mr et ms sont égaux et distants de ℓ = s− r l’un de l’autre.
On voit alors que :

(ur, ur+1, · · · , ur+d−1) = (us, us+1, · · · , us+d−1).

Ainsi,
∀n ∈ J0, d− 1K, ur+n = us+n = ur+n+ℓ.

Le motif mr présente une ℓ-périodicité.
L’ensemble

E =
{

i ∈ Z, f(i) = f(i+ ℓ)
}

contient r et l’ensemble E n’est pas égal à Z tout entier, car sinon, la suite (f(i))i∈Z serait
ℓ-périodique et la fonction f ne pourrait prendre qu’au maximum ℓ valeurs différentes avec
ℓ < d.
On note C la « composante connexe discrète » de l’entier r dans l’ensemble E . Cette compo-
sante discrète n’est pas Z, donc est de la forme :

C = Ja, bK ou C =K−∞, bK ou encore C = Ja,+∞J.
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Si l’ensemble C est majoré, il existe i ∈ C tel que i+ 1 /∈ C .
Si l’ensemble C n’est pas majoré, alors il est minoré. On peut alors remplacer depuis le début,
la suite (un)n∈Z par la suite (u−n)n∈Z, vérifiant que cette dernière suite admet exactement d
motifs de longueur d et pour laquelle l’ensemble C sera majoré, les termes étant lus dans le
sens inverse par rapport aux termes de la suite u.
On se ramène quoi qu’il arrive à l’existence d’un entier i tel que i ∈ C et i+ 1 /∈ C .
Ainsi,

(ui, · · · , ui+d−1) = (ui+ℓ, · · · , ui+d−1+ℓ) et (ui+1, · · · , ui+d) 6= (ui+1+ℓ, · · · , ui+d+ℓ).

On pose m le motif
m = (ui+1, · · · , ui+d−1).

On obtient que :
m = (ui+1+ℓ, · · · , ui+d−1+ℓ).

Le d-uplet mui+d est le motif dans u commençant à l’indice i+ 1 alors que le d-uplet mui+d+ℓ

est le motif dans u commençant à l’indice i + 1 + ℓ. Ces deux uplets sont différents, donc ils
sont globalement égaux (dans un ordre quelconque) aux deux motifs m0 et m1.
D’après ce qui précède, on peut trouver au moins d + 1 motifs différents issus des décalages
vers la gauche des motifs m0 ou m1. Ceci met en contradiction l’hypothèse portant sur les
d-motifs de la suite u.
Conclusion, la fonction f est bien d-périodique et la suite u l’est également.

Exercice 34
Supposons l’égalité établie pour toute partie A finie non vide de R.
On pose A =

{

a1, · · · , an}, avec a1 < a2 < · · · < an.
La somme de droite peut être divisée en deux sous-sommes : la somme sur les parties B non
vides de A et ne contenant pas an et celles qui contiennent an.
La première sous-somme porte sur toutes les parties B non vides de A \ {an} et la deuxième
sous-somme vaut α(A).
On en déduit que normalement, on devrait avoir la formule :

α(A) = η+(A)− η+(A \ {an})

=
n−1
∏

i=1

(ai+1 − ai + 1)−
n−2
∏

i=1

(ai+1 − ai + 1)

= (an − an−1)
n−2
∏

i=1

(ai+1 − ai + 1).

En synthèse, on montre maintenant cette dernière formule par récurrence sur le cardinal de la
partie finie non vide A, en commançant par un cardinal égal à 2. Dans toutes les notations,
les réels ai seront rangés dans l’ordre strictement croissant.

• Lorsque A = {a1, a2}, on a :

α(A) = η−({a2}) + η−({a1, a2})
= 1 + (a2 − a1 − 1) = a2 − a2.
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On a ce qu’il faut, en rappelant que le produit vide vaut 1.

• Supposons la formule vraie pour toute partie finie A non vide de cardinal inférieur ou égal
à un entier naturel n > 2 fixé.
Soit A =

{

a1, · · · , an, an+1

}

une partie de R de cardinal n+ 1.
Les parties B de A contenant an+1 sont exactement les parties de A de la forme C ∪ {an+1},
l’ensemble C étant une partie quelconque de A′ = A \ {an+1}.
Ainsi,

α(A) =
∑

C⊂A′

η−(C ∪ {an+1})

= η−({an+1}) +
∑

C⊂A′ et C 6=∅

η−(C ∪ {an+1})

= 1 +

n
∑

i=1

∑

C⊂A′ et maxC=ai

η−(C ∪ {an+1})

= 1 +

n
∑

i=1

∑

C⊂A′ et maxC=ai

η−(C) · (an+1 − ai − 1)

= 1 +

n
∑

i=1

(an+1 − ai − 1)
∑

C⊂A′ et maxC=ai

η−(C)

= 1 +

n
∑

i=1

(an+1 − ai − 1) · α
({

a1, · · · , ai
})

= 1 + (an+1 − a1 − 1) +

n
∑

i=2

(an+1 − ai − 1)(ai − ai−1)

i−2
∏

j=1

(aj+1 − aj + 1),

la dernière formule provenant du fait que si b ∈ R, alors α({b}) = 1 et on utilise – pour la
partie droite de la formule – l’hypothèse de récurrence forte.
Posons dans la suite,

∀i ∈ J2, nK, βi =
i−2
∏

j=1

(aj+1 − aj + 1).

On observe que si i ∈ J2, nK, alors :

(ai − ai−1)

i−2
∏

j=1

(aj+1 − aj + 1) = (ai − ai−1 + 1)βi − βi = βi+1 − βi.

On en déduit en reprenant le fil du calcul précédent :

α(A) = 1 + (an+1 − a1 − 1) +
n
∑

i=2

(an+1 − ai − 1)(βi+1 − βi)

= an+1 − a1 + (an+1 − 1)(βn+1 − β2)−
n
∑

i=2

ai(βi+1 − βi)
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= an+1 − a1 + (an+1 − 1)(βn+1 − 1)−
n
∑

i=2

aiβi+1 +

n
∑

i=2

aiβi

= an+1βn+1 − βn+1 + 1− a1 −
n
∑

i=2

aiβi+1 +
n
∑

i=2

aiβi

= an+1βn+1 − βn+1 + 1− a1 −
n+1
∑

i=3

ai−1βi +

n
∑

i=2

aiβi

= an+1βn+1 − βn+1 + 1− a1 +

n
∑

i=3

(ai − ai−1)βi + a2β2 − anβn+1

=
n+1
∑

i=2

(ai − ai−1)βi − βn+1 + 1

=
n+1
∑

i=2

(βi+1 − βi)− βn+1 + 1

= βn+2 − βn+1

= (an+1 − an)
n−1
∏

i=1

(ai+1 − ai + 1).

C’est la formule voulue au rang suivant.

Maintenant, on termine de montrer la formule de l’exercice par récurrence sur le cardinal n
de l’ensemble A.
• Lorsque A est une partie de cardinal 1, la formule demandée devient : « 1 = 1 », qui est
vraie.
• Supposons la formule vérifiée pour toute partie A de cardinal n, pour un certain entier
naturel non nul n.
• Soit A = {a1, · · · , an, an+1}, une partie de R de cardinal (n + 1), les ai étant rangés dans
l’ordre croissant.
On pose A′ = A \ {an+1}. On sait alors, d’après l’expression de α(A) que :

α(A) = η+(A)− η+(A
′).

On en déduit – [les sommations sur les parties B excluent la partie vide] :
∑

B⊂A

η−(B) =
∑

B⊂A′

η−(B) + α(A)

= η+(A
′) + α(A)

= η+(A).

C’est terminé.
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