Fewclle d ‘exercices n° 16 : corrcgés

Exercice 1

On donne directement les réponses. Les primitives ci-aprés sont données a une constante.
2 2
t

e Une primitive t — ¢ Int sur |0, +-00] est t — 5 Int — T

T
e Une primitive de arcsin sur [—5, 5} est t —> t arcsin(t) + /1 — t2.

E] est t —> t arccos(t) — v/ 1 — 2.
2

N s
Une primitive de arccos sur [—5, 5

t t 1
e Une primitive de t — ¢ arctant sur 'intervalle R est ¢t — 3 arctan(t) — 5 + 5 arctant.

e Une primitive de t — ¢? sint sur l'intervalle R est t — —t2cost + 2t sint + 2 cost.
e Une primitive de ¢ — cos®¢ sur I'intervalle R est en linéarisant (passer en exponentielle

1 3
complexe) ¢ — — sin(3t) + — sint.
12 4
Exercice 2
e Apreés plusieurs IPP, on trouve :

I:/ t* sint dt = 7 — 1272 + 48.
0

On peut utiliser les régles de Bioche on détecter une primitive directe. La regle de Bioche
invite & poser u = cosx, ce qui donne :

1 1
J:—/ du :[ln|2+u|} =In3.
1 24w -1

e On effectue la DES. On trouve :

3
b
K:/ a . T+ c d.
o \z+1 22—zx+1

1 b 2 . 2
aveca=—-,b=—-etc=—.
3 3 3 1
x
Ensuite, pour trouver une primitive de f : x 5 T on bricole avec la dérivée du
x? —x

dénominateur qui est 2z — 1. Ainsi,



1

Pour trouver une primitive de g : x — , on passe sous forme canonique et on va

—r+1
avoir du arctan a ’aide d’un changement de variable :
1
9(1) = ——F5—5-
(x—3)"+1

Une primitive de ¢ sur [2, 3] par exemple est :

G:rvr+— 2 t ( ( 1))
x — arctan | —= (z—= ] |.

Ve "2
Conclusion, I'intégrale vaut :

K —1 ln§ +i (arctan (i) — E)
3 9 V3 V3 3/

Les régles de Bioche invitent & poser z = tan u, ce qui donne comme nouvelle intégrale :

V3 o241 173 4
L:/ xj; dx:{x——] = —.
/v3 T v V3

Exercice 3

e Aprés une DES, on trouve :

/1 12 d 1 T
———adr=1———.
0o 2243 2¢/3

e On voit du arcsin. On trouve que la deuxiéme intégrale vaut :

1 . (2
— arcsin | = | .
2 3

e On développe et on reconnait une primitive connue (on peut aussi utiliser la régle de Bioche
en posant u = tanx. L’intégrale vaut alors :

D (u+1)2 ! 2u
/0 @yl /0 ( +u2+1) o

e On simplifie 'intégrande. On remarque que l'intégrande n’est pas continue sur l'intervalle
considéré, car en fait non défini en v/3. On continue quand méme (programme de deuxiéme
année pour la formalisation). On obtient :

M /2< ! + ! )d
= xZ.
V3 V2 =3 V22 +3

Pour le premier terme, on reconnait une primitive en argch et pour le deuxiéme, on reconnait

une primtive en argsh. Ainsi, en posant u =

éﬂ&

M = e d h h AV
U= ar C + argsh(u .
[ (= v@2+1) seh(u) + argsh(u)]




On utilise argch(u) = In(u++v/u? — 1) et argsh(u) = In(u++vu? 4 1), d’ott apreés simplifications:
M =1n(2 +V7) —In(1 + Vv2).

e L’intégrande est paire, intégrée entre —1 et 1. On obtient :

2/1 dx 1/1( 1 1 1 1 1 )d
——— == — — x.
o wt—4  2J5 \2v22-v2 22 24v2 a22+2

On trouve maintenant l'intégrale valant :

L, V2 -1 1 . V2
n — arctan [ — | .
42 \Ve+1) 2v2 2
e Faire la DES ne sert pas a grand chose : elle est déja faite. On calque ’exemple du cours.
1 1 1
dt dt

/7 = / / 2+ 1)t xt dt

o (12+1)2 o t? 0

+1
_ z_<1 ,5]1+/1L)
4 2 — o Jo 2(2+1)
L
8 4

e On fait le changement de variable u = /2t + 1, ce qui donne comme nouvelle intégrale :
NG
/ e“n3 4 du.
V3
Par une IPP, on trouve :

3v5 3v3 3v5 3v3

S /- v/ Y
ln3\/_ 1n3\/_ ln23+ln23

e Pour la derniére intégrale, il faut déja étudier 'intégrande pour savoir qui est le minimum.
On pose f:x+—— a2 +1et g:x+— 224 3z — 2, de sorte que :

f—g:x—3(1—ux).

Sur [0, 1], le minimum vaut g(z) et sur [1,2], le minimum vaut f(z). L’intégrale vaut :
1 2
19
g+ / f=—
foe ) =5

Exercice 5

On déroule les calculs comme suit :



m/4 w/4 .
/ In(1 +tanzx) de = In (w) dz
0

COS T

w/4

J
w/4 /4
= / In(cosx + sinz) dx —/ In(cosx) dx
0 0
J

In <\/§ cos (az - Z)) dx — /;/4 In(cos z) dx

T
car par le changement de variable u = i x, on obtient :

w/4

/Ow/4 In (COS (x B %)) dz = /0 In(cos u) du.

Exercice 8

La fonction

0 b
<I>:0>—>/f></g
a 6

est un produit de deux fonctions de classe C. De plus,

Le théoréme de Rolle s’applique ce qui donne ’existence d’un ¢ €]a, b| tel que :
d'(¢) = 0.
Or,
b 0
W0 £0) x [ g+ [ 1 (=gl0)
0 a
ce qui donne ce qu’il faut.

Exercice 9

z+T
1. Soit F' une primitive de la fonction f. La fonction G : z —— / f est donc égale a :
x

G:o+— F(x+T)— F(x).
La fonction G est donc dérivable et de dérivée :
G :xv+— flz+T)- f(x) =0,

sur l'intervalle R. La fonction G est constante.



1 /7
2. On pressent que la limite est la valeur moyenne m = T/ f.
0

On pose la fonction g = f —m, de sorte que la fonction g est continue, T" périodique et

de plus :
T T
/g:/ f—mT=0.
0 0

On en déduit que la fonction ¢ : x — / g est T-périodique car par la question
0

z+T
|

précédente, la valeur de la constante :

T
vaut / g = 0. Ainsi,
0 z+T
(I)<SL’+T)—(I>(.T)I/ g=0.
Cette fonction ® est donc bornée sur le segment [0, 7], donc bornée sur R :
) 1
lim —®&(x)=0.
r—+o0
Or,
O(x) = / f—mx.
0

1 1 [

La limite a calculer vaut bien la valeur moyenne m de la fonction f sur une période.

On en déduit :

Exercice 10

Montrons pour 'instant que si p : [0, 1] — R est une fonction en escalier, alors :
1 .
lim p(t) - e™ dt = 0.

n—>-+o00 0
Soit p : [0, 1] — R une fonction en escalier, de subdivision adaptée
o= (rp=a<---<zs=0).

On note ¢ la constante prise par la fonction p sur U'intervalle ouvert |z, xpi1].
On en déduit par Chasles :

s—1

1 ) Th+1 .
Vn e N, / p(t) - e dt = Z/ cp € di
0 Tk

k=0
s—1

_ . T
emt k+1
m

k=0 Tk




Soit ¢ > 0. Comme la fonction f est continue par morceaux, il existe deux fonctions en escaliers
¢ et ¢ sur [0,1] telles que :
p<f<Yet0<Y—p<Le

On obtient ces deux fonctions en utilisant 'uniforme continuité des fonctions g, définies sur
les segments [, Tjy1].

Il existe un entier ng tel que :

vn 2 Ny,

1
/ o(t) - e dt’ <e.
0

Soit finalement un entier n > ny. Alors,

[ =ty e +| [ oty af

/1 f(t) . ez‘nt dt' <
0

< [l - el

< /edt+e
0
< 2e.

. i €
On obtient bien la convergence vers 0, en remplacant chaque € par 7"

Exercice 11

Graphiquement, si I’on fait un dessin, 'intégrale /2 f est aire en dessous de la courbe y =

f(@). 1

L’intégrale / f~ ! est laire en dessous de la courbe y = f~(z). Cette courbe est le symétrique

de la courbezy = f(x) par rapport a la droite A : y = x.

Autrement dit, I'intégrale / ’ f~! correspond & l'aire du domaine comprise entre I'axe des
2

ordonnées et la courbe y = f(x).
2 3

La somme des deux intégrales / f+/ f~! est donc I'aire d’un domaine 2 obtenu en prenant

1 2
le carré [0,2] x [0, 3] et en le privant du carré [0, 1[x[0, 2.
L’aire du domaine & est donc la différence des aires entre ces deux carrés, a savoir :

2x3—-—1x2=4.



Il est tout a fait possible de formaliser tout cela, en ayant recours a des subdivisions o de
'intervalle [1,2] et en utilisant des subdivisions f(o) de I'intervalle [2, 3] ...

Exercice 12

L’exercice n’est pas si facile...
On pose le complexe :

Z:/Olf(t) dt.

1
Si Z =0, alors / |f(t)| dt = 0 par hypothése. Le théoréme aux quatre hypothéses s’applique

et la fonction f eost nulle. La fonction nulle g et # n'importe quel réel conviennent.
Si Z # 0, on pose Z = p e avec p = |Z| > 0, de sorte qu’en posant la fonction g : [0,1] — C,
telle que :

git—s f(t)-e™?,

alors la fonction g vérifie :

/Olg(t) dt = p= /01 |f(®)| dt = /01 g(t)] dt.

On va montrer que la fonction g prend des valeurs réelles positives.
On pose pour tout t € [0, 1], z(t) = Re(g(t)) et y(t) = Sm(g(t)).
On obtient ainsi :

/le(t) dt+z’/01y(t) dt:/ol\/mdt'

En prenant la partie réelle, on peut écrire :

[ (V@@ - at) =0

On peut appliquer le théoréme aux quatre hypothéses (0 < 1, intégrande continue, positive
et d’intégrale nulle). I’intégrande est nulle ce qui montre que pour tout ¢ € [0, 1], z(t) > 0 et
y(t) = 0. Ainsi, ¢(t) est toujours dans [0, +oc[ et on obtient ce qu’il faut car :

vt €[0,1], f(t) = g(t)- €.

Exercice 13

e [La premiére quantité vaut :
3n

1 3

=1+9(L)

Loode 5 dt
3 —_— = — arctan 3.
o 1+ 9t o 1+1¢2

de limite :




e La deuxiéme quantité vaut :

1 & 4
un:4— 3’
TS /1416 (&)
de limite : . 4
4 dt dt
- - ——— = aresh(4) =In(4 +V17).
/0 V1 + 16t2 0o V1412 2sh(4) ( )

e Pour le troisiéme point, la quantité vaut :

1 2n k (&)
n = — 8_ 1+6%
Y Qn; 2n6

de limite :

! 1 10 2
/ 8tel+6tdt:8e/ £ bt gt = — e 4 2.

e Le dernier point ne ressemble pas du tout & une somme de Riemann, a priori. On prend le
In ce qui donne :

v, = In(u,) = % (ilnk‘—nlnn) = %z": ((lnk—lnn)) = %zn:lng
k=1 k=1

On aurait envie d’utiliser une somme de Riemann. Probléme de taille : la fonction In n’est pas
continue sur le segment [0, 1], car en fait pas définie sur ce segment. Il faut donc contourner
la difficulté.

On revient a la démonstration de I’approximation de 'intégrale par des rectangles...

Sin > 1 est un entier, alors :

Anz—Zln(—)—Z/ lntdt:Z/ (ln(—)—lnt) dt > 0.
= \ S Jee-ym — Jk-1)/n n

Ensuite,

o J (k—1)/n n n ne= n n n

de limite nulle.
Or, par la relation de Chasles,

n k/n 1 1
Z/ lntdt:/ Int dt = [tlnt—t] = —1+0o(1),
2 Y ( 1 /

k—1)/n /n

en utilisant lim u lnu = 0.
u—s0t
Conclusion,

lim In(u,) = —1let lim wu,=e¢ "
n—>-+o00 n—-+oo



On aurait pu utiliser aussi la formule de Stirling, en manipulant plutot une égalité plutot que
I’équivalent en lui-méme...

Exercice 14
On prend le logarithme de I’expression u,, proposée. On obtient en posant v, = In(u,,) :

2n
1
. = —1 — Y Ink
) nn+n n

k=n-+1

1 2n
= = Ink —1
nZ(n nn)

k=n+1

1 & k
= —g ln(1+—),
n n

k=1

de limite : ) )
2
/ In(1+1¢) dt :/ Inu du = [ulnu—u] =2n2-1,
0 1 1
alors :
lim w, =—.
n—-4oo [

Exercice 15

Les sommes de Riemann nous indiquent que :

122 /k
nifﬂoo;,;f(;):f-

On doit donc lever une forme indéterminée du typ « oo x 0 ».
On va utiliser le caractére C? de la fonction f.
On fixe un entier n > 1. Alors, en utilisant par exemple la formule de Taylor-Lagrange :

-r(E)er () (-0)+582 (-5

pour avoir ’existence d'un ¢, dans les lignes suivantes, puis en utilisant le fait que la fonction
continue f” est continue donc bornée sur le segment [0, 1] :

1n—1 k 1 n—1  .(k+1)/n k
i) L=, GG

S =
—= o

B /(k+1)/n (k’
k=0 Y k/n n
n—1
k 1 1
/
pum _— —_— _ ﬁ _
k=0 (f (n) . 2n? " (ng))



ou la fonction g est g : t — f(1).
On en déduit que :

quantité de limite :

Exercice 16

1. Si la fonction f garde un signe constant sur |0, 7[ par continuité, la fonction f garde
un signe constant sur [0, 7], par exemple positif. Ainsi, la fonction f X sin est continue,
positive d’intégrale nulle sur [0, 7], avec 0 < 7, ce qui entraine par le théoréme aux
quatre hypothéses que la fonction f x sin est nulle sur [0, 7]. Cela impose a la fonction
f d’étre nulle sur |0, x|.

Si la fonction f change une fois de signe sur |0, 7[, par exemple au point a, quitte a
considérer —f plutot que f, qui vérifie les mémes hypothéses, on peut supposer par
exemple que f est négative sur |0, a et positive sur |a, 7[.

Or, la fonction h : ¢t — sin(t —a) = cosa sint —sina cost appartient a Vect(cos, sin).
Par linéarité de 'intégrale et compte tenu des hypothéses, alors :

/Oﬂth:O.

Or, la fonction f x h garde un signe constant sur [0, 7| car les fonctions f et h changent
de signe au méme moment. Le théoréme aux quatre hypothéses montre que la fonction
f % h est nulle sur [0, 7], donc la fonction f est nulle sur [0, 7]\ {a}.

Quoiqu’il arrive (f garde un signe constant, f change une fois de signe ou f change au
moins deux fois de signe), la fonction f s’annule au moins deux fois sur |0, 7[.
2. On essaie une fonction f sous la forme f : ¢ +—— cos(nt) par exemple.

Avec les formules trigonométriques, on obtient :

T . 1V — s _q B . . i
/ cos(nt) sint dt = / sin(n + 1)t —sin(n — 1)¢ dt — cos(n + 1)t n cos(n — 1)t ’
0 0 2 2(n+1) 20n—1) |,

et :

/7r cos(nt) cost df = /’T cos(n + 1)t + cos(n — 1)t g — sin(n + 1)t N sin(n — 1)t W.
0 0 2 2(n+1) 2n—1) |,

n obtient que les deux intégrales précédentes sont nulles et la

En prenant n = 3, o
(3t) convient.

fonction t — cos

10



Exercice 17

1. C’est le théoréme aux quatre hypothéses!!
x

2. On pose la fonction F' : x —> / f(t) dt, qui est une fonction strictement croissante,

0
bijective de [0, 1] vers [0, I], bijection de classe C.
On voit alors que la seule subdivision qui marche est la subdivision o, telle que, par la
relation de Chasles :

An, Kk k
Vke[[O,n]],/ =k
0 n

On doit alors nécessairement prendre :

k
aM:F’l (— [),
n

et par stricte croissance de F', donc de F'~!, on a bien que les ay, ,, ainsi définis conviennent.
On a bien ainsi I'existence et ['unicité par la bijectivité de I'application F'.

3. On interpréte cette somme comme une somme de Riemann. Voyons cela. En notant A,
la quantité proposée, on écrit :

134 k
A, = = F =1
o= D fo (n )

k=0

k
= - 9(—1),3Vecg=fOF1:[0,]]—)Rcontinue
n
k=0

Cette somme de Riemann converge vers :

=1 [o=1 [ 0wy

En effectuant le changement de variable v = F~(t), alors t = F(u), puis dt =
F'(u) du = f(u) du et donc la limite a calculer vaut :

/0 () du

/01f<u> du

Exercice 18

1. On obtient graphiquement (tracer un quart de cercle ou par le changement de variable
t = cos(u) par exemple) :
T
ag = Z
On obtient directement :
1

! 1 1
a :/ t-(1—t)HYV2 dt = {——(1 —tz)?’/z} =
0 3 3

0

11



2. Soit n € N. Alors,

1
st — ay = / Pt — VI =2 di,
0

qui est l'intégrale d’une fonction négative sur [0,1] : ap11 — a, < 0. On peut méme
évoquer le théoréme aux quatre hypothéses pour avoir a, 1 < a,.

Il est clair que chaque a,, est positif.

Enfin, si n > 0 est un entier,

1

1
0<a, < [ t"dt = ——,
S \/0 n+1

et le théoréme des gendarmes montre que a,, tend vers 0, lorsque n tend vers +oc.
3. On effectue une IPP :

1
Unio = / t"TA/1 — 2 dt

0

1
= / tntt <t\/1—t2> dt
0
+1 1 2\3/2 ' ' 1 2\3/2
= | ="t 2 (1 —1?) + [ (n+Dt"= (1 —1*)%? dt
3 o Jo 3

3

n+1

1 1
_ T /t"(l—t?)\/l—t2 dt
0

On obtient alors rapidement ce qu’il faut.

4. Question un peu difficile, tout du moins astucieuse.
On pose pour tout n € N :

by = ap - apyr - (n+1)(n+2)(n + 3).
On remarque alors que :

bn+1 = Gpy1 - Qni2 - (n + 2)(” + 3) (n + 4)
api1- (N +2)(n+3) - (n+4)anro = by.

T
La suite (b, )nen est constante égale a by = 7

De plus, par décroissance,
an+2 < an—l—l < Ap,

n+1 <an+1

d :
onc T,

< 1, ce qui montre que :

An41 n-+oo A, .

12



Conclusion,

Exercice 19

On pose pour tout n € N,

Pour tout n € N et pour tout ¢ € [0, 1],

<t <
L+1

n

Par intégration, le théoréme des gendarmes s’applique : la suite (u,),en converge vers 0.
On effectue deux IPP sur l'intégrale.
Soit n dans N.

1
tn
Uy, = / dt
o 1+t
tn-i—l 1 1 tn—f—l
_ / dt
(n+1)(1 o n+1 (141¢)?

+
1 tn+2 1 1 9 tn+2
= +/ dt
2(n+1) n +1 n+2 (1 +1)? o n+2 (1+1¢)3

1 1 2 b gn+2
2(n + ) (n+1)(n+2) (n +1)(n+2)/0 (1+1¢)3 dt.

1 tn+2
vy, = —_—
/0 (1+1)3

Il est facile de voir par encadrement de I'intégrande que lim v, = 0.

n—-+4oo
On en déduit :

On pose :

1 1 1
tn = 2(n+1)+4(n+1)(n+2)+o(ﬁ)'

Ensuite, on écrit :

4(n+1;(n+2) :4%2+O(%)'

Enfin, on s’occupe du premier terme :

L L (0 -
2n+1)  2n n



(e (2)
= —X|[1—=4o0o(-—
2n n n
1 1 n 1
—= _— — (@) —_— .
2n  2n? n?
Conclusion, voici le développement asymptotique demandé :

1 1 . 1
Up=— — —=+o|—].
2n  4n? n2

Exercice 20

1. On fixe deux entiers k et n naturels.
On remarque que 0 est une racine de mutliplicité n dans P, (X).
Par la dérivation de Leibniz, on obtient :

P = 552 () 00—y

Lorsque 1'on évalue le tout en 0, alors si k& < n, chaque (X™)®(0) sera nul car ¢ < n.
Si k > n, le seul terme non nul aprés évaluation se produira lorsque ¢ = n et ce terme
est (X™)™(0) = n!. Le polynome (a — bX)™ est a coefficients entiers, ainsi que toutes
les dérivées de ce polynome, d’évaluation entiére en 0 et le n! qui vient d’apparaitre

1
détruit —- Le tout est un entier.
n!

Les choses sont un peu similaires pour p¥ () car en évaluant la somme du binéme en
T = g, la seule évaluation non nulle pour ((a — bX)")*#=9(x) est lorsque k — £ = n et
cette évaluation vaut alors :
(=b)" nl.

Le terme n! se simplifie avec ’autre factorielle au dénominateur et tous les autres termes
aprés simplifications donnent des entiers, que ce soit pour les coefficients binomiaux ou
pour X" évalué en g, car alors le dénominateur b" se simplifie avec le terme (—b)"
initialement présent. Bref, on n’a que des sommes d’entiers, aprés simplification.

2. On peut utiliser plusieurs IPP en dérivant systématiquement le polynome. Le polynome
P,(X) est de degré 2n. Au bout de k IPP, on obtient un crochet de la forme [P,Ek) X f}:

et une nouvelle intégrale, au signe prés de la forme / P®)(t) g(t) dt, ot les fonctions

0
f et g = f' sont dans {%sin, + cos}. Comme f(0) et f(m) sont toujours des entiers et
qu’en prenant k = 2n + 1, la derniére intégrale obtenue est nulle, par la question Q1,
chaque crochet donne un entier. L’intégrale I,, donne donc un entier.

3. C’est le théoréme aux quatre hypothéses!!

4. La fonction ¢ — t(a — bt) est continue sur le segment [0, 7] donc y est bornée par une
constante £ > 0. On en déduit :
o<, < [ & sin(t)dt <
o nl

m&"

n!

14



gn
5. Par les croissances comparées, lim = = 0 (il peut étre intéressant de revoir la
n—-+o00 N!

démonstration faite en cours il y a longtemps en utilisant par exemple le critére de
d’Alembert...). Par le théoréme des gendarmes,

lim [, =0.

n—>-+o0o

Cependant, chaque I, est un entier strictement positif, donc :
1<1,.

Il est donc impossible que I,, tende vers 0. On a une contradiction. On a montré que 7
était irrationnel.

Exercice 21

1. On trouve pour tout z > 0 et pour tout n € N*, la somme géométrique égale a :

1 + (_1)nxn+1
14+ )

2. Il suffit d’intégrer entre 0 et 1 dans la question précédente. La limite vaut In 2.
3. Tl suffit d’appliquer le méme raisonnement en remplacant x par 2. On trouve une limite

égale a arctan1 = 1

Exercice 22

Le point commun aux trois questions est que ’on va calculer la limite d’une intégrale, lorsque
les bornes tendent vers la méme chose notée a et lorsque la fonction intégrée diverge en a.
On utilisera alors un développement asymptotique de la fonction f en a, puis on intégrera ce
développement.

1. 1l ne faut pas espérer calculer 'intégrale, seulement la limite.
Au voisinage de 0 :

cos(t?) 1
— -~ 4ol
sint t +o(l),
donc : 5 ( 2) X
* cos(t T dt
R — — =1
/x . dt /x " +o(x) =In3 + o(x),

de limite In 3.
2. Si0 < e < M sont fixés, avec 0 < € < 2e < M < 2M, alors

M e~ T _ 2 M e % M o2
—dr = dx — dx
€ Zz € Z € T

M e 2M e U
= / dr — / — du |changement u = 2z
€ 2

T . U

2e e 2M e~
= / dr — / dz |utiliser Chasles|

T M T
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Or,

2e e—x 2e 1
/ dx:/ (—Jrﬁ(l)) de =2+ 0O(x),
3 z 3 x

de limite In 2, lorsque € tend vers 0
D’autre part,

2M oM ,—M
0</ dr < —dx:e’M,
M z v M

de limite nulle lorsque M tend vers +o0.
Conclusion, la limite & calculer vaut In 2.

Cette intégrale porte un nom : une intégrale télescopique, en le voyant par la simplifi-
cation au point marqué

= dt
. La fonction f : x — / g est définie sur ]0, +oo[\{0} car si z > 0, on a un
. In

probléme de définition de Int, pour ¢ entre x et z2. Si oz > 0 et = # 1, alors le segment
d’extrémités x et z? est inclus dans |0, 1[ ou dans |1, +oo] et la fonction intégrée est
bien continue entre z et 2.

1

On note F' une primitive de ™ primitive que I’on ne tente méme pas de calculer, cette
n

primitive étant définie tantot sur |0, 1[ tantot sur |1, +oof.

Alors, sur |0, 1],
f(x) = F(%) — F(z)

et de méme sur |1, +-o0o[. La fonction f est C! sur ]0, 1] et sur |1, +-00] et :

r—1

& 20F" (%) — F'(z) = .
[iw e 20 (@) - Fl(a) = S

Il est clair que pour tout x > 0 et x # 1,
f'(z) > 0.

La fonction f est strictement croissante sur |0, 1] et sur |1, +00[ (remarquer que 1’on ne
travaille séparément que sur des intervalles...).

On calcule les limites de f en 0%, en 1 et en +o00.
e En 0,

de limite nulle.
e En +o0, , ,
xT x 2

f(w)z/x 1%2/3: %: [2\/5}: =21 — 2/,
de limite +oc.
e En 17 ouen 17, les limites de f existent et ne sont pas forcément les mémes a priori.
On va établir un développement asymptotique de ﬁ en 1. Lorsque x est au voisinage
de 1:

16



ze—1 d
fz) = / _ [changement u = ¢ — 1|

1 In(1+w)
z2—1 1
= — 1
/x_l (u +0( )) du
2 —1
In o +o(1)

de limite In 2.

On remarque que la fonction f est prolongeable par continuité au point 1, en posant
f(1) = In2. On remarque aussi que le théoréme du prolongement de la dérivée montre,
puisque : .
/ T —

fla) = 1,
lorsque x tend vers 1 que la fonction prolongée est encore C' au voisinage de 1 et
f(1)=1.
Pour étre tout a fait complet, on peut étudier la branche infinie en +oc.

f(z)

On calcule 222 : pour z assez grand, Int < ¢'/3, donc
x

2 1.2
f(x) Tdt 113 2/3 _ 3 1/3 3 -1/3
o) AT Tt e
quantité tendant vers +oo.

La courbe y = f(x) admet une direction asymtotique de pente +o0o au voisinage de
+00.

Précisons qu’en 07, comme lim f'(z) = 0, alors la courbe admettra une demi-tangente
z—0t

horizontale si ’on prolonge la fonction f en 0.

Exercice 23

Exercice & mettre en annexe. Un des rares exercices ol on va calculer une intégrale
grace aux sommes de Riemann, et non l’inverse.

1. On obtient la factorisation :
X?—2cost X +1= (X —e")(X —e™™).

2. (a) Pour tout t € [0,27], la quantité z = 6 — €' n’est pas nulle, car § est un nombre
réel de module différent de 1. Par conséquent,

12
1 —20cost + 6% = )0—6” = |2]* > 0.

Par composition de fonctions continues de référence, la fonction f est alors claire-
ment continue.

17



(b) On obtient :

1 2]{Z7T 2ikm
k=0f<n) - Zln)e—en
= 2In T 6 — 5"
[I(7-<*)
= 2In H(@—w)
welp,
= 2In|0" —1].

(c) On peut calculer cette intégrale via la limite de la somme de Riemann :

2m 2]{37'(' 47
= 1 § j — lim “n|g® —1].

On distingue deux cas :
e si|0] <1, alors In|6" — 1| tend vers 0 et I'intégrale de Poisson est nulle;
e si|f] >1,alors |7 < 1et:

47T1 0" — 1] = 4% (In]6" +In|1 = 67"|) = 4xIn 6] + o(1).

L’intégrale vaut 47 In |6| dans ce cas.

Exercice 24

Exercice trés classique sur les intégrales de Wallis : a retenir!!

1. Sin € N, alors :
Wy — W, = / cos”(t) (cost — 1) dt,
0

et il apparait que l'intégrande est négative : W, < W,,.
On peut méme appliquer le théoréme aux quatre hypothéses pour avoir : W, < W,,.

La suite (W,,),en est minorée par 0 car I'intégrande pour W, est toujours positive : la
suite converge vers ¢ > 0.

On montre par les € par exemple que la limite de W,, est nulle.
On fixe € € }O,g[.

On partage l'intégrale en deux par Chasles :

/2 /2 /2
0<Wn:/ cos"tdt—i—/ cos"tdtgijt/ cos"%dté%—i—(cos”i) g
0

€/2 €/2

\)
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.\ " € €
Cette derniére quantité tend vers 5~ car |cos 5’ < 1 - lorsque n tend vers +o00 : on en

déduit ’existence d’un entier ng tel que :
VYn >ng, 0 <KW, <e.

On obtient classiquement ce qu’il faut : la limite est nulle.

. On va faire une IPP. Allons-y, mais il ne faut pas intégrer ou dériver n’importe quelle
quantité!!

w/2
Whio = / cost x cos" Tt dt
0

jus
2

/2
= |:SiI1t x cos™t? t} — / sint X (—(n+ 1)sint) cos" t dt
0

0

/2
= (n+1)/ sin¢ x cos" ¢ dt
0

w/2
— (n+1)/ (1 —cos®t) x cos™t dt
0

— (n+1)x (Wn - Wn+2>.

Ainsi,
n—+1

Wiy = (n+ 1)W,, done W, 4o — 20—
(n+2)Whio = (n+1) one Ways = 75

-
On obtient 1’égalité voulue.

T
. On en déduit que l'on peut exprimer W5, en fonction de Wy = 5 et que l'on peut
exprimer Ws, ., en fonction de W; = 1.
Voici les détails :

2n —1
Wgn = 9 W2n72
n
2n—1 2n—3
= Wop—
on 2m—2
2n—12n—-3 1
= — W
on m—2 2 °
B (2n)! z
2n 2 2
I =
k=1 k pair
@) o7
- (2n a2 2
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De méme :

Wansr = %QZ W
2n  2n—2
= myiam—1 Ve
— 2n 2n_2...gwl
2n+1 2n—-1 3
o 2
I =
B k=1 k pair
B (2n + 1)!
(2" n!)?
(2n+ 1)1

4. Il suffit de remarquer par décroissance que :

n-+1
n+ 2

n+2 — Wn < WnJrl < Wn7

donc :
n+1 < Wn+1 <

L,
n+2 > W,
et le théoréme des gendarmes fait le reste.

D’autre part, au vu des formules obtenues pour Wy, et W, .1, on peut écrire :

T
W2n+1 X W2n - §a

pratiquement directement.

5. On en déduit comme W5, |~ . Ws, 1 qu’en posant :

Sn:WnX\/ﬁa

alors :
& nrtioe Wan Wansy (2n),

T
de limite 5 et de méme :
£§n+1 n—'::-ﬁ—oo W2n W2n+1 (2”),

T
encore de limite 5"

. ) T
Conclusion, la suite (,)nen converge vers \/; et :

T

—+ jz :
n [e’s}
n

Wy
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Remarque : on peut aussi remarquer que la suite ((Qn—i—l)WanH) est constante,
neN

7 1 ~ 7-‘-

egale a —.

& 2
Exercice 25

. On révise le cours sur les séries!!

/nn+1f<f(n)</n:f-

. Si o <0, la suite est plus grande que (n),en+ divergente vers +oo.

On trouve :

On se place dans le cas a > 0. La suite est croissante quoiqu’il arrive.
Si a > 1, alors en prenant f : ¢+~ ¢t~ continue et décroissante :

"1 "o n 1 —npott a
— <1 =1 tTdt=1 <
kz:;ko‘\ +Z / +/1 + a—1 T a-1

k=2 /71

et la suite croissante est majorée donc convergente.
Si a < 1, alors en notant S,, la somme partielle étudiée :

n+1 dt
/ 5= In(n + 1),

k=1 k

=1
entrainant que tout diverge vers +oo.

1
. La premiére suite diverge vers +oo car la fonction f : ¢t — Tl continue décroissante
n

sur [2, +oo] est telle que :
/ f=1In(lnn) — In(In2)
2

de limite +o0.

La seconde suite converge car la fonction f : t — 5— continue décroissante sur

tin“t

9 Int|, " In2

et donc la suite croissante est majorée par :

1 n 1
21n%22  In2°

[2, +00] est telle que :

Elle converge.
Exercice 26

T
. On trouve ag = B et a; = 1. Le fait que chaque a,, soit strictement positif provient

directement du théoréme aux quatre hypothéses (hypothéses a rappeler quoiqu’il arrive
a 'écrit comme a l'oral).
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2. On obtient via une IPP :
n+1

n-+ 2

Ap4+2 = Qp,

comme dans l'exercice 24.

3. Soit n € N. Le théoréme aux quatre hypothéses fournit directement 0 < b,,.
On connait 'encadrement hyper-classique :

2t
Vi € [o,g} T <sint <t
T
On en déduit : )
Vt € [O,g} L2 < WZ sin®t

Ainsi par intégration :

2 s 2 z 2
[ [ T
b, < —/ sin?t cos™t dt = —/ (1 —cos®t) cos™t dt = —(agn — ony2).
1), 1), 1

4. Tl suffit de montrer que as, — ag,+2 = o(az,), pour avoir ce qu'il faut.
2n+1
2n + 2

Or, ag, — Gop o = oy ( ) = o(asg, ), d’ou le résultat — en utilisant le théoréme

des gendarmes pour I’encadrement de —-.
Q2n,

5. e On effectue une IPP dans I'intégrale de droite, en intégrant sint cos®®!¢. On obtient
directement ce qu'’il faut.

e Par la formule que I'on vient de montrer, on obtient par une nouvelle IPP :

s

Qa 2
mi2 - _ 9 / t sint cos®™ ¢ dt
0

n+1

s
2

%
= [tQ sint cos™ ! t] / t? (cost cos?™ 1t —sin®t (2n + 1) cos™ t) dt
0

0
g
= — / t? <cosQ"+2t — (2n+1) cos®™t + (2n + 1) cos®t?¢ dt) dt
0

= (2n+1)b,— (2n+2) bpy1.

e On écrit par le point précédent :

1 1 1
dXnt+ 12  ntl 2m12

(2n + 1)b, byt
(2n+2) agni2  Aopio
by bt

(57 A2n+4-2
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6. On a finalement pu interpréter la série de Riemann comme une somme télescopique!!

+00
b b
La série télescopique Z (—" — ol ) est convergente si et seulement si la suite
n—=0 Q2n, A2n+2
bn : . . .
— est convergente ce qui est le cas puisque la suite est de limite nulle.
(2n neN

Pour le calcul de la somme, pour tout N € N* :

N N—1
Yo=Y
2 2
k=1 k n=0 (n+1)
N—1

= 22401
2 o)
Or:
b %tht T ot
0—/0 _ﬂe ao—?
donc :
gl _ T
Qo 6

Il s’agit de la somme de la série convergente ((2).

Exercice 27

On peut y voir de la dualité, ou des polynémes de Lagrange, sachant que les deux visions des
choses sont « duales » I'une de 'autre!!! Je choisis la dualité.

Les nombres sh(k), lorsque k décrit I’ensemble [0, n] sont tous différents. En posant pour tout
k € [0,n], la forme linéaire non nulle :

I RJX] — R
7k P(X) —s P(sh(k))
alors la famille .# = (pg, -+, p,) forme une famille libre, en évaluant dans une combinaison
linéaire nulle en les polynomes de Lagrange Lo(X),- -+, L,(X) associés aux nombres différents

sh(0), - - -,sh(n).
La famille .%# forme donc une base de Z(R,[X],R), espace de dimension (n + 1).
On note maintenant la forme linéaire :

R.[X] — R

v P(X) — /lgP(sint)e_tSdt'
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Les scalaires A\, qui apparaissent sont exactement les coordonnées de la forme linéaire ¢ dans
la base (¢g, -, ¢,). Si on osait, on pourrait passer dans le bi-dual et donc conclure 'exercice
en disant que les seuls scalaires A\ qui marchent valent :

VEk € [0,n], A = (or)" ().

Exercice 30

1. Soit n dans N*. On note f, l'intégrande associée a l'intégrale I, :

%
e[
0

Si t est un réel fixé dans S = [O, g], alors :

nt (n+ 1)t
<
n+1 n+2

)

donc par décroissance de la fonction cos sur S, on obtient :

1
cos nt > cos M > 0.
n+1 n+2

Par passage a I'inverse, on obtient f,, < f,11, puis la croissance de la suite (I,,),en+ par
positivité de I'intégrale.

Remarque : en utilisant le théoréme aux quatre hypothéses, on obtient la stricte
croissance de cette suite d’intégrales.

2. On va montrer que la limite vaut +oo, avec les quantificateurs.
On modifie d’abord l’intégrale pour simplifier deux-trois petites choses. En particu-
lier, on rameéne le probléme de divergence du point g vers le point 0 en utilisant le
changement de variable :

Ty
u=——
2 M

ce qui donne aprés calculs et en utilisant :

n . 1 T
coSs t) =sin|u-+ (— —u) .
(n+1) ( n+11\2

On en déduit :

3 g—u
S A ( 1 s )
sin [ w4+ <——u)

n+1\2
Sur le segment S = [0, g], on utilise 'inégalité classique :

Ya € S, sina < a.

24



n
On en déduit que pour tout n € N*, en posant a, = e b, =
n
n+1lm
n 2
3 T_u
I, > / : du
0 1 s

cette derniére quantité tendant vers +oo.

. On pose dans la suite :

Jn:zx/2 du
2 O ¢in U+ 1 (E_ )
n+11\2
On en déduit :
IL—J ——|[° u du <.

0 gin u + ! (I—u>
n+11\2

T
Or, on a ’encadrement classique valable sur le segment S = [0, —} :

2
VYa e S, —a<sina <a.
T

Ceci conduit a :

On en déduit :
I, =J,+ 0(1), donc I,

ngﬁ»oo
car I, tend vers +oo.
Il suffit de montrer que :

s
2(n+

1)

et ¢, =



lorsque n tend vers 4o0.
Dans la suite, on reprend les notations pour a, et b, de sorte que :

u+ ! (z—u) =a, u+b
n+1\2 o "

On effectue le changement de variable :

v =a, u-+ by,

K, = i/an%+bn dv_
b

amenant a :

a, sin v

Comme lim a, = 1, il suffit de montrer que :

n—r-+00
L, = ~ Inn.
b

sinvy "t

1
Or, la fonction g : u — — — est prolongeable par continuité en 0 car au voisinage
v

de 0 :

1 11 b1
g(v):m—;:;x((l+ﬁ(v)) —1>=ﬁ(v),

de limite nulle en 0.
3

an%‘f’bn
La quantité / g(v) dv converge vers / g(v) dv, car la fonction g est continue
bn 0

et :

lim b,=0et lim a,=1.
n—> 400 n—> 400

En utilisant le fait que b,, tend vers 0, donc :

lim —Inb, = +o0
n—s=00

on peut écrire que :

L= 6(1)+ /an%m % — “In(by) + o(In(by)).

n

Finalement,

n——r+00

1
—ln(bn):—lng—i—ln(n—l—l):lnn—i—ln (14—%) +0(1) ,~. Inn.

On obtient en définitive ce qu’il faut.
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