Corrections d exercices
sur les fmc’a'ons rationnelles

Exercice 3

Donner les D.E.S. dans C(X) de :

X -2
TR )
* X(X+%)-‘--(X+n)'

XD 1)

Correction de 'exercice 3

X =2 P
e La fraction F' = 21X+ X 1 1) est de la forme 0’ avec deg(P) < deg(Q) et :

Q(X) = (X = DX + 1)*(X = j)(X = j%).
La forme générale de la DES de F' est :

=% 4 b , ¢ 4 e
TX -1 (X -1 X410 (X 41?2 X—j X

On obtient directement par la méthode du cours les constantes b, d, e et f. On trouve :

1 3 i)

Tl 1€ 7 et f=¢e
Ensuite, en calculant 1i1£ xF(x) = 0, on obtient a + ¢+ d+ e+ f = 0, donc a + ¢ est
T—>+00

maintenant connu.
Enfin, en évaluant en 0, on obtient :

—2=-a+b+c+d— (E—i—%)
J 7

La quantité ¢ — a est désormais connue également. On obtient « assez facilement » les valeurs
de a et c.

e La forme générale de la DES de la fraction :

n!

G"(X):X(X+1)~-~(X+n)




est :

Gn(X) =
On calcule chaque constante ¢, par :

Wk € [0,n], cx = (X + B)Go(X)) g, = (—1)F- (

e La forme générale de la DES de la fraction :

1 1
Hp(X) = X-D(X"—1) QX)
est :
a b =
Hn(X):X_le(X—l)QjL Z X—w

weln\{1}

Soit w € U, \ {1}, une racine n®"¢ de I'unité différente de 1.
La racine w est un pole simple de la fraction H,,, donc :
1 1 w

Cw: — g

Qw) (w=1)-nwt nlw-1)

On calcule b par :

Enfin, on calcule a par :
0= lim zH,(z).

r—>+00
7
Cela donne en posant ’angle 6 = — :
n

S DTy

n
weln\{1}
n—1 ;
62@k€

1
T n Z e*? x 2i sin(k0)

n—1 .
1 1 1
= —— E ——cotan(k0 — .
n e < 2 an( )+2>



Le coefficient a doit étre réel, car en utilisant la conjugaison, comme H,, = H,,, alors @ = a.
) . l—n ) . .
Nécessairement, a = 5. la somme des cotan étant nulle — on aurait pu aussi la calculer

par changement d’indice par inversion des termes...

Pour calculer les constantes a et b, on aurait aussi pu jouer sur un développement limité.
On détaille un peu...

On pose :
1

(-1t —1)

On utilise le changement de variable h =t —1, de facon a avoir au voisinage de 0 en la variable
h -

fitr—

1
14+h) =
JA+h) = =
B 1
h (nh + @fﬂ + o<h2))
RN 1
nh? 1+”;1h+ﬁ<h2)
1 n—1
= —— 1— 2
nhgx( 5 h—l—ﬁ(h))
1 1—n
= — 5+ 0(1).

Parallélement, la DES de la fraction h —— f(1 4 h) est de la forme :

a b
14+h)=—4+— h
f(Lth) =3+ 55+ g(h),
avec g une fonction bornée au voisinage de 0.

On en déduit toujours au voisinage de 0 :

1 1—n a b a b
ST 1)=—-+— = -+ — 1
nh2+2nh +0(1) h+h2+g(h) h+h2+ﬁ()

et donc en multipliant par h? :

1 1—n

_ 2
g h=ah b+ O().

Par unicité du développement limité a 1’ordre 1, on obtient, :

1 1—n
b=—eta= .
n 2n

Exercice 4

Soit n dans N*.



Effectuer la D.E.S dans C(X) de la fraction :

X +1
FX) =Sy

Correction de ’exercice 4
On ne détaille que le premier point de cet exercice qui demande deux D.E.S.

Comme n > 1, il n’y a pas de division euclidienne utile & faire.

On factorise le dénominateur Q(X) = X" + 1 en résolvant I'équation 2" = —1, d’inconnue
z e C.

On trouve 4n racines simples qui sont :

2k +1)i
Vk € [0,4n — 1], zx = exp <(4+7)m) .
n

La forme générale de la D.E.S. de la fraction rationnelle F'(X) est de la forme :

=T
k=0 k

avec pour tout entier k entre 0 et 4n — 1,

22"+ 1
Ck = ——n-1
4n zé” !

(2k—+1)im
2

e +1

- 4dn
(=Dki+1

p— _Zk .
4n

On a complétement toutes les constantes ¢, et donc la D.E.S. voulue.
Exercice 5

Soient n € N* et P(X) € C[X] un polynéme a racines simples 2y, - -, 2,,.

"1
1. Calculer le nombre : E R
o P'a)

n

2. Lorsque les z;, sont non nuls, calculer E
k=1

b
2kt P/(Zk> )

Correction de 'exercice 5



1

1. La DES de la fraction rationnelle est de la forme :

P(X)
1 - Cp.
P(X) ; X -z
Comme chaque racine z; est simple, on sait que :
VE € [1,n] !
nl, ¢, = .
) ) k P,(Zk;)
Enfin, on voit que :
- x
CL. — .

On distingue alors deux cas :
e sin > 2, la somme proposée est nulle.

1
e si n =1, la somme proposée vaut —, ou £ est le coefficient dominant de P(X).

S

2. On suppose les z; non nuls.

1
La DES de la fraction XP(X)

est donc de la forme :

1 a a dk
XP(X) _§+;X—zk'

On en déduit toutes les constantes :

1 1 1
=——etVke][l d, = = .
“=pm e G = TRy T P
Par conséquent :
- x
d, = i =0
o Z E e e zP(x)

Conclusion :

Remarque : on aurait pu obtenir le méme résultat plus rapidement en faisant I’évaluation

en 0 dans la D.E.S. de la fraction

calculée en premiére question...

P(X)
Exercice 6

Soit P(X) un polynome scindé dans C[X].

1. Déterminer en fonction des racines et de ses multiplicités dans P(X) la D.E.S. de
P'(X)
P(X)




P(X) X?+1
P(X) X3-1

2. En déduire qu'’il n’existe aucun polynome P(X) € R[X] tel que :

PI(X 2
3. Résoudre dans R[X] : P((X)) = %1 + %

Correction de 'exercice 6

1. On pose :

/

P
Ainsi, la DES de 52 est :

/ n a
k
P =X
k=1
Les constantes apparaissant dans cette DES sont des entiers strictement positifs.
X% +1

X3 -1
On obtient la forme générale de cette DES :

2. On effectue la DES de

X2+1_ a . b . c
X3—-1 X—-1 X-j X-—j%

On peut immeédiatement calculer les trois constantes. Par exemple,

a = —.

3

Cela suffit a répondre a la question, car la constante a n’est pas entiére.
[’équation proposée n’admet donc aucune solution.

3. Soit P € R[X], une solution éventuelle a cette équation. On peut alors considérer le
polynome P dans C[X]. Avec les notations ci-dessus, en égalisant les DES, on obtient
nécessairement n = 2, A\; = 1 et a; = 2, puis Ay = 0 et ap = 3 — par exemple, les
racines et les multiplicités étant déterminées a ordre pres.

Conclusion, le polynome P est de la forme :

P(X)=¢ (X —1)%- X3

On vérifie que ces polyndmes conviennent, pour ¢ non nul dans R, en remontant faci-
lement les calculs. Ce sont toutes les solutions.

Exercice 7

Soit n € N*. Soit k € [0,n — 1].
o
X —w

sous la forme irréductible.

1. Mettre la fraction rationnelle F/(X) = Z
wGUn



2. Mettre la fraction rationnelle G(X) = Z sous la forme irréductible.

Correction de 'exercice 7

1. La démarche est ici 'inverse de celle du cours. On a la décomposition en éléments
simples et on veut retrouver la fraction rationnelle d’origine.
La fraction proposée est de degré strictement négatif.

On pose
P(X)
F(X)=——=,
Y=o
les polynomes P et () étant premiers entre eux, le polynéme () étant unitaire, avec
donc deg(P) < deg(Q).
Les poles de F'(X) forment ’ensemble U,, des racines n®¢ de 'unité. Chaque pole est
simple.
On peut alors choisir :
QX)=[]X -w)=x"-1.

UJGUn

Comme chaque pdle est simple, chaque constante w* est calculable a I’aide de la formule :

_Plw) 1
Vw € U, w* = 0w n w- P(w).

On distingue alors deux cas :
e si 'entier k est non nul, il suffit de choisir le polynome :

P(X)=n- X"
e si 'entier k est nul, il suffit de choisir le polynome :
P(X)=n-X""1

2. Le plus simple est d’utiliser la formule :

G(X) = F(X?).
Ainsi, ,
a(x) = X

le polynéme P(X) étant celui trouvé ci-dessus.
Exercice 8

1. Montrer que pour tout n € N, il existe un seul polynome P,(X) tel que : V8 € R,
P,(cos0) = cos(nb).

2. Effectuer la D.E.S dans R(X) de

Fu(X)

7



Correction de 'exercice 8

1. On sait que la suite (P,),en définie par :
Py(X)=1
P(X)=X
Poo(X)=2XP,.1(X) — P,(X)
vérifie par récurrence double :

Vn e N, V0 € R, P,(cosf) = cos(nb).

L’unicité provient du fait que si P, et (), conviennent au rang n, alors le polynome
P, — @Q),, admet une infinité de racines : tous les nombres de la forme cos 6, ou 6 décrit
R, c’est-a-dire tous les nombres de [—1, 1].
2. 1l faut distinguer les cas n =0 oun > 1.
Lorsque n = 0, la DES demandée est :
1
Py(X)
Dans toute la suite, on se place dans le cas n > 1, ou la division euclidienne de 1 par
P,(X) n’est pas nécessaire.
Chaque polynoéme P, (X)) est scindé a racines simples, les racines étant :

=1.

2k + 1
x, = cosl , avec 0, = u,
2n
ou ’entier k varie entre 0 et n — 1.
La forme générale de la DES de la fraction est
g P, (X)
1 B n—1 i
Po(X) = X —cos 0
Comme chaque pole cos 0, est simple, on peut écrire pour tout entier k£ entre O et n—1 :
1
p=———.
" P (cos )

Or, en dérivant la relation :

P, (cos0) = cos(nb),

on obtient :
P! (cosf) x (—sinf) = —nsin(nd).
Concllusion,
o — sin Gk
" sin(nby)’
2 1
Or, nf), = M, donc sin(nf,) = (—1)* et la DES demandée est égale & :

1 o (=1)Fsin ((Qk;;l)w)

Po(X) 13 ¥ cos (W) |

8



Exercice 9

Etudier les suites :

- 1

° (; ]{;(/{;—i— 1)>n€N*
" 1

* (; k;2+k:—6>

Correction de 'exercice 9

>3

e Cest classique!!
Pour tout n € N*, on écrit :

g N L ooty
" k(k+ 1) E k+1) = n+l’

de limite 1.
e La encore, on fait la DES du terme général sommé. On obtient :

1 B 1 1 1 1
X2+ X -6 (X-2)(X+3) 5 \X-2 X+3/)

Pour tout entier n au voisinage de 400, on obtient alors les calculs suivants :

- 1 1
R = Z(m—m)

k=3
B nz2 l - n+3 l
- k k
k=1 k=6
5
1 1
- ive(s)
k=1
137
= — 1
300 (1)

1
La limite est ﬂ
300

Exercice 11

Soit F'(X) une fraction rationnelle non constante dans C(X).
1. Montrer que ’ensemble image de la fonction rationnelle z — F'(z) est soit C tout
entier, soit C privé d’un point.
2. On suppose que F'(X) n’est pas un polynome. Soit G(X) € C(X)\ C tel que FoG(X)

soit (aprés simplifications) un polynome. Montrer que F(X) n’admet qu’'un seul pole

zp et que G(C) = C\ {2}



Correction de ’exercice 11

P
1. On pose F' = @’ avec P et () deux polynémes premiers entre eux.

On suppose que I’ensemble image de la fonction f : z — F'(z) ne contienne pas deux
complexes a # b.
On en déduit que pour tout z dans C\ Z(Q),

P(z)
Q(2)
donc en multipliant par Q(z) # 0, on peut écrire :
P(z) —a Q(z) # 0.
De plus, si z est une racine de Q(z), alors P(z) est non nul car P A QQ = 1 et donc :

VzeC, (P—aQ)(z)#0.

#a.

Le polynéme P — a () n’admet aucune racine complexe : c¢’est un polynéme constant
non nul.

De méme, le polynéme P — b () est constant non nul.

En faisant la différence, on obtient que le polynome (a — b) @ est constant non nul,
ainsi que le polyndme () car a — b est un complexe non nul. On obtient finalement que
le polynéme P = (P — a Q) + a @ est constant non nul.

Résultat des courses, si I'ensemble image de la fonction f : z — F(2z) ne contient pas
au moins deux complexes a et b, alors la fraction rationnelle F' est constante, ce qui
n’est pas le cas.

Conclusion, I’ensemble image est soit C, soit C privé d’'un point.

2. On peut appliquer la question précédente a la fraction rationnelle G.
Plagons-nous pour I'instant dans le cas ou I’ensemble image de la fonction g : z — G(2)
est égal a C.
Comme la fraction F'(X) n’est pas un polynome, alors la fraction F' posséde au moins
un pole A — en considérant une racine du dénominateur non constant dans F'.
Il existe z un complexe tel que G(z) = A.
On constate finalement que la fraction rationnelle F' o G(X) ne peut étre évaluée en z.
Ceci contredit le fait que F' o G(X) soit un polynome évaluable en particulier en tout
complexe.
Conclusion, il existe zy € C tel que ’ensemble image de g : z — G(z) soit égal a
C\ {20}
La fraction rationnelle F' posséde au moins un pole et si a est un pole de F', alors le
complexe a doit étre égal & zy sinon, le pole a serait de la forme a = G(a), pour un
certain complexe o, amenant & la méme contradiction que plus haut.
On obtient finalement ce qu’il faut.

Exercice 12

9
Soit n € N*. On pose w = exp (ﬂ)
n

10



—_

[N

. Soit P(X) € C[X] tel que P(wX) = P(X). Montrer qu'il existe Q(X) € C[X] tel que
P(X) = Q(X™).

. Soit F'(X) € C(X) tel que F(wX) = F(X). Existe-t-il une fraction rationnelle G(X) €
C(X) telle que F(X) =G(X™)?

— X +wF

. Mettre la fraction H(X) = X %
—w

sous forme de fraction irréductible.

1

k=0
Correction de ’exercice 12

. On pose
“+oo
P(X) =) ar- X",
k=0

la famille (ay)ren des coefficients étant a support fini.
Soit k un entier naturel qui n’est pas multiple de n.
L égalité des coefficients en X* dans 'égalité

PwX) = P(X)
donne la nouvelle égalité :
w* - ay, = ay, donc ay, - (W —1) = 0.

Par choix de I’entier k, on sait que w® — 1 # 0 et donc a; = 0.
On en déduit que le polynome P(X) peut étre mis sous la forme :

+o0
P(X) =) am-X"
=0
Il suffit de poser le polynome
+oo
Q(X) = Zaén : XZ
=0

pour avoir P(X) = Q(X").

. On va montrer que la réponse est n

On pose pour ce faire
PX)
F(X)= 22
e
ou les polynomes P(X) et Q(X) sont premiers entre eux, le polynome Q(X) étant
unitaire.
On écarte d’emblée le cas P(X) = 0, impliquant F'(X) = 0 et la fraction rationnelle

G(X) = 0 convient.
On suppose maintenant P(X) # 0.

11



Comme F(wX) = F(X), alors :

(wX

P P(X)
QwX

Q(X)

On peut maintenant appliquer le théoréme de Gauss.

Le polynome P(X) divise P(X) - Q(wX) = P(wX) - Q(X) et est premier avec Q(X),
donc divise P(wX).

De méme, le polynome Q(X) divise P(wX)-Q(X) = P(X)-Q(wX) et est premier avec
P(X), donc divise Q(wX).

Les polynomes P(X) et P(wX) ont le méme degré : ils sont proportionnels et on pose

; — , donc P(wX)-Q(X) = P(X)-QwX).

PwX)=\-P(X).
En réinjectant, on trouve :
A P(X) - Q(X) = P(X) - Q(wX), done P(X) x (A-Q(X) = QX)) =0.
Par intégrité de 'anneau C[X], puisque P(X) # 0, alors

QwX) = X- Q(X).

Le polynome Q(X) est unitaire de degré d. Le coefficient dominant dans Q(wX) =
A Q(X) vaut w? = \.

On considére un entier naturel s tel que s + d soit un multiple de I’entier n.

On pose les polynomes :

R(X)=X°-P(X)et S(X)=X°-Q(X).
On obtient :

S(wX) = w X QwX)
= W' X*-w Q(X)
— Wt §(X)
S(X).

Il existe — par la premiére question — un polynoéme N(X) € C[X] tel que :
S(X)=N(X").

De méme, il existe un polynome M (X) € C[X] tel que :

R(X) = M(X").
Conclusion, x) x) X"
P(X R(X M(X™ "
avec la fraction rationnelle M(X
)



3. Pour tout A € C, on effectue la décomposition en éléments simples suivante :

X+ A

=142 .
X—x  TTX o
On en déduit : )
n- k
w
H(X)=n+2 E Lk
k=0
n—1 k
. . w .
La fraction rationnelle I(X) = E X% peut étre mise sous la forme :
—w
k=0
T(X
I(X)= %, avec deg(T) < n.

En effet, chaque pole w” est un pole simple et on peut calculer les constantes w* par la
formule : . . .
e T W T

n—1
n
n(wk)

Le polynome T'(X) = n convient et donc :

H(X)=n+2nx

X —1 Xn—1

Exercice 13

Soit n € N.
1. Montrer qu'il existe un unique polynome P,(X) € R[X] tel que :

1 1
Ve e R*, P, (SL’—l——) ="+ —.
T "
2. Effectuer la décomposition en éléments simples de T o dans C(X)

3. En déduire la décomposition en éléments simples de Een dans R(X).

: 1 1 &= (—1)F - sin( 2t )
4. En déduire la formule de la D.E.S. dans R(X) : =— TR
P,(X) n —~ X —2cos(5)

Correction de 'exercice 13

1. On définit la suite (P,),en par :
PO == 2

P=X .
VnEN, Poo=X Poiy— P,

13



On voit que les polynomes P, vérifient la formule :

1 1
P, <x+—) =z" 4+ —,
T xm
lorsque n =0et n = 1.

Supposons la formule vérifiée par les polynéomes P, et P, .
Soit x non nul dans R. Alors,

1 1 1 1
X X X X
1 1

2 :

On a ce qu'il faut au rang (n + 2), d’ou I'existence des polynomes P,.
Pour I'unicité, si P, et (), conviennent au rang n, alors en posant R, = P, — (),

1
Vr e R*, R, <x+—) =0.
x

1
Il est clair que la fonction 2z — x4+ — est strictement croissante sur Uintervalle [1, 400,

x
donc prend une infinité de valeurs qui sont donc toutes racines du polynéme R,,. Celui-ci
est le polynome nul et P, = @),,.

1
. Sin =0, la DES demandée est 7

Dans la suite, on suppose n > 1. La partie polynomiale de la DES est donc nulle.
Le polynome X?" + 1 admet comme racine les nombres :

2k +1)i
2, = exp (%) , pour k € [0,2n — 1].

On en déduit la forme générale de la DES demandée :

14+ X20 gt X — 2z’

avec pour tout entier k entre 0 et 2n — 1 :

27 1 (2k + 1)im
= 5 = — —— x(1- .
o 2nz2" 1 2n P ( 2n (1=n)

. On a la méme réponse que précédemment lorsque n = 0.
On se place maintenant dans le cas n > 1.

Le plus simple est d'utiliser ce qui précéde et de regrouper deux par deux les termes
conjugués, le polynome 1 + X?" n’ayant aucune racine réelle et étant scindé a racines
simples.

14



On remarque que pour tout entier k entre 0 et 2n — 1, on a :

Zr = Zop—1—k-

La DES précédente se réécrit :

n—1 —
X" Cp Cr

:Z<X

k=0

1+X2n —Zk_'_X—

Or, pour tout entier k£ entre 0 et n — 1, on peut écrire :

Zk

)

B 2k + 1)m
Re(zr) = cos ( 5
2 1 2k +1
Re(cy) = cos (%(1 - n)) = (=1)* sin (%)
o 2k+ 1) 2k + 1)m
Re(ck Zr) = cos (% (1—n)— %) =
Conclusion,
o Cr, 2Re(cx) X — 2Re(cy - Zx)
X—z X-—7Z X2 —2Re(z) X + 1
2 1 X
= 2 (—1) sin(< b >7T)
2n X2—2COS<W)X+1
et la DES demandée est :
X 1 2k + 1 X
o Yyt s (BT ~
I+X n 2n X?% —2cos <7(2R;I)W>X+1

k=0

4. Réécrivons comme suit la formule précédente :

. 2k+1)m
1 1 n—1 (—1)’“ s1n<( ;;) )
Xrt+x= n =0 X + + — 2cos <7(2k;;1)7r>

Soit y > 2 un réel. 1l existe x > 1 tel que :

1
rT+—-—=1y
T
On en déduit :
1 B 1
B 1
— x"+l%n



3
—_

(—1)* sin (7(%;;1)”)

Ox—l—%—Qcos(W)

1 (~1)* sin ((2k2+nl>7r)

0 y—2008<%) .

S|
e
|

3

S|

k

On en déduit que la fraction rationnelle :

n=1 (—1)* sin <(2k+1)”>

1 1 2n
G(X) = .
Pn(X) n et X_2C0S<(2k;;11)7r>

admet une infinité de zéros : tous les réels y > 2.

A
En posant G = 3 ou A et B sont deux polynomes, alors A est le polynome nul et
G =0.

Conclusion, on a bien la formule désirée.

Exercice 14

Soit F(X) € C(X).
Montrer que F'(X) # %

Correction de l’exercice 14

On suppose par ['absurde que :

La fraction F'(X) admet nécessairement 0 comme pole, car F'(X) a comme pole 0.
On pose la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle F'(X) sous la forme :

F(X) = n kL G(x),

Xk
k=1

ou n est un entier supérieur a 1, ¢, # 0 et G(X) est une fraction rationnelle n’admettant pas

0 comme pole.
En dérivant, on obtient :

/ - kc /
= F(X)=— ijl +G(X).

k=1

1
X

La fraction rationnelle G'(X) n’admet pas 0 comme pole et le terme — apparait tout

ney,
XnJrl
seul & droite. Ce terme est un élément simple de F’(X), mais n’est pas un élément simple de

! tradicti
— : contradiction.
X



Exercice 15

Soit P(X) dans C[X] admettant au moins deux racines réelles et tel que P”(X) divise P(X).
Montrer que le polynome P(X) est scindé a racines simples dans R.

Correction de 'exercice 15

A:{)\l,---,)\r}

les racines complexes comptées sans multiplicités dans le polynome P(X).

On sait d’aprés le théoréme de Lucas que les racines de P'(X) sont dans I’enveloppe convexe
de 'ensemble A. On note = ’ensemble des racines de P'(X).

En notant © I’ensemble des racines de P”(X), alors I’ensemble © est dans I’enveloppe convexe
de Z=.

On appelle point extrémal d’'un polygone convexe, tout sommet qui ne peut s’exprimer comme
barycentre a poids strictement positifs d’au moins deux sommets de ce polygone.

[’ensemble A contient au moins deux points. L’ensemble A est ’enveloppe convexe de ses
points extrémaux. Il y a au moins deux points extrémaux que 1’on note a et b.

Comme P"(X) divise P(X), alors © C A.

On va montrer que I’ensemble A comporte au maximum deux points extrémaux.

Par ’absurde, supposons que ’ensemble A admette au moins trois points extrémaux que l'on
note a, b et ¢ dans le plan complexe.

Comme deg(P") = deg(P) — 2 et que P” divise P, on peut poser

On note

P=x-(X —a)(X - )P",

avec x # 0, puis « et § dans C.
L’un des trois nombres a, b ou ¢ n’appartient pas a ’ensemble {«, 5}, par exemple a.
Le complexe a est donc a la fois racine de P et de P”.
Dans ce qui suit, le mot « barycentre » est & comprendre comme « barycentre a poids positifs ».
Le complexe a est un barycentre des points extrémaux du convexe Z, ces points extrémaux
étant eux-mémes barycentres des points extrémaux de A.
Conclusion, le point a est un barycentre de points extrémaux de A. Par définition du point
extrémal, le point a n’est barycentre que de lui-méme et donc le point a doit appartenir au
convexe =.
On en déduit que la racine a est de multiplicité au moins 3 dans le polynome P(X).
On peut poser :

P(X) = (X —a)"Q(X), avec Q(a) # 0

et :
P"(X) = (X —a)"?R(X), avec R(a) #0

car en notant r la multiplicité de a dans P, alors a est de multiplicité r — 2 dans P”.
Cependant, le polynéme P”(X) divise P(X), donc (X —a)"2R(X) divise (X —a)"Q(X), donc
R(X) divise (X — a)?Q(X). Le polynéme R(X) est premier avec X — a, donc divise Q(X).
Les polynomes R(X) et Q(X) ont le méme degré : ils sont proportionnels et il existe une
constante p telle que :

Q(X) = p- R(X).
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En dérivant deux fois le polynome P(X) = (X — a)"Q(X), voici ce que Pon obtient :
P'(X) = (X = a) 2 (r(r = DQX) + 2r(X — a)Q'(X) + (X — a)?Q"(X)).
On doit avoir :
QX) = p- R(X) et R(X) = r(r — )Q(X) + 2r(X — a)Q'(X) + (X — a*Q"(X)  *.

On pose aX™ et fX17 les termes dominants dans les polynomes respectifs Q(X) et R(X).
Alors, le terme dominant dans P(X) vaut aX"™™ et le terme dominant dans P”(X) vaut a la

"
Cela confirme le fait que

deg(P)=r+m=2+deg(P")=2+q+r—2etdoncg=r
mais on obtient que :
a(fr+m)(r+m—1)=Feta=p-pS.

La formule % conduit & :
R(X) x (1 —pr(r — 1)) =2 (X — a)Q(X) + (X — a)2Q"(X).
L’évaluation en a fournit :
R(a) x (1 — pr(r — 1)) =0, avec R(a) # 0.

Le polynome P(X) admet au moins deux racines, imposant au polynéome Q(X) de ne pas étre
constant :
m > 1.

Conclusion, avec r > 2, on a :

1
pr(r—1)=1,doncr(r—1)=- = b_ (r+m)(r+m—1).

P«
La fonction f: ¢ — (r+1t)(r+t — 1) est strictement croissante sur I'intervalle [0, +oo[, donc

est injective. Par ce qui précéde :
f(0) = f(m) imposant m = 0.
On aboutit & une contradiction.

On a montré que I’ensemble A admettait au maximum deux points extrémaux, notés a et b.

On a en fait aussi montré qu’il n’y avait pas de points en commun entre les ensembles O et
A.

Le polynome P(X) admettant au moins deux racines réelles, I'ensemble A admet exactement
deux points extrémaux et ’enveloppe convexe de A est le segment [a, b].

Par hypothése, le segment [a, b] contient au moins deux réels, imposant aux points a et b d’étre
réels : le polynome P(X) est déja scindé dans R.

Les ensembles A et = sont finalement inclus dans R.
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Supposons 'existence d’une racine multiple A dans le polynome P(X).

Le polynome P’(X) admet aussi A comme racine. La racine A ne peut étre racine du polynome
P"(X), car les ensembles © et A sont disjoints.

La racine A est donc une racine double dans P(X) et on peut poser :

P(X) = (X = \)*Q(X), avec Q(\) 0.
Le polynome P”(X) est premier avec X — X et divise (X — A\)2Q(X), donc divise Q(X). Les

polynomes P”(X) et Q(X) sont de méme degré égal a deg(P) — 2, donc sont proportionnels.
Il existe une constante p telle que :

P(X) = p- (X — A\2P"(X).

Cependant, en choisissant a # A une racine de P(X), c’est aussi une racine de P”(X), contre-
disant le caractére disjoint des ensembles A et ©.

Le polynome P(X) ne peut avoir de racines multiples.

19



