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Probléme : le principe d’incertitude de Heisenberg

1. Soit ¢ : R — R une fonction bornée.
On considére maintenant 'opérateur :

Fogp—s ((:c,t) — () w(az,t)).

On en déduit :

(Pw) = [ @ ot do

qui apparait comme ’espérance de la variable aléatoire ((-) vis-a-vis de la probabilité

2
dont la densité est la fonction )w(~, t)

Par la loi forte des grands nombres, cette espérance est bien la valeur moyenne de la
fonction ( associée a 'opérateur F.

2. On note pour tout ¢ € I, la valeur propre E; associée au vecteur propre | ;).
On pose la décomposition du vecteur d’onde | 1)(t)) selon la base orthonormée :

| ¥(t) = Zai(t) “ i

En utilisant le caractére orthonormé de la base (1;);cs, on obtient facilement aprés un
produit scalaire :

Viel, ai(t) = (¢ | (1))



On en déduit :

(b 1 F1em) = @ -vil F1 Y a0 vy)

i€l Jel

= S W) ast)- Wi | B Iy
(i,5)€T?

= Z m Oz]( ) <77Z)z | ,QZ)])
(i,5)€I?

— Z a;(t) - a;(t) - E; - 0;
(i,5)€I?

— Zaz ay(t) - E;
el

= S E
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Ceci apparait comme une moyenne sur toutes les valeurs propres F; pour ¢ € I, cette
moyenne étant pondérée par les poids positifs |a;(t)|* et de somme égale a 1. En effet,
par le théoréeme de Pythagore, on obtient :

D laa()]P = [l @) =

el

. Si a est un réel, en notant ¢, la mesure de Dirac concentrée en le point a et en prenant
¥, la « densité de probabilité » associée a cette mesure de Dirac (on parle mathéma-
tiquement de distributions mais on s’éloigne largement du sujet ...), alors 1, est un
vecteur propre pour 1’opérateur X de valeur propre associée égale & a. On voit que les
valeurs propres de cet opérateur sont liées aux positions de la particule quantique.

Intuitivement, si ¢ est une fonction d’onde, alors I'opérateur X renvoie a une variable
aléatoire mesurant la position de la particule a I'instant .

4. (a) On voit que :
P | ¢) = —ih (ik) | ¥) = kR | 9).
L’opérateur P mesure donc la quantité k.
(b) Tl reste & montrer que cette quantité correspond a I'impulsion de I'onde progressive.

Or, on sait que :

h

w
kh = w X — , ol c= — est la célérité de I'onde
2mc k
w E ) ) i
= X — , oul v est la fréquence et F est ’énergie
2mrc v
K
=

On obtient bien une quantité liée & une quantité de mouvement.



5. Soit ¥ une fonction d’onde.
Alors, pour tout (x,t) e R x R :

{f(,ﬁ] | ) (a,t) = —ih azg—i(:c,t) +ih (W,t) +a g—f(x,w)

= ihY(x,t)
- (m ia) | ) (2, 1).

On obtient bien ce qu’il faut.

6. On ne peut comprendre 'opérateur F? que comme la composée :

A

F2—[FoF.

On détaille déja le fait que la valeur moyenne de 'opérateur hermitien F' est un nombre
réel.

En effet, si t est un réel, alors :

(6t | B[ ot)) = (v | F|e),

ou les deux symboles « ¥ (t) » ont été interchangés dans la formule précédente. La
moyenne est donc égale & son conjugué : c’est un nombre réel.

Soit ¢ un nombre réel. On en déduit en notant m = <F(t)> :

~ N\ 2 A A N A N
<<F —-m id) > = <F2 —2m F +m? id2> , car F' et m id commutent
A2> —2m <F> + m? <1a> , par linéarité de la moyenne

2

<F
_ <F2> —om?+m?, car <ia> _
(7)

—m2.

Or, comme 'opérateur F' est hermitien et donc que la moyenne m est un nombre réel,
on en déduit que 'opérateur G = F — m id reste hermitien et :

(Gw) = [wic1o@nda
- [w1616 1@y i

2
) (z,t) doe > 0.
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7. La quantité { F2)Y—( F') s’apparente a une variance, donc a une dispersion des mesures
b

10.

autour de la moyenne. [’écart-type correspond donc a une erreur de mesure, ou du
moins a 'incertitude sur la mesure.

On obtient par linéarité des opérateurs :

V@}:[Xﬂ@@ﬁ—@ﬁ}

:[Kﬂ*@Mﬂ_@pﬁh@HmMﬂ'

Or, pour tout opérateur F, ona:
[F,ia} _ {ia, F] _ 0,
car les opérateurs F et id commutent.
On en déduit qu’il ne reste que :
[Y,Q} - [X,P} —ihid.
Par linéarité de la moyenne, on voit que :

<Y/> — 0 et <Q> — 0.

On rappelle qu'un opérateur F' est hermitien si et seulement si pour toutes fonctions
d’onde 1) et 1y, alors :

(W1 | | o) = (W2 | F' | 1)

On fixe pour la suite deux fonctions d’onde v; et 15 et un réel ¢.

e Pour 'opérateur X

(W | X | o)) = / B D) @ al(a, ) da

= /Rlpg(a:,t) x Py (z,t) do
= (o | X | )(1).




e Pour 'opérateur P, on a :

W1 Ple)o = [T in G2 do

h {[m wg(a:,t)rr:—/RaaZ(xt ) o(z, 1) }
0

RPN

Rax

_ 3% —
_ / T 0, 1) ol ) do
= (o | P n)(1).

= —ih | —=—(z,t) Yo(x,t) dz car hm wg(:c t) =

[’opérateur id est hermitien par définition du produit hermitien. De plus, si A est un
nombre réel, 'opérateur \ id reste hermitien car :

<%\MMwM0=Q4E@0A%@ﬂW

= A <1/11 ‘ ¢2>
A (s | 1)
= A Wz | ¢1>

= (o | Aid [ ¥n)().

Il apparait alors que les opérateurs Y et Q sont hermitiens.
11. En développant Y2 et Q? par le binome de Newton, on obtient facilement :

<}>2> = (Az)* et <Q2> = (Ap)*.

12. Soit A dans R. Alors, par linéarité des opérateurs et par linéarité de la moyenne :
) = <f/2 CAOY 4N VO + N2 Q2>

(Ap)2 A2 + i\ <[YQ]> + (Az)?

— (Ap)? A% 4iA <m ia> + (Az)?

(Ap)* A2 — A A+ (Ax)%

13. Soit A dans R. Alors,

O = /¢(x )( )\ Q)(Y+i>\ Q)¢(x,t) dz
A




14. Supposons par ’absurde que l'incertitude Ap soit nulle. On en déduit que la fonction
positive f est de la forme :

fid— —h A+ (Ax)?

qui tend vers —oo lorsque A tend vers +oo, contredisant la positivité de la fonction f.

Ceci montre que la quantité (Ap)? est strictement positive et donc que la fonction
polynomiale f est de degré 2 en la variable \.

Le discriminant associé a cette fonction polynomiale est négatif, compte tenu de la
question précédente. On obtient alors I'inégalité :

h? — 4(Az)*(Ap)* <0,

donnant rapidement ce qu’il fait en utilisant la croissance de la racinée carrée sur R,.



