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Exercice 1

On fixe un réel p €]0, 1[.

On lance une infinité de fois de suite et de maniére indépendante une piéce de monnaie donnant

« Pile » avec une probabilité égale & p et donnant donc « Face » avec une probabilité égale a

qg=1—p.

On note X, la variable aléatoire donnant le numéro du lancer ot ’on a eu deux fois « Pile » consé-
cutivement pour la premiére fois. Si cet événement n’a pas lieu, on pose X = +oo.

Dans la suite, on notera pour tout k € N*, 'événement P, : «le k"¢ lancer a donné « Pile» » et

Fy, = P.

On ne notera pas systématiquement les intersections dans les événements a venir.
1. Siw= P1F2F3F4P5F6P7P8P9F10F11 -0, que vaut X(W) ?

2. Montrer que la famille d’événements % = (An = PQnP2n+1) est une famille a
neN*
événements mutuellement indépendants.

3. En déduire que P(X < 4o00) = 1.

Dans la suite, on note pour tout n € N, a, = P(X = n).
4. Calculer ag, a; et ay en fonction éventuellement du paramétre p.

5. Soit n > 3 un entier. Etablir une relation de récurrence entre a,, a,_1 et a,_o.
[indication : on pourra utiliser le systéme complet d'événements {F;, P Fy, PP} ]

6. Déterminer les racines r; < ro du polyndome :

P(X)=X?—q¢X — pq.

7. Montrer que les séries E n-ry et E n - ry sont convergentes.

n n

1
Dans toute la suite de I'exercice, on prend p = 5"

8. Montrer que la variable X admet une espérance finie.
9. Soit x €] — 1,1].
(a) Montrer que la famille (:c") est sommable.
0<k<n
+oo
(b) En déduire que la série Z(n + 1)z" est convergente et calculer sa somme.

n=0

10. Montrer que E(X) = 6.



Exercice 2

Soit X : Q@ — [—1, 1], une variable aléatoire finie centrée et d’écart-type égal a o.

1. Montrer I’équivalence entre les deux assertions suivantes :
e la variable aléatoire X est presque stirement nulle
e 0=0.

2. Montrer que pour tous réelst > 0et a > 0, on a :
P(X >a)<e ™ E(etX).

3. On pose :
=L — R
v u — (I+u+u?)e ™ ’
(a) Montrer que la fonction ¢ atteint une valeur minimale m.
(b) Calculer m.
4. En déduire que :
vt € [0,1], E(gtx) <1402 et
5. Montrer que :
)\2

VA € [0, 20], IP’(X > Aa) < exp (_Z) .

6. Montrer que :

)\2
VA € [0, 20], IP<|X| > )\a) < 2exp <_Z) .

Exercice 3

Soient X : 2 — R et Y :  — R deux variables aléatoires finies et définies sur un méme
espace probabilisé (§2, 2(Q2),P).
On suppose que :

Vk € N, E(X*) = E(Y").

Montrer que les variables X et Y ont la méme loi.



