7 xfi.')
sar les polynidmes

Exercice

Les questions sont indépendantes.

1. Soient P(X) € C[X] et n € N*.

Montrer que si P(X™) est divisible par X — 1, alors il est aussi divisible par X™ — 1.
2. Soit P(X) € R[X] un polynome de degré n.
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En examinant le polynome (X + 1)P(X) — X, calculer P(n + 1).

1
Calculer le coefficient dominant dans le polynéme P(X), en fonction de la somme
harmonique.

(a) On suppose que pour tout k € [0,n], P(k)

(b) On suppose que pour tout k € [1,n + 1], P(k)

(c) Montrer que les deux polynomes intervenant dans les deux questions précédentes
sont & coefficients rationnels.

n—1 .
2ik
3. Simplifier H (1 — exp <£>> et en déduire la formule :
n

k=1

Probléme : suites de Sturm

On considére un polynéome P(X) = Z ar - X* de degré n € N et a coefficients réels.
k=0
1. Soient Q(X) € R[X] un polynéme non nul et A une racine réelle du polynéme Q(X).
Montrer que pour tout réel h non nul et assez petit, la quantité Q(A + h)Q' (A + h) est
non nulle et du méme signe que h.

Pour tout réel z, on note V(z) le nombre de changements de signes stricts dans la séquence
(P(k) (a:)) . Autrement dit, le nombre V' (z) est le cardinal de I’ensemble :

0<k<n
{G.) el i<j PO@)-PO@) <0et vk eN, i<k <j— PYa)=0}.

On définit ainsi une fonction V' : x —— V(x) de R vers N.
On note A Pensemble des racines réelles des polynomes P*)(X), lorsque k décrit [0, n].
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Montrer que I’ensemble A est fini.

Soient a < b deux éléments consécutifs éventuels dans I’ensemble A. Montrer que la
fonction V' est constante sur 'intervalle |a, b|.

Soit a € A. Il existe k € [0,n] tel que a soit une racine réelle du polynome P®)(X).
On note m la multiplicité de la racine a dans ce polynome. Montrer que :

lim V(z)— lim V(z) >m— 1.

T—a~ r—at

[indication : on pourra partitionner I'ensemble 2 = {z c [0,n] | P9 (a) = O} en segments
discrets et remarquer que |'entier n n’appartient pas a I'ensemble 2]

5. Effectuer I'application numérique pour le polynéme P(X) = 1— X + X3 au point a = 0.

10.

En reprenant les hypothéses de la question Q.4, montrer que si de plus P(a) = 0, alors :

lim V(z)— lim V(x) > m.
T—>a~ z—at
En reprenant les hypothéses de la question précédente Q.6, en rappelant que P(a) = 0,
montrer que :

lim V(x)=V(a).

z—at

Soient o < 3 deux réels qui ne sont pas racines du polynoéme P(X). En déduire que
le nombre de racines comptées avec multiplicités de P(X) dans [a, 8] est majoré par

Vi) = V(P).
Montrer que le nombre de racines réelles strictement positives ou nulles comptées avec

multiplicités de P(X) est majoré par le nombre de changements de signes stricts dans
la suite des coefficients de P(X).

On suppose que pour tout i € [0, n], on a 'implication :
a; # 0= P(e') = 0.

Montrer que P est le polynéme nul.



