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Exercice 1

1. On décompose déja en éléments simples la fraction :

X3
, dans R(X).
(X +1)(X2%2+4) (X)
On trouve aprés calculs simples :
X3 B X2 +4X +4
(X +1)(X2+4) (X +1)(X2+4)
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Une primitive de la fonction :

t3

= e

est donc :
4 1 1
F:tr—t— E (5 In(#? +4)) — g - arctan (%) - gln(|t+ 1).

On en déduit alors facilement :

2. La suite (5),)nen+ est clairement croissante.
Soit n dans N*. Le plus simple est de simplifier la somme S,, par une décomposition en
éléments simples.
On voit que :
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On en déduit en posant la somme harmonique :
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1
vaN*, HP:ZE’
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que l'on a :
1 1 1 1 1 1
o= gt e =4 (a1 3) = (s =125 -3)
1 1 1 1 1
- H,—=(Hy—1+0()+=(Hy—1—=+40(1)) == (H,—1-=— =401
5 o= g~ 100+ 3 +o) - 5 ( 53 +e)
1
— 4ol
L o)

1
La suite (S, )nen- est convergente de limite 5

3. (a) La DES est de la forme :

3
3

ag by,

FO=2 e T2 e

les constantes a; et by étant réelles.

(b) La fonction f est de classe C*° localement en 0, donc admet un DL, (0).

Apreés calculs, on obtient :

n

F@H1) = o t*+o(th),

k=0
avec : 1)
-1 n+k—1
VEk € [0,n], c¢x = ik ( I )
(c) On en déduit localement en 0 :
A =FL4+1)=> ap-t"F+OF") =) ap-t"Fo(t"™).
k=1 k=1

Par unicité du DL,_1(0) de la fonction f, on obtient :

(=D)"* [ 2n—k-1
Vk‘E[[l,n]], ak:Cn_kzw' n—k .

(d) On remarque que F'(—X) = F(X), donc par unicité de la DES,

(—1)" n—k—1
vhe [l b= (D= ()



Exercice 2

P
1. En posant ' = @’ avec P et () deux polynomes dans C[X], avec () unitaire et premier

avec P, alors :
P(1-X)

Q(l—X)
Les polynomes P(1 — X) et Q(1 — X)) restent premiers entre eux car on dispose d’une
relation de Bezout entre P et () de la forme :

G(X) =

PU+QV =1.

La composition & droite par 1 — X dans cette égalité améne & une relation de Bezout
entre les polynomes P(1 — X) et Q(1 — X).

Les poles de la fraction G(X) sont exactement les racines de Q(1 — X). Les poles de
F(X) sont les racines de Q(X), formant ’ensemble Z(Q).

On en déduit :

vz € C, AEZ(Q(l—X)) — 1-z¢ Z(Q).

Le polynome Q(1 — X) n’admet pas 0 comme racine et :

X2 X? 1
Fl-2 V=g(1--2 - V=c(-——).
(X?+1) ( X?+1) (X?+1)
D’autre part, la fraction G(X) ne peut étre constante car F'(X) ne 'est pas.

Une formulation équivalente du probléme est alors :

«Soit G(X) € C(X) une fraction rationnelle non constante et n’admettant pas 0 comme
pole. On veut montrer que la fraction

1
G(X?+1)

n’est pas un polynome. »

2. La fraction proposée se réécrit :
c(X?2+1)~
<—)\X2 +(1- )\))

La fraction n’est plus simplifiable car 7 ne sont pas racines du dénominateur puisque
I’évaluation en +i au dénominateur donne :

()\+1—)\>a:1.

Les poles demandés sont les racines du polynome —AX? 4 (1 — ) ou encore les racines
du polynome



Les poles sont les solutions de 1’équation :

I—A
2 2

= 1=
z \ — "+ \

Il y a au moins un pole & cette fraction rationnelle.
2

X241

. Supposons par ’absurde que F' ( ) soit un polyndéme, n’admettant donc aucun

A

pole.

1
D’apreés la premiére question, la fraction rationnelle G ( X 1) est encore un poly-
nome, n’admettant aucun pole.
La décomposition en éléments simples de la fraction G(X) fait apparaitre une partie

polynome E(X) et une somme de termes de la forme ﬁ, avec A non nul.

En prenant 'un des derniers termes avec o maximal, alors la question précédente montre
que cette fraction rationnelle admet un pole z tel que zg +1= X On a vu que zg ne
pouvait appartenir a ’ensemble {i, —i}.

Ce pole ne peut pas disparaitre avec d’autres termes de la forme de la question Q.2
car si i # X et p est non nul, alors les solutions des deux équations :

1 1
PArl=Tet2+1=—
A It

forment des ensembles disjoints.
La seule possibilité pour éliminer ce pole zy # +i est de faire jouer la partie polynome.

Cependant, comme E(X) € C[X], alors la fraction F ( ) admet seulement =+i

X2+1
comme éventuels poles.

On en déduit que le pole z; demeure si on a un terme de la forme
DES de G(X).

Tout ceci améne a une contradiction indiquant que la fraction G(X) n’admet aucun
1
) admet

= dans la

(X =N

X2+1
cependant £i comme poles dés que le polynome E(X) n’est pas constant, ce qui est le
cas pour la fraction G(X) = E(X).

pole et donc que G(X) = FE(X) est un polynéome. La fraction E(

Conclusion, quoi qu’il arrive, la fraction G ( ) admet au moins un pole com-

X?2+1
plexe, lui interdisant donc d’étre un polynéme. On termine par le fait que les fractions

af .t cr (X t égal
e a— e _— sont egales.
X2 +1 X211 &



