Lravawy dinigés
sar les famclles sommabiles
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Exercice 1

)
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Lorsque l'entier p est fixé dans N*, la série g la, 4| est convergente car :
q

1. On pose la famille .#% = (am =

1
apq =0 <?> , lorsque ¢ est au voisinage de +oo.

De plus, on peut calculer la somme de cette série par une décomposition en éléments
simples, ce qui donne :
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cette derniére quantité étant de série convergente.
La famille proposée est bien sommable.

2. On va montrer qu'une CNS est :

« la fonction f est la fonction nulle. »



Si la fonction f est nulle, alors la famille (f(z)).er est bien sommable car pour toute
partie finie J incluse dans R, on a :
> f@)=0.

zeJ

Si la fonction f n’est pas la fonction nulle, il existe zy € R tel que f(zg) # 0.

| f (o) < 0.

2
Par continuité de la fonction f, il existe o > 0 tel que :

Posons n =

V€ ['TO _Q7x0+a]7 |f<flf)| 2 m,

en utilisant la continuité de la fonction f au point zy avec € = 7.
Soit M > 0.

Soit J une partie finie incluse dans I’ensemble infini [xg —«, o+ ] telle que : Card(J) >
M

n
On en déduit :
Z |f(z)] > Zn = Card(J) x n > M.

zeJ zeJ

On vient de montrer que ’ensemble :

{Z |f(x)] ; J est une partie finie de ]R}

zeJ

est un ensemble non majoré.
La famille (f(x)).cr n’est pas sommable dans ce cas.
1

(m + n)o‘) (m,n)€(N*)2 .
On procéde par analyse / synthése.

. On note la famille ¥, = <

e analyse
Supposons la famille ¢, sommable.
Cela implique que si 'entier m est fixé dans N*, alors la famille

o= (G

soit sommable, donc que la série E ( — soit convergente.
n

m+n)

Or,
1 1

e~ e

1
et tout est positif. La série de Riemann g — est nécessairement convergente, imposant
n

n

a > 1.
De plus, la somme
+00 1

2



doit étre de famille sommable, donc doit étre de série convergente, car tout est positif.
“+oo
On établit un équivalent de la quantité positive &, = Z —, lorsque m tend vers
n=m+1 n

+00, et ce, grace & un encadrement série / intégrale.
On pose la fonction :

[1,+o0] — R

g: L

t — —

tOé

cette fonction étant continue et décroissante.
On en déduit ’encadrement classique :

k+1 k
/ g<g(k) < / q,
k k—1

I'inégalité de gauche étant valable pour tout entier £ > 1 et celle de droite pour tout
entier k > 2.

Lorsque 'entier m est supérieur ou égal a 1, en sommant sur les entiers entre m + 1 et
N > m + 1, on aboutit & :

N+1 N 1 N
/ g < Z o < / g [ encadrement % |
m+1 k=m+1 m

Or, pour tous réels 1 < a < b, on a :

b 1 b 1 1
u 9= (I—a)te-t| —a—1 \a*t b1}’
On en déduit que 'on peut passer a la limite lorsque N tend vers 400 dans I’encadre-
ment Y ci-dessus pour obtenir :

1 1 1 1
: < .
a—1 (m+1)*

La famille ¢, étant sommable, la famille (&,,)nen+ 'est encore : la série Z & est donc

m
convergente.

1 1
—a—1 (m+1)"!
gente et le terme général est équivalent a

est croissante majorée, donc conver-

La série a termes positifs E

1 1

a—1 mo1’

lorsque m tend vers +o00. Comme tout est positif, cela impose la convergence de la série
1
de Riemann Z
m

— et donca—1>1, puis a > 2.
o

e synthése

Supposons « > 2.



. 1 -
La série E ﬁ est donc convergente et par les calculs faits plus haut, la sé-
m mn)= .

rie g — étant convergente, la série a termes positifs g &m reste convergente en
me- i i
m . m
utilisant cette fois-ci les inégalités de droite dans les encadrements établis.

Conclusion, la famille ¢, est sommable.

Exercice 2

1. On considére la famille :
F = (—1)
k! ’
o<n<k

1
Cette famille est sommable car en fixant I'entier k£ dans N, la famille (E) portant
*/ 0<n<k

sur l'indice n est finie donc sommable et :

k

6=

n=0

k!

1
qui est une quantité de série convergente car &, = o (ﬁ)

La famille .# est sommable et on peut effectuer les interversions de somme que I’on veut
(en fait, on peut toujours effectuer les interversions de sommes que 1'on veut lorsque
I'on manipule des termes positifs. On sait ici que les sommes calculées sont finies).

On peut effectuer I'interversion suivante :

+OO+001 1
220 T 2w
n=0 k=n os<n<k
+oo  k 1
=20 4
k=0 n=0
+o0 +1
- !
k=0
+o0 1 +001
B ;(1@—1)1 — k!

2. On montre la question sans montrer la sommabilité, ce qui est autorisé car tout est
positif, certaines sommes étant potentiellement égales & +oo (en fait toutes les sommes
écrites sont finies...)



“+o0o 400
1

n=1 k=n 1<n<k

Exercice 3

On considére la famille :
F = (xk"> )
(k,n)eN* xN*

Cette famille est sommable.
—+o0

En effet, si I'on fixe par exemple l'entier £ dans N*, la série Z |

n=1

" est convergente car il
s'agit d’une série géométrique de raison ¢ = |z|*, avec |q| < 1.
De plus, on peut calculer la somme de cette série, ce qui donne :

jzl*
VE e N*, & = =
Sk Z || 1— |zff
n=1
k
On voit que la série Z &), reste convergente car le terme général uy, = % est en O(|z|¥)
— |z

d 2]
de série géométrique convergente.

La famille .% est sommable.
D’une part, on décide d’effectuer la sommation sur les paquets :

P, = {(l{;,n) NS N*},
ce qui donne en notant ¢ la somme de la famille .Z :

+oo +oo i +o0o ZL‘k
S PE S

k=1 \n=1 k=1

D’autre part, on décide d’effectuer la sommation sur les paquets :

Qr:{(k;,n) | k-n:r},



ce qui donne :

+o0
o = § E : xkn

r=1 (k,n)€2,
+00

=2 27
r=1 (k,n)e2,
“+o0o

= Z Card(Z2,) - z"
r=1
+00

= Z d(r) "
r=1

Exercice 4
1. On voit un produit de Cauchy.
Posons pour tout n € N,
an, ! et b, = (2/3)
3 n!

On remarque alors que :

—+00

Vn € N, 37”2? = Zbk X Ap—k-
k=0 k=0

Les deux séries E a, et E b, étant absolument convergentes, la série proposée dans

n n
I’énoncé reste absolument convergente, de somme égale & :
2k “+o0o “+o0o
Sy h - (Sn) (L
n=0 n=0

2\ 1
= exp| =
P\3) 11

2. D’une part, pour tout n € N, on peut écrire dans I’anneau commutatif C :

n+1 bn+1 n

a_b Zakbnk

Les séries Za" et Zb" sont absolument convergentes, ainsi que leur produit de

n n
Cauchy. La série proposée dans I’énoncé est absolument convergente et :

+oo qntl — pntl +oo . +oo . 1 1
T

n=0

ce qui donne ce qu’il faut.



3. La série proposée n’est pas absolument convergente : le cours ne dit rien dans ce cas.

On note :
0,sin=20
= —1)"
vn €N, a, ( ),s1n21
vn
+o0
On en déduit que le produit de Cauchy de la série Z a, avec elle-méme donne la série
n=0

avec cg =c; =0 et

Yn =2, ¢, = Zak-an,k

Il y a plusieurs facons de montrer que la quantité

me

ne tend pas vers 0, ce qui entrainera le fait que la série E ¢, diverge grossiérement.
n

On peut par exemple utiliser :

2 2

\V/(O[,ﬁ) € [0,+OO[2, a6< a ;ﬁ 3

donc : .
VneN*,Vke[[Ln—u],\/E~\/n—k<§,

et donc : , )

— 1 “—2 2(n-—1
Vn e N, —22—:M,

k:l‘/E' n—k i n n

quantité tendant vers 2, lorsque n tend vers +oo.

Exercice 5



1. Soient u et v deux éléments de ¢'(Z).
On sait que la famille % = <up~vq> reste sommable car les familles u et v le sont.

(p,a)€Z
Par ailleurs, en considérant les paquets

P ={.9) €2 |p+qg=n.

on sait que les familles :

G = (up - 1)

(p.9)EPn
sont sommables. En notant
&n = Z Up * Vg,
(P,q)EPn
on voit que :
&= Zuk Uy
keZ

La famille u x v est bien définie.

De plus, on sait également que la famille (&,),ecz est encore sommable : la famille ux v
est bien dans ¢*(Z).
On a en outre I'égalité :

S k), = (Z) . (Z)

nez nel neZ
2. Par ce qui précéde, toutes les sommes qui suivent sont finies et on peut effectuer les

groupements par paquets que ’on veut.
Par exemple, si u et v sont dans ¢!(Z), alors :

Vn € Z, (vku), = ka-un_k = Z Up - Vg = (UK V).
kez (P,9)EPn

La loi % est commutative.

Si u, v et w sont dans ¢1(Z), alors pour tout n € Z, les indices p, ¢, 7, s et m qui suivent
étant des entiers relatifs :

<u*(v*w)) = Zup-(v*w)q

n

ptg=n
= g Up - ( g (O ws>
ptg=n r+s=q

= E E Up - Uy + W

ptg=nr+s=q

= E Up * Uy + Wy

pH+r+s=n

-y (S )

m+s=n \p+r=m

= Z (U * V) - Wy

m—+s=n

= ((u*v)*w) .

n



Notons finalement I’élément :
€= (5k,0)kez-
Il s’agit de la suite nulle partout sauf a I'indice 0, le terme valant alors 1.
Il est évident que la famille € appartient & ('(Z).
Soit ensuite un élément u € (1(Z).
Pour tout n € Z, on peut écrire :

(exu), = E €k Up_j = €0 * Uy = Up,.
kEZ

Conclusion, € xu = u et par commutativité, uxec = u : ’élément € est bien un élément
neutre pour la loi *.

3. La réponse est “

En effet, I'élément v = (u,),ez défini par :

1,sin=0
VneZ, u,=< —1,sin=1
0, sinon

appartient bien a ('(Z).
Supposons l'existence d’un inverse v pour I’élément wu.
On en déduit uxv = €, puis :

Vn € Z\ {0}, (u*v), =0, donc Zuk - Up—k = 0 et donc v,, —v,,_1 = 0.

kEZ

On obtient le fait que pour tout n € N*, v,, = v,_1 et que v_,, = v_,_1.

Dans la famille v, tous les termes d’indices positifs ou nuls sont égaux entre eux alors
que tous les termes d’indices strictement négatifs sont égaux entre eux.

Comme la famille v est sommable, les deux constantes présentées ci-dessus doivent étre
nulles et v doit étre la famille nulle. Cependant, on aurait alors e = uxv = u*0 = 0,
mais le neutre € n’est pas la famille nulle.

Tout élément de ¢'(Z) n’admet pas toujours d’inverse pour . Ce n’est pas un groupe
pour *.

Exercice 6

Comme tout est positif, on peut effectuer les groupements et interversions que 1’on veut, les
sommes calculées étant éventuellement infinies (en fait, toutes les sommes calculées sont en
fait finies ici).

Premiérement, en utilisant ((2) =



4
T
Deuxiémement, en utilisant ((4) = — :

90

+oo [ +4o0 1
b= (;p2-(kp)2)

Troisiémement, en revenant a la quantité A et en utilisant les paquets :

2(d) ={(p.g) e N xN' | pAq=d},

alors :
+oo 1
Sy
d=1 (p,q)eZ(d)

Or, chaque élément (p, q) € Z(d) peut étre mis sous la forme : (dp’, dq’), avec (p/,¢') € N* x N*
et P AN¢ = 1.
Conclusion,

+o0 1
A= X e

d=1 pr g'=1 et p'Ag'=1

En définitive,

10



