epaces prétclberntiens néels

Les normes, les produits scalaires et les normes eu-
clidiennes

Dans ce chapitre, on oublie les espaces vectoriels sur les corps Q, C ou Z/77Z pour ne retenir
que les R-espaces vectoriels.

Dans la suite, on se donne E un R-espace vectoriel.

La définition d’un produit scalaire est trés importante. A retenir : un produit scalaire est une
forme bilinéaire symétrique définie positive. On traduit tout ceci.

La définition des formes bilinéaires ® : E? — R a été vue dans le chapitre sur les détermi-
nants. La définition des formes symétriques également. Comme ici, on considére des couples
de vecteurs, il n’y a que deux permutations dans G,, a savoir id et la transposition (1, 2). C’est
uniquement la transposition qui est utile et la définition de symétrique donnée en définition 1
coincide alors avec ce que ’on connaissait, en ne faisant intervenir que la transposition (1,2).
On dit que la forme ® : E? — R est positive lorsque pour tout vecteur x € E, on a :

P(x) > 0.

On dit que la forme ® : E? — R est définie si le seul vecteur x € E tel que ®(x,z) = O est
le vecteur nul.
On peut condenser la définition de « définie positive » en :

Ve € E, x # 0p = ®(x,x) > Og.

Je conseille cependant de scinder la difficulté en deux en montrant que ® est d’abord positive,
puis définie.

On retiendra que pour montrer que ® : £? — R est un produit scalaire, il faut montrer dans
cet ordre les choses suivantes :
1. montrer que ¢ est symétrique
2. montrer que ® est linéaire par rapport a sa premiére variable — 'application © sera alors
linéaire par rapport a sa deuxiéme variable par symétrie
3. montrer que ® est positive

4. montrer que ® est définie — en général, c’est le plus difficile 4 montrer.



On note ®(u, V) = (u | ¥) ou parfois @ - ' le produit scalaire. Nous privilégierons la notation
®(u, ) = (u | ¥) car autre peut étre confondue avec la multiplication par un scalaire.

On définit également les notions d’espace préhilbertien réel (ou espace préhilbertien) et d’es-
pace euclidien pour signifier respectivement que I'espace E est de dimension quelconque ou
finie, mais surtout que I’espace E est muni d’un produit scalaire (- | -).

Passons aux premiers exemples, a travers I’exemple 1.

e Sur R", on pose :

V(z,y) € R", sz Yi,

ouxr = (xla"'axn) et Yy = (yla"'ayn)‘
D’une part, il est évident que ® est symétrique car pour tout entier ¢ entre 1 et n, on a :

Li*Yi = Yi Li-
Ensuite, il est évident que ® est linéaire par rapport a la premiére variable puisque si y =
(y1, -+, yn) est fixé dans R™, alors I’application :

n
P, Z:L‘)—>Z:L‘i-yi,
i=1

est clairement linéaire. Il s’agit en fait de la forme linéaire :

n

*

¢, = E Vi€,
i1

ou (ej,---,e’) est la base duale de la base canonique de R™. Par symétrie, ’application ® est
bilinéaire.
Il est de plus facile de voir que ® est positive car si x € F,

n
“Yae
i=1
On termine par le caractére défini de ®. Si x est un vecteur de R™ tel que :

O(z,2) =0,

alors Zaz =0.

Cette dermere somme est nulle et constituée de termes positifs : chaque terme est nul amenant
le fait que chaque composante x; du vecteur x est nulle : le vecteur x est nul dans R".
Ce produit scalaire est trés important dans R™. On 'appelle le

. On verra pourquoi il est si important plus tard, mais lorsqu’en Physique vous
travaillez avec des vecteurs et lorsque vous les projetez, c’est ce produit scalaire habituel que
vous utilisez dans le plan R? ou dans I'espace R3.

C%[a,b],R) — R
e Pour le deuxiéme produit scalaire W : , il faut déja impéra-
(f9) / fxg

tivement que a soit strictement inférieur ou b. On verra que cela intervient dans le théoréme



aux quatre hypothéses. On précise que la notation C°([a,b], R) désigne l'espace vectoriel de
toutes les fonctions f : [a,b] — R qui sont continues.

Veérifions que ¥ est un produit scalaire.

Comme pour toutes fonctions continues f et g, ona fxg = gx f — c’est bien une multiplication
et non pas une composition qui est d’ailleurs interdite ici — et donc en intégrant f x g = g x f
entre a et b, on obtient la symétrie.

Ensuite, par linéarité de l'intégrale, si g est une fonction continue sur [a,b], I'application

b
Uy fr— / f x g est bien linéaire. Par symétrie, I’application W est bilinéaire.
a

b
De plus, si f € C%[a,b],R), alors ¥(f, f) = / f? est positive car I'intégrande est positive et

par positivité de 'intégrale et aussi parce queal’on intégre dans le bon sens : a < b.
Enfin, si U(f, f) = 0, alors on évoque le théoréme aux quatre hypothéses. En effet, a < b,
l'intégrande f2 est continue, positive et d’intégrale nulle. L’intégrande f? est nulle, et donc
pour tout t € [a, b],

f2(t) =0, donc (f(t))* = 0 et donc f(t) = 0.

La fonction f est nulle sur [a, b].

RX] — R
e En notant O : ! , on va encore détailler le fait que © est un
P.Q) — [ PO-Qw
0

produit scalaire sur R[X].
Ce genre de produit scalaire qui lie intégrale et polynomes est d’utilisation courante. Il faut
absolument retenir les bons arguments qui vont suivre. Je vous donne ici une rédaction typique.

Comme pour tous polynomes P(X) et Q(X) dans R[X], P x Q = @ x P, alors pour tout

t€]0,1], P(t) - Q(t) = Q(t) - P(t) et en intégrant, 'application © est bien symétrique.
Si Q(X) est fixé dans R[X], si A € R et Py puis P, sont deux polynomes dans R[X], alors :

ON-P+D1P,0Q) =

S~

<)\ CPy(t) + P2(t)) LQ(t) dt

1

- /0 (V- Rre) - Qo)+ Polt) - Q1))

A 1 Pi(t) - Q(t) dt + 1 Py(t) - Q(t) dt, par linéarité de I'intégrale
0 0

A @(Ph Q) + @<P27 Q)

[’application © est bien linéaire par rapport a la premiére variable, donc bilinéaire car elle est
symétrique.

1
Si P(X) € R[X], alors on a directement O(P, P) = / P?(t) dt > 0, par positivité de
0
I’intégrale.
1
Si P(X) € R[X] vérifie ©(P, P) = 0, alors / P2%(t) dt = 0. On utilise dans un premier temps
0

le théoréme aux quatre hypothéses. Comme 0 < 1, comme ¢ — P*(t) est continue, positive et



d’intégrale nulle, alors Pintégrande ¢ —— P?(1) est nulle. Par conséquent, pour tout ¢ € [0, 1],
P2(t) =0, donc (P(t))? = 0, puis P(t) = 0. On utilise ensuite les racines du polynome P(X).
Comme pour tout ¢ € [0, 1], P(t) = 0, alors le polynome P(X) admet une infinité de racines :
au moins tous les réels entre 0 et 1. Le polynome P(X) est le polynéme nul.

e On pose :
R,[X] — R

MPQ Y Po-Q0)

Il est évident que I'application A est symétrique par commutativité du produit dans R.
Si Q(X) est dans R,[X], il est facile de voir que I'application P(X) — ZP(@) - Q(i) est
=0

linéaire. En fait, il s’agit de la forme :

n

Z Qi) - ev;.

i=0
Ensuite, il est évident que A est positive car si P est dans R, [X], alors :
" 2
A(P,P) = Z(P(i)) > 0.
i=0
n 2
Enfin, si P est un polynome dans R, [X] tel que A(P, P) = 0, alors la somme Z(P(z)) est
i=0

nulle et composée de termes positifs. Chaque terme P(%) est nul, pour ¢ variant dans Pensemble
a (n+ 1) éléments [0,n]. Le polynome P(X) admet au moins (n + 1) racines et est de degré
au maximum n, donc admet strictement plus de racines que son degré : c’est le polynome nul.

R,[X] — R
Remarque : 'application X : z . . n’est pas un produit scalaire.
4 PP (P.Q) +— > P(i)-Qi) pras b
=1

Elle vérifie pratiquement tout, sauf le caractére défini. En effet, en posant P(X) = H(X —1),
alors P n’est pas le polynome nul dans R,,[X] et pourtant :

S(P,P) = 0.

On termine par le produit scalaire sur .4, (R).

On va effectuer deux rédactions possibles pour ensuite les comparer en terme d’efficacité.
On pose dans la suite :

My(R)? — R

(A B) — THATB)



méthode 1 : la méthode scolaire
On vérifie les points les uns aprés les autres.
Si A et B sont deux matrices dans ., (R), alors :

®(A, B) = Tr(ATB) = Tr((ATB)T) — Te(BTA) = &(B, A).

Ensuite, si B est une matrice dans ., (R), 'application A — ®(A, B) est linéaire car la tran-
posée est linéaire, le produit est distributif et la trace est linéaire. Par symétrie, ’application
® est bilinéaire.

Ensuite, si A est une matrice dans .#,(R), alors :

D(A,A) = Tr(ATA)

- i(ATA)H

- 1,1
i=1

- Xn: (Xn:(AT)i,k : Ak,i)

i=1 k=1

= zn: Ap =0

i k=1

Si A est une matrice dans ., (R) telle que ®(A, A) = 0, alors :
> A, =0,
ik=1

et chaque terme positif de la somme nulle précédente est nul : tous les coefficients de la matrice
A sont nuls et A est la matrice nulle.

méthode 2 : la méthode la plus efficace : celle a privilégier

On commence par calculer Tr(AT B) en fonction des coefficients des matrices A et B. On
obtient :

®(A,B) = Tr(A"B)

n

-y (ATB) |

. /[/7/[/
=1

- zn: <§:(AT)i,k : Bk,i)

1=1 k=1

= Z Ak B

i k=1

- Z Aij- Bij

i,j=1

En identifiant les espaces ., (R) et R"Q, on observe alors que I’application ® est le produit
habituel sur R™, en référence au premier exemple de Pexemple 1 en remplacant n par n2.
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n
La formule ®(A, B) = Z A;; - B;; est clairement symétrique, linéaire par rapport a la
ij=1
premiére composante A, positive et définie positive, en retrouvant la formule déja trouvée
dans la méthode 1, a savoir :

D(A,A) =Tr(A"A) = > A7),

ij=1

La définition d'une norme est également trés importante. Elle servira énormément en seconde
année.

Pour montrer qu’'une application N : £ — R définie sur un R-espace vectoriel FE est une
norme, on vérifiera en général les points dans cet ordre, pour aborder les choses en difficulté
croissante :

1. On montre que la norme est positive, a savoir que pour tout vecteur u € E, on a :
N(u) = Og.

2. On montre ensuite que la norme est homogéne, a savoir que pour tout scalaire réel X et
tout vecteur u € F,
N -u) = |\ N(u).
On montre ensuite que la norme est séparante, a savoir que si N(u) = Og, alors u = 0.

On termine par I'inégalité triangulaire, a savoir que pour tous vecteurs u et v,

N(u+v) < N(u) + N(v).

On remarque des similarités entre les définitions de produit scalaire et de norme : ne vous
mélangez pas les pinceaux!

La propriété 1 nous apprend que les produits scalaires permettent de définir des normes,
normes que 1’on qualifiera de normes euclidiennes.

Démontrons la propriété 1.
On se donne un espace préhilbertien réel (E, (- | )), c’est-a~dire un R-espace vectoriel £ (de

dimension quelconque) et d’un produit scalaire (- | -).

On pose 'application :
EFE — R

x +— N(z)=+/(z|2)
Premiére chose : cette application est bien définie car par positivité du produit scalaire, pour

tout vecteur x dans F, on sait que (z | ) > 0, donc on peut prendre la racine carrée.

Deuxiéme chose : il devient alors évident que pour tout vecteur z € E, la quantité N(x) =

V(x| z) est positive.



Troisiéme chose : si x est un vecteur de E et si A € R, alors on peut écrire :
N\ -z) = ()\~:c|)\-a:>
= A- (x | A- x) , produit scalaire linéaire premiére variable

= A2 (x | x) , produit scalaire linéaire deuxiéme variable

V2. N(z)
= |Al- N(x).

Quatriéme chose : si z est un vecteur de F tel que N(z) = Og, alors (z | ) = 0 et par le
caractére défini du produit scalaire, le vecteur x est nul dans FE.

Cinquiéme et derniére chose : on regarde I'inégalité triangulaire. Celle-ci va nous prendre un
peu plus de temps.
On fixe deux vecteurs = et y dans E. On distingue deux cas.

e Si y est le vecteur nul, alors les inégalités suivantes :

et :

sont en fait des égalités, car par linéarité du produit scalaire par rapport a la deuxiéme
variable, alors :

(@ |y) = (x| 0g) = Ok.

e Si le vecteur y n’est pas nul, on pose la fonction :
frtr= N@+t-y)?=@+t-ylott-y).

Par bilinéarité du produit scalaire, on peut tout développer — un peu comme on pourrait
le faire avec un produit de nombres. On obtient :

VteR, f(t)=(z|z)+t-(x]y)+t-(ylo)+t*-(y|y) = N(z)*+2t (x| y)+1*-N(y)>.

On vient d’utiliser également la symétrie du produit scalaire pour regrouper les deux
termes (z | y) et (y | ). De plus, comme y n’est pas le vecteur nul, alors N(y) est un
réel strictement positif. La fonction f est donc une fonction polynomiale de degré 2. Par
ailleurs, pour tout ¢ € R, la quantité f(t) est positive par positivité du produit scalaire.
Il est impossible que la fonction polynomiale admette deux racines réelles différentes, car
sinon, il y aurait changement de signe et la fonction f prendrait des valeurs strictement
négatives entre ces deux racines. Il ne reste que les deux possibilités : la fonction f ne



s’annule qu’une seule fois (le discriminant A sera alors nul) ou la fonction f ne s’annule
pas (le discriminant A sera alors strictement négatif).
Quoiqu’il arrive, le discriminant A est négatif ou nul. Or, le discriminant A vaut :

A= (2r]y) —4N@? NP =4((r |9 - N NP <0

On obtient ainsi, en prenant les racines carrées, I'inégalité :

D’autre part, on va comparer N(z+y) a N(z)+ N(y), ou encore, comme tout est positif,
on va comparer (N(x+y))? a (N(z)+ N(y))?. On pose A la différence. On obtient alors :

A = (N(@)+ N - (N +y))?
= (N@)+ (N(»)* +2N(@) N@y) = (@ +y | 2 +)
(e ] 2)+ <y|y>+2N()N(y)—(<x|x>+2<x|y>+<y|y>)

= 2(N(@) N@) ~ (x| 9)) >0,

On obtient ainsi 'inégalité voulue :

Quoiqu’il arrive, on a bien I'inégalité triangulaire, avec en prime l'inégalité que I'on appelle
inégalité de Cauchy-Schwarz

V(w,y) € B |(@ | 9)| < N(x)- N(y).

On vient de montrer la premiére moitié de la propriété 3 et de terminer la démontration de la
propriété 1.

Il est pratique de noter || - || la norme d’un vecteur, qui est une notation traditionnelle.
Il est a noter que lorsque ’on vous donne un R-espace vectoriel E, avec un produit scalaire
(- | +), la notation || - || fait implicitement référence & une norme. Ensuite, en ’absence d’autres
informations, cette norme est la norme euclidienne issue du produit scalaire, et donc définie
par la formule :

Ve e B, ||z|| = /(x| x).

Bref, connaissant le produit scalaire, on a directement la norme euclidienne associée.

La propriété 2 est relativement évidente. Il suffit de développer par bilinéarité du produit
scalaire. On refait le calcul. Pour tous vecteurs x et y dans F,
lz+yll* = (@+ylz+y)
= @lo)+ @y +la)+ly)
l* +2 (x| y) + [lylI*.



On découvre que connaissant uniquement la norme euclidienne || - ||, on peut retrouver le
produit scalaire grace par exemple a la formule :

1
Y(r,y) € B (@ | y) = 5 (Il + oyl = all® = Iyl?).

On dispose d’autres formules permettant d’obtenir le produit scalaire a partir de la norem
euclidienne. Par exemple,

4yl —llz —yl*

Wy € B2, (o ) = 1200

En effet, si x et y sont deux vecteurs de F, alors en utilisant la bilinéarité du produit scalaire :
x4+ yl” = [lz]* + 2 (z | y) + [lylI’ [ ligne Ly |

et :
lz —yl> = lz|* =2 (@ | y) +lyl> | ligne Ly |

I1 suffit alors d’effectuer I'opération L, — L., pour avoir 4 (z | y) et obtenir ce qu’il faut.
Tout cela pour dire qu’il existe plein de formules exprimant le produit scalaire uniquement a
I’aide de la norme euclidienne. Toutes ces formules plus ou moins aussi inutiles les unes que
les autres portent cependant des noms; c’est ce que I’on appelle des identités de polarisation.
Cela ne sert pas souvent a grand chose...

L’inégalité de Cauchy-Schwarz de la propriété 3 a déja été montrée. Cette inégalité provient
directement d’un calcul de discriminant négatif ou nul dans un polynéme de degré 2.
Passons au cas d’égalité dans 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Supposons les vecteurs = et y colinéaires. Par exemple, on peut écrire y = A-z. On en déduit :

(@|y)=(z[X-2)=A-(z] ),

done [(z | y)[ = |A] - [|[]*.
Or,

[l -yl =Nl I - |
=l AT fl=l],

et 'égalité |(x | y)| = ||=| - [|y]| est acquise.
Pour la réciproque, supposons donnés deux vecteurs x et y tels que :

(@ [ o)l = Nzl - [lyll-

Si le vecteur y est nul, alors le vecteur y est colinéaire a tous les vecteurs, en particulier, y est
colinéaire a .
Si le vecteur y est non nul, en reprenant la fonction polynomiale :

frte ety =lal® +2t (x| y) +¢ [yl



alors le discriminant A vaut :
A=4((x | 9)? = ol lyl?) = 0.
Cela signifie que la fonction polynomiale f admet une racine double %, et donc que :

f(to) = 0.

Ceci se réécrit :
o+ o - 12 = 0, puis [l +to - yl| = 0

et donc par définie positivité du produit scalaire :
z+ty-y=_0g.
La famille (x,y) est donc liée et les vecteurs x et y sont bien colinéaires.
Cette inégalité de Cauchy-Schwarz est quelque chose d’important dans ce chapitre.

Examinons maintenant le corollaire du cas d’égalité dans ’inégalité triangulaire.
Supposons donnés deux vecteurs x et y dans F, colinéaires et de méme sens. Par exemple,
pour changer on peut écrire :

r=a-y, avec a un réel positif ou nul.

On en déduit

lz+yll = [(1+a)- 2
= |[1+af- [
= (I1+a) |z],car 1+a >0
= |zl + o |z

= |zl +|af - |||, car a >0
= |[lz]| +[la- |
= [zl + [yl

On a bien égalité dans I'inégalité triangulaire.
Réciproquement, supposons donnés deux vecteurs x et y dans E tels que :

[z +yll = [l + vl

Si 'un des deux vecteurs x ou y est nul, comme le vecteur nul est colinéaire et de méme sens
que n’importe quel autre vecteur, on a ce qu’il faut.

Plagons-nous maintenant dans le cas ol les deux vecteurs x et y sont non nuls.

On en déduit en élevant 1’égalité triangulaire sur les normes au carré, puis en utilisant le
bilinéarité du produit scalaire :

2
o+ 2 el - gl + gl? = (llall + Nyl
= o+l
= JalP+2 (@ | ) + Iyl
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On en déduit :
(@ [ y) = ll=[l - llll-
La quantité (x | y) est positive et on a égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Les vecteurs

x et y sont donc colinéaires. On ne sait pas encore qu’ils sont de méme sens. On écrit par
exemple :

Yy = B -z,
pour un certain réel 3.
La quantité positive (z | y) vaut :
B ll=ll?,

par linéarité du produit scalaire par rapport a la seconde variable.
Finalement,

x

sl
]

et les vecteurs x et y sont bien colinéaires de méme sens.

Passons en revue ’exemple 2.
Voici un premier exemple d’inégalité de Cauchy-Schwarz dans R™ muni du produit scalaire
habituel :

\V/([L': (xla"'axn)ay:(yly"',yn)> ERn XR”,

n
g T~ Yi
i=1

n n

2 2

< E x5 X E (T
i=1 j=1

e Le premier point de I'exemple 2 provient directement de I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour
les vecteurs f et g dans I'espace préhilbertien E = C°([a, b], R) muni du produit scalaire :

b
D . (hl,hg) !—)/ hl X hg.

e Le produit scalaire habituel (A, B) — Tr(AT B) sur .#,(R) définit la norme euclidienne
associée :

VA € #,(R), ||Alls = /Tr(ATA) =

Montrons qu’il s’agit d’'une norme d’algébres, autrement dit que la norme d’un produit est
inférieure au produit des normes.

Fixons A et B dans ., (R). Alors,

n

IABIZ = ) (AB)

ij=1
n n 2

- > ()
ij=1 \k=1
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On utilise maintenant 1'inégalité de Cauchy-Schwarz sur I'espace euclidien hanituel R™ muni
de fait du produit scalaire habituel.
Fixons deux indices 7 et j entre 1 et n. On pose le vecteur :

u = (Ai,k)lgkgn

et le vecteur :
v = (Bj)1<k<n:

On en déduit par 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(Z Az‘,kaBk,]) = (u]v)? < (Z(Ai,r)2> X (Z(Bs,j)2> :
k=1

r=1

Par conséquent,

1Bl < (Z(Ai,r)2> x (Z(Bs,j)2>

i,j=1 \r=1 s=1

- (zmi,m) . (zws,j)?)
i,r=1 7,s=1

= || Al < [IBl5.

On obtient ce qu’il faut en prenant la racine carrée croissante sur [0, +o0ol.

En ce qui concerne ’exemple 3, on propose trois normes et on souhaite vérifier s’il s’agit d’une
norme euclidienne. Autrement dit, si NV : F — R est une norme, la question qui se pose est :
« eziste-t-il un produit scalaire (- | -) sur E tel que :

Vee B, |z =+ (x| x) ?»

On peut éventuellement utiliser des identités de polarisation. On va plutot tester ’égalité dans
I’inégalité triangulaire...

Les trois normes || - [|1, || - |2 et || - ||oo portent des notations officielles sur I’espace R".
Veérifions par exemple que || - ||« est une norme.

Premiérement, pour tout x = (x1,- - -, z,), la quantité max{|x;| ; 1 < < n} est bien positive.
Ensuite, si A est un scalaire, en notant |z;| = ||z||«, alors le nombre |\ ;| sera la composante

maximale en module dans le vecteur A -z, d’ou :
A oo = |A] - [|]]oo-
Ensuite, si ||z||o = 0, alors pour tout entier ¢ entre 1 et n,

donc x; = 0 et x est le vecteur nul.
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De plus, si x et y sont dans R™, pour tout entier i entre 1 et n, en utilisant I'inégalité triangulaire
sur R :
|+ yil <zl + [yil < [l + [[Ylloo-

Ceci étant valable pour tout indice 4, alors :

12+ Ylloo < 12 llo0 + [1Yl]oo-

A priori, il est plus compliqué de montrer que la norme || - ||z est une norme sur R™. On
remarque — on commence a avoir ’habitude — que la norme || - || est la norme euclidienne
associée au produit scalaire habituel sur R".

Lorsque n = 1, cette norme euclidienne coincide avec la valeur absolue et lorsque n = 1, les
trois normes proposées dans ’exemple 3 sont les mémes, donc ce sont des normes euclidiennes
dans ce cas.

On pourrait vérifier que || - ||; est bien une norme : c’est facile a faire.

On va montrer que lorsque I'entier n est supérieur ou égal a 2, alors les normes || - ||; et || - ||oo
ne sont pas euclidiennes.

Pour la norme || - ||1, prenons la base canonique (ey,---,e,) de R". On constate que :

lex +eafli =141 =2=lex]ls + [lez]s.

On a égalité dans l'inégalité triangulaire et pourtant les deux vecteurs e; et e; ne sont pas

colinéaires de méme sens. La norme || - ||; ne peut étre une norme euclidienne.
Pour la norme || - ||, on constate par exemple que :
12 €1 + eafloc = 2 = ler + €2floc + [len]co-

On a égalité dans l'inégalité triangulaire et pourtant les deux vecteurs e; + es et e; ne sont
toujours pas colinéaires de méme sens. La norme || - || ne peut pas non plus étre une norme
euclidienne.

Les familles orthonormales et les bases orthonor-
males

Dans la suite, si £ est un espace muni d’un produit scalaire, on dit qu'un vecteur u € E est
unitaire lorsque ||ul| =1, ou || - || est la norme euclidienne associée au produit scalaire sur E.
On dit que deux vecteurs u et v sont orthogonaux si leur produit scalaire est nul. On peut
noter alors en abgrégé : « ulv ».

Une remarque sur le mot « unitaire » que I’on connait également pour les polynomes : probléme,
ce mot ne désigne pas toujours la méme chose. Par exemple, dans I'espace préhilbertien £ =
R[X] muni du produit scalaire :

r.Q)— | P Q)

le polynéme P(X) = X est un polyndome unitaire dans le sens ou son coefficient dominant
vaut 1, mais la norme de ce vecteur P(X) vaut :

I1P(X)| = ,//Ogtﬂ dt =9 = 3,
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qui ne vaut pas 1. Dans cette situation, on fera bien attention a se rendre intelligible car le
mot « unitaire » peut signifier deux choses différentes. En général, les choses se passent assez
bien et cette situation est assez peu courante.

La définition d’une famille orthogonale est assez intuitive.
Une famille orthonormale (en abgrégé une f.o.n.) est une famille orthogonale & vecteurs uni-
taires.

Soit .% = (x;);e; une famille orthonormale (ici quelconque, pas forcément finie).
n

Soit Z Ak - T;, = Op une combinaison linéaire nulle entre les vecteurs de la famille .%.

k=1
Fixons un entier j entre 1 et n. On effectue le produit scalaire par le vecteur x;; dans la

combinaison linéaire nulle. Voici ce que cela donne :

O]R == (OE|I‘ZJ)

k=1
= > e (x| @)
k=1

n
= E Ak O i
k=1

= A

j.

On en déduit que chaque scalaire \; est nul et donc que la famille .# est libre. On a ici utilisé
la linéarité du produit scalaire par rapport a la premiére variable. On aurait pu aussi effectuer
des le départ le produit scalaire avec le vecteur z;; a gauche et utiliser la linéarité du produit
scalaire par rapport a la seconde variable.

On remarque que la démonstration précédente montre la chose suivante : toute famille ortho-
gonale composée de vecteurs non nuls est toujours libre.

Traitons maintenant 'exemple 4 qui vous rappelle peut-étre les séries de Fourier si vous en
avez fait en Physique...

On montre déja que la formule proposée donne bien un produit scalaire sur 'espace E des
fonctions f : R — R continues et 2r-périodiques (c’est bien un R-espace vectoriel).

La symétrie ne fait aucun doute et la linéarité de 'intégrale nous indique immédiatement que
la formule proposée est linéaire par rapport a la premiére variable. Par symétrie, la formule
proposée est bilinéaire.

1 /1
Ensuite la quantité 2—/ (f(t))? dt est toujours positive et si cette quantité est nulle, le
T Jo

théoréme aux quatre hypothéses s’applique et la fonction f est nulle sur Uintervalle [0, 27].
Comme la fonction f est 2m-périodique, alors la fonction f déja nulle sur la période [0, 27| est
en fait nulle partout.

On note la famille % = (cn; n €N;s,;n € N*).
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On va montrer que la famille .%# est orthogonale & vecteurs non nuls : elle sera donc libre.
Détaillons déja le calcul de (cx | ¢¢), lorsque k # ¢ dans N, puis (si | s¢), lorsque k # ¢ dans
N* et enfin (¢ | s¢), lorsque k € N et ¢ € N*.

Fixons k£ # ¢ dans N. On utilise la formule :

cos(a — b) + cos(a + b)

cosa-cosb =
2
Alinsi,
1 g2m
(ck | co) = %/0 cos(kt) cos((t) dt
1 /2” cos((k — 0)t) + cos((k + 0)t) gt
2m Jo 2

1 {Sin((k —0Y) | sin(k+ 001 £0etk+0+£0

k=0 kil |,

De méme, fixons k # ¢ dans N*. On utilise la formule :
cos(a — b) — cos(a + b)

sina - sinb =
2
Alinsi,
1 2m
(sk | se) = o /. sin(kt) sin(lt) dt
1 T cos((k — )t) — cos((k + 0)t) &t
2 ), 2
1 [sin((k—0)t) sin((k+0)t)]*"
= — - k— t k
g { - ] 0,car (#0etk+(#0
= 0.

Enfin, fixons deux entiers k € N et ¢ dans N* pas forcément différents.
On utilise la formule :

sin(a + b) — sin(a — b) '

cosa-sinb =
2
Alinsi,
1 2
(ck | se) = —/ cos(kt) sin(¢t) dt

2 Jo
1 T sin((k + £)t) — sin((k — )t) o
o2r 2
1 [eos((k—0)t)  cos((k+ 01" .
= 1 [ - - Tl 0,s1k—€7£0etcark:+€7£0
= 0.
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Lorsque k = /¢, le calcul donne la méme chose car sin((k — ¢)t) = 0.

On découvre que la famille .# est une famille orthogonale a vecteurs non nuls : cette famille

est libre.

1 + cos(20) 1 — cos(26)

Pour information, en utilisant cos?f = et sin?f = , on obtient tous

calculs faits : 1
leoll = 1 et pour tout k € N*, [jegl| = sl = —=.

V2

Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt qui est détaillé ensuite est trés important
dans ce chapitre. Examinons cela de plus preés.
Donnons-nous une famille libre finie (uy,---,u,) dans un espace préhilbertien E. Le pro-
cédé d’orthonormalisation va permettre de construire explicitement une famille orthonormale
(€1, --,ep,) avec certaines conditions, & savoir :

e pour tout k entre 1 et p, les espaces vectoriels engendrés par uq,---,u; d’'une part et

ey, -, e, d’autre part sont les mémes

e pour tout entier k entre 1 et p, le produit scalaire (e | ux) est strictement positif.
Cette derniére condition est 1a pour garantir I'unicité.
La construction explicite figure dans la méthode. C’est un procédé de construction par récur-
rence.
Détaillons cette construction.
Le vecteur u; est non nul, car il fait partie d’une famille libre. En divisant le vecteur u, par sa
norme strictement positive, alors le vecteur e; ainsi obtenu est assurément unitaire et colinéaire
de méme sens que u; : Vect(e;) = Vect(uqy) et (eg | ug) = [|ug]] > 0.
Supposons les vecteurs eq, - - -, €, construits et répondant aux conditions requises.

On pose le vecteur :
k

Uk+1 = Uk4+1 — Z(Uk+1 | €5) - €.
j=1
k

D’une part, le vecteur Z(ukﬂ | e;) - e; appartient a Vect(ey,---,ex) = Vect(uy,---,uy) et

j=1
comme la famille (uq,---,u,) est libre, il est impossible que le vecteur wj,; appartienne a
lespace Vect(uy, -+, uy) : le vecteur vg,1 n’est pas le vecteur nul.
Ensuite, le vecteur vg 1 appartient clairement & Vect(uq, - - -, g, Ugi1)-
Si ¢ est un entier entre 1 et k, alors :

k
(Vks1 | &) = (U/m = (uksr | ej) ¢ | 6z‘>

j=1
k

= (ups1 | &) — Z(Uk+1 | €;) - (¢ | &)
j=1
k

= (upsr | ) = ) (U1 | €5) - diy

1

J
= (Uk+1 | €i) - (Uk+1 | €z’) = 0.
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Le vecteur vgy; est orthogonal aux vecteurs ey, - - -, €.

Le vecteur non nul vy, n’est pas forcément unitaire. En le divisant par sa norme strictement
positive, on obtient le vecteur ep,; qui est unitaire. Le vecteur e, reste orthogonal aux
vecteurs ey, - - -, e, donc la famille (e, - -, ek, ex11) est bien une famille orthonormale.

Par ailleurs, on peut écrire :

Vect (e, - -, ex, ery1) = Vect(eq, - -+, ek, vpr1) C Vect(ug, - -+, upy1),

et par I’égalité des dimensions finies (égales & k + 1), on a égalité des espaces.
Enfin, on teste la stricte positivité du produit scalaire (egi1 | ugy1) :

k
(k1 [ unsr) = | €rsr [ Upsr + Z(Ukﬂ [ €j) e
j=1
k
= (exs1 | vkar) + Z(Ukﬂ | €j) - (ext | €;)
j=1
k
= (er+1 | ve1) + Z(uk+1 | €) - Or
j=1

(€k+1 | Uk+1)
= (ers1 | [lonsall - ers1)
= |lvgs] > 0.

Le procédé de construction utilise récursivement les vecteurs e; déja calculés précédemment.
Il reste & terminer la démonstration du théoréme 1 en prouvant 1’unicité d’une telle famille, la
construction garantissant son existence.

Soit (g1, -+, &p) une famille orthonormée telle que pour tout entier &k entre 1 et p, alors :
Vect(ey, - -+, ex) = Vect(uq, - - -, ug) et (eg | ug) > 0.
On va montrer par récurrence forte sur l'entier k que :
€k = €k,

ol les vecteurs e, sont deux qui ont été construits par la méthode.

e Lorsque k = 1, comme Vect(e1) = Vect(uy) et (g1 | u1) > 0, alors le vecteur ¢; est colinéaire
de méme sens que le vecteur u;. De méme, le vecteur e; est colinéaire de méme sens que le
vecteur uy.

Les deux vecteurs £; et e; sont colinéaires de méme sens et comme ils sont unitaires, alors ils
sont égaux.

e Supposons que pour tout ¢ entre 1 et k, on ait :

E; = €;.
Alors, comme e 1 appartient a Vect(ey, -, ery1) = Vect(uq, -+, ugr1) = Vect(ug, -+, ug) +
Vect(ug41) = Vect(ey, - - -, ex) + Vect(ug41), on peut écrire :
k
Ekt1 = Q- Ugy1 + Zﬁj €5
j=1

17



On effectue le produit scalaire avec g;, ol ¢ est un entier entre 1 et k, ce qui donne :
0 = (ens1|ei)

k
= a'uk+1+25j'€j|€z

j=1
= a- (ugsr | &) + B,

donc :
Bi=—a- (up1 | &) = —a (uei | €),
et finalement :

k

Ek+1 = Q- | Up41 — Z(uk+1 [ ej) e | =a v = (- |lvggal]) - exyr-
j=1

Les vecteurs €1 et e;.q sont colinéaires, de méme norme, donc :

Epy1l = T €1

Il reste & montrer que le scalaire a est positif, ce qui montrera que ;1 = ey et achévera
I'unicité par récurrence forte.
Or, on sait que (€g41 | ugs+1) > 0. Ce produit scalaire vaut :

k

1
(ekt1 | ukr1) = | ers | o Gkt +Z(Uk+1 | &) - &
j=1

1
o

Le coefficient de colinéarité « - ||vg, 1| entre les vecteurs unitaires e, et egyq est positif : ce
coefficient de colinéarité vaut 1 et 5.1 = ep1.

Voici ce qu’il faut retenir sur ce procédé d’orthonormalisation :
e pour les exercices plutdt théoriques : ’énoncé du théoréme 1
e pour les exercices plutot pratiques : le procédé de construction de la méthode. Ce qu’il
faut savoir sur cette méthode est que les calculs pratiques sont en général assez pénibles,
avec inexorablement des racines carrées désagréables qui bourgeonnent dans les calculs.
De plus, comme le procédé de construction est récursif, dés qu’une erreur de calcul
apparait, elle se propage irrémédiablement sur les vecteurs suivants.
Bien qu’il faille avoir en mémoire ces deux points, le premier point est souvent plus utile. On
aura ’occasion de 'expérimenter a travers les exercices...

On va en déduire des résultats trés importants, via le corollaire 2.

Démontrons l'existence de bases orthonormales dans n’importe quel espace euclidien.

Soit E un espace euclidien, c’est-a-dire un R-espace vectoriel de dimension finie p, cet espace
étant muni d’'un produit scalaire.
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On sait que 'espace E admet au moins une base 4 = (us, - - -, u,). La famille 2 est une famille
libre. On peut orthonormaliser cette famille libre en une famille orthonormale (ey,---,e,) =€
de I'espace E.

Or, cette famille orthonormale ¥ comporte p = dim(FE) vecteurs : il s’agit d’une base ortho-
normale de E (en abrégé : b.o.n.).

Pour le second point du corollaire 2, considérons une famille orthonormale % = (ey,---,e,)
dans lespace E. La famille .# est une famille libre dans E. Par le théoréme de la base
incompléte, on peut compléter cette famille .%# en une base :

‘@:(ﬁ7X17"'7X8)

avec r + s = p.
La famille £ est une base. On peut 'orthonormaliser par le procédé de Gram-Schmidt. Cela
donne une famille orthonormale :

9 = (517"'75r7‘917"'705)-
On va montrer que pour tout k € [1,7],
Er = €.

Considérons la famille :
& = (ela"'aeraela"'aes)~

Soyez attentifs & ce qui va suivre. On va montrer que les familles & et & sont égales en
exploitant 'unicité de la famille orthonormalisée. Autrement dit, on va montrer que la famille
& est la famille obtenue & partir de la famille % aprés I’avoir orthonormalisée par le procédé
de Gram-Schmidt.

> Premiérement, la famille & est orthonormale.
En effet si i et j sont deux indices entre 1 et r, alors

(€ | €5) = di;.
Si i et j sont deux indices entre 1 et s, alors :
(0 | 0;) = di.
Enfin, si i € [1,7] et j € [1, s], alors par construction de la famille 2, on sait que :
Vect(ey, -+, &) = Vect(.F) = Vect(ey, - - -, €,).

On peut écrire :

r
€; = E )\k * Ek-
k=1
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Par conséquent,

(ei | 8;) = (ZAk'Ek | 9]')
k=1
= > M- (en | 6))
k=1

= Z)\k - Ogr
k=1

= OR.

> Deuxiémement on montre que pour tout k € [[1,r],
Vect(ey, - - -, er) = Vect(ey, -, ex).

En effet, cela provient directement du fait que la famille Z est la famille orthonormalisée issue
de A.
Ensuite, on montre que si £ € [1, s],

Vect(eq, -+, €r, X1, Xe) = Vect(eq, -+ ek, 01, -+, 0p).
En effet,

Vect(ey, -+, e, 61,---,0,) = Vect(ey,---,e.)+ Vect(bq,---,0))

= Vect(ey,---,e.) + Vect(6q,- - -, 0;), par construction de &
= veCt<€17'"787’7917"'795)
(

Vect(eq, -+, €, X1, "+, X¢), par construction de &

> Il reste & montrer que pour tout i € [1,7], (e; | e;) > 0, ce qui est vrai car (e; | ¢;) =1 >0
et que pour tout j € [1,s], (; | x;) > 0, ce qui est le cas par construction de la famille
orthonormalisée Z.

Résultat des courses, la famille & est exactement la famille orthonormalisée par Gram-Schmidt
construite a partir de la famille libre 2. Cette famille est égale a Z.

Conclusion, la famille & est une base orthonormale qui compléte la famille orthonormale %
de départ.

On verra un peu plus tard 'importance des bases orthonormales...
Traitons ’exemple 5, qui donne deux applications de ce procédé d’orthonormalisation.

e Le premier point est du calcul. On applique la méthode :
— on pose # = (uy,us,uz) la famille proposée; on notera & = (e1,e9,£3) la famille
orthonormale obtenue aprés orthonormalisation ;
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— le premier vecteur vaut :

U1 1
€1 = =—-(1,1,0).
w2
— pour le deuxiéme vecteur, on pose :
1
UQZUQ—(UQ |€1)'€1 = U2—§'(U2|U1)'U1
1
= U2 — 9 Uy
1
= —-(1,-1,2
2 ( Y Y )

Le deuxiéme vecteur e vaut donc :

- (1,-1,2) 1

&g = = :—'(17_172)'
||U2|| ||(17_172)|| \/6
— pour le troisiéme vecteur, on pose :
V3 = ’LL3—(’LL3 | 81)'81—(’LL3 | 82)'82
1 1
= uz— 5 (U | w) w - (us | (1,-1,2)) - (1,-1,2)
1 1
= (0,1,1)— =-(1,1,0) — = - (1,-1,2)
2 6
1 2
= —-(—-4,4,4)=—--(—-1,1,1).
6 ( ’ ) 3 ( r )
On obtient ainsi le vecteur &3 :
-1,1,1 1
83 'U3 ( ) ) - . (_1, 1, 1)'

“ el T ICLLD] V3

Ouvrons une parenthése hors programme en Mathématiques et parlons du produit vectoriel.
Siu=(a,b,c) et v=(a,f,7) sont deux vecteurs dans R?, on définit le produit vectoriel :

w=uANv

comme le vecteur :
w = (b vy—cpB,ca—ay,aB—0 (y>.

Ce vecteur est géométriquement défini de la facon suivante : si u et v sont colinéaires, alors le
produit vectoriel w est nul. Si la famille (u,v) est libre, alors le produit vectoriel est non nul.
Le produit vectoriel w est le seul vecteur a la fois orthogonal aux vecteurs u et v de telle sorte
que la base (u, v, w) soit directe, autrement dit de telle sorte que le déterminant det g, (u, v, w)
selon la base canonique soit strictement positif et pour finir tel que la norme du vecteur w soit
égale a :

[wll = lfull - f[o]l - [sin 6],
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ou 6 est 'angle géométrique entre les vecteurs u et v dans le plan vectoriel Vect(u, v).
Comme vous manipulez beaucoup de produit vectoriel en SI et bientot en Physique électro-
magnétique, il n’est pas trés cotiteux d’avoir ces notions en téte.

Voyons comment ce produit vectoriel peut alléger les calculs du vecteur €3 plus haut.

On repart du calcul de e3.

La famille (g1, e9,€3) doit étre une base orthonormale. Par conséquent,

£3 = + €1 N ea.
Or, on a calculé les vecteurs £, et €5, ce qui donne :

1 1
e1Ney = —-(2,-2,-2)=— (1,—-1,-1).
V12 V3
Pour savoir si 3 vaut ce vecteur ou son opposé, il suffit de calculer le produit scalaire entre le
vecteur ug et le vecteur £; A e5. Comme on doit avoir (ug | €3) strictement positif, cela nous
indiquera le signe.

Or,

<u3 | %(1,-1,-1)) - % ((0,1,1) | (1,-1,-1)) —% <0.

Conclusion, il faut retenir le signe moins et :

1
eg=—¢E1NeEy = —= (—1,11)

V3

On retrouve le méme résultat qu’avant avec un peu plus d’efficacité.

e Traitons maintenant le deuxiéme point de I'exemple 5. Ce point concerne les polynomes
orthogonaux et il est bien de retenir les idées qui vont suivre.

1. La fonction ® définie dans cette question est clairement symétrique et linéaire par rapport
a la premiére variable, donc bilinéaire.
Si P(X) est un polynome dans R[X], alors :

b
(P, P) :/ P? xw.

Par hypothése sur Papplication w, I'intégrande P? x w est positive sur [a, b], donc I'inté-
grale est positive.
En outre, si P(X) est un polynéme dans R[X] tel que (P, P) = 0, alors on peut
appliquer le théoréme aux quatre hypothéses : a < b, U'intégrale t — (P())* - w(t) est
continue, positive et d’intégrale nulle sur [a, b]. L’intégrande est nulle, donc pour tout
t € la,bl,

(P(t))*-w(t) = 0.

La fonction w n’est pas la fonction nulle. Il existe ¢ty € [a,b] tel que w(ty) # 0. Par
|w(to)]
2

continuité de la fonction w, en prenant ¢ = > 0, il existe n > 0 tel que :
|w(to)]

0.
2 >

Vt € [CL, b]7 ‘t - t()‘ < n = ’w(t> o w(t(J)‘ < g, donc ‘W(t)‘ > |w(t0)‘ —&=
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L’intervalle I = [a, b]N[to —n, to+ 7] est de longueur strictement positive, donc est infini.
Sur l'intervalle I, on peut écrire :

vVt €I, w(t)#0, donc (P(t))* =0, puis P(t) = 0.

On découvre que le polynome P(X) admet au moins tous les éléments de ’ensemble [
comme racines, ce qui en fait une infinité : le polynome P(X) est le polynome.

On retrouve les deux arguments classiques du théoréme aux quatre hypothéses et le fait
que seul le polynome nul admet une infinité de racines.

. Fixons un entier N € N. Dans l'espace euclidien Ry[X] muni du produit scalaire de
I’énoncé, on considére la base canonique . = (1, X, ---, XV).

On orthonormalise cette famille libre .# par le procédé d’orthonormalisation de Gram-
Schmidt, ce qui donne une famille orthonormée £ = (P, - -, Py) de Ry[X].

On sait que pour tout k& € [0, N] :
Vect(1, X, -+, X*) = Vect(Py, Py, -+ -, Pr).
On va montrer que pour tout entier & entre 0 et IV,
deg(Py) = k.

> Si k= 0, on sait que Vect(1) = Ro[X] = Vect(FP,), ce qui impose au polynome FPy(X)
d’étre constant non nul : deg(F) = 0.
> Supposons que pour tout entier j entre 0 et k, alors :

deg(F;) = J.
> On sait alors que :

Ry1[X] = Vect(l,---, X* X+
= Vect(Fy, -+, Py, Pry1)
= Vect(Py, -, Py) + Vect(Pyy1)
= Vect(1,---, X*) 4+ Vect(Pyi1)
= Ry[X] + Vect(Pry1).

Par conséquent, le vecteur Py, 1(X) doit appartenir a Ry, ([X] \ Ri[X], ce qui signifie
que le polynéme Py, 1(X) est exactement de degré k + 1.

Il reste & montrer que tout ce que 1’on a fait ne dépend pas de 'entier N.
Si I'on considére la famille libre (1, X, - -+, XV ') dans Ry 1[X] et qu’on I'orthonorma-
lise selon I'orthonormalisation de Gram-Schmidt, on obtient une famille orthonormale

(Qo,- -+, Qn, Qn+1) de Ry [X].

La construction des vecteurs g, - - -, Qn est identique a celle des vecteurs Py, - -, Py,
dont la construction ne dépend que des vecteurs initiaux 1,---, XV : pour tout entier k
entre 0 et N,

Pr(X) = Qr(X).
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On en déduit que I'on peut construire par récurrence une suite (P, ),en de polynomes en
rajoutant a la construction de la famille finie déja construite (Pp, - - -, Py) orthonormale,
un vecteur Py de telle sorte que la famille complétée (Fy,---, Py, Pyy1) reste une
famille orthonormale.

On en déduit que la famille (P,),en est une famille qui répond aux conditions requises : si
k est un entier naturel, alors le polynome Py (X) qui fait partie de la famille (P, - -, P)
vérifie :

De plus, si ¢ # j sont deux entiers, on trouve un entier NV supérieur a la fois aux entiers
i et j. Les deux polynomes P;(X) et P;(X) font partie de la méme famille orthonormale
(Py, -+, Py), ce qui autorise a écrire :

(Pi | Pj) = di;.

En conclusion, la famille (P,),en est a degrés échelonnés, donc constitue une famille
libre.

De plus, si @ € R[X], on trouve un entier N tel que N > deg(Q). Par conséquent,
Q(X) € RN[X] == VeCt(Po, ety PN)

En définitive, le polynome Q)(X) est une combinaison linéaire des vecteurs de la famille
(Py)o<k<n, donc des vecteurs de la famille (P,),en.

. On a déja vu le raisonnement qui va suivre.

Fixons un entier n dans N.

Si n =0, alors Fy est bien scindé a racines simples, avec aucune racine.
Dans la suite, on se place dans le cas ou n > 1.

On pose la factorisation de P, (X) :

T

Pu(X) =& JT(X = M)™ x Q(X),

k=1

ol Ay, -, A sont les racines réelles de P,(X), ay,---,a, sont leur multiplicité dans
N* et le polynome Q(X) produit de facteurs irréductibles de degré 2 n’admettant donc
aucune racine réelle.

Faisons un dessin, pour y voir plus clair :

24



On a tracé en rouge la courbe y = P,(x). On ne va retenir que les racines A du polynome
P,(X) telles que A €]a, b et la multiplicité de la racine A dans le polynome P, (X) est impaire.
Il s’agit en fait des abscisses ou la fonction t — P, (t) change de signe sur I'intervalle ]a, b].
On note o/ ’ensemble de ces racines. Sur le schéma ci-dessus, le polynéme P, (X) admet des
racines hors de |a, b], que 1’on ne prend pas en compte. Le polynome P,(X) admet une racine
de multiplicité paire : on a en cette racine une annulation mais la fonction garde le méme signe
localement en cette racine. On ne la prend pas en compte non plus.
On pose alors le polynome :
R(X) =[x -N.

Aeo/
Vous avez en bleu la courbe y = R(x).
Lorsque 1’on regarde les deux courbes uniquement sur Uintervalle ]a, b], alors les deux courbes
changent de signe aux mémes abscisses. Le produit ¢t — P, (t) - R(t) garde donc un signe
constant sur |a, b[, donc sur [a, b], par continuité.
Par le théoréme aux quatre hypothéses, comme la fonction g : ¢t — P(t) - R(t) - w(t) n’est
pas la fonction nulle — on rappelle que la fonction w(-) ne s’annule pas sur une partie infinie
de [a, b, donc il est impossible que sur cet ensemble infini, la fonction polynomiale non nulle

t — P,(t) - R(t) soit tout le temps nulle, comme a < b, comme la fonction g est continue et
b

garde un signe constant, alors U'intégrale [ g¢(t) dt n’est pas nulle.

On vient de montrer que le produit scalaire -
(Po(X) | R(X))

est non nul.
Il est manifeste que le polynéme R(X) divise le polynéme P,(X), donc le polynéme R(X) est
de degré inférieur a deg(P,) = n.
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Imaginons un instant que les deux polynomes R(X) et P,(X) soient différents. Dans ce cas,
deg(R) < deg(P,), ou encore :

R(X) € Rnfl[X] = VeCt(Po, s '7Pn71)-

On pose alors :

On effectue le produit scalaire entre R(X) et P,(X), ce qui donne par linéarité du produit
scalaire par rapport a la premiére variable :

(R(X) | P,(X)) = (Za] (X) | Pu(X ))
= Z% X) | Py(X))

n—1

= ) a;-0g, carsij <n, Pj(X)LP,(X)
§=0

— OR.

On obtient alors une contradiction.
En definitive, les deux polynémes P,(X) et R(X) sont égaux et on obtient alors tout immé-
diatement puisque le polynome R(X) est scindé a racines simples a racines dans ]a, b].

Nous allons voir dans cette section I'importance des bases orthonormales dans un espace
euclidien.

La propriété 5 nous dit qu’il est trés facile de calculer le produit scalaire entre deux vecteurs
en fonction des coordonnées dans une base orthonormée, ainsi que la norme de tout vecteur.
En effet, avec les notations qui sont proposées, on obtient :

(Zfﬁz SADNE 6]')
i—1 =1

= Z z; - y; - (e; | e;) [produit scalaire bilinéaire]
ij=1

(z]y)

= Z x; - y; - 0;; [famille orthonormale]
ij=1

n
= Z Li* Yi-
i=1
En prenant y = x, alors :

lz||? = (z | =) Zwl T = Z:pf

=1
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On peut voir a travers cette égalité une généralisation du théoréme de Pythagore, ici en
dimension n, dans un hypertriangle rectangle...

On définit maintenant ’orthogonal d’une partie A non vide, ou la partie A n’est pas forcément
un sous-espace vectoriel de E. L’ensemble A est I’ensemble des vecteurs z € E qui sont
orthogonaux a tout vecteur a de A.

On démontre tranquillement la propriété 6.

e On a clairement A+ C E. Ensuite, le vecteur nul étant orthogonal a tout vecteur de E est
en particulier orthogonal a tout vecteur de A :

O € At

Enfin, si 2 et y sont dans A" et si A est un scalaire réel, fixons un vecteur a dans la partie A.
On peut alors écrire :

Nz+yla) = A(x|a)+(y]a) [linéarité premiére variable]
= A-Op+0p ,car xla et yla
= Og.

Résultat des courses, le vecteur \ - x 4 y est orthogonal & tout vecteur a de A :

N-z+ye Al

e Soit F' un sous-espace de E. On considére une base orthonormale de F'. On peut rappeler
qu’une telle base orthonormale existe. Pour ce faire, il suffit de considére une base (uq, - -, u,)
de F, puis de I'orthonormaliser par Gram-Schmidt, pour donner une famille orthonormale
(e1,++-,e.). On sait que :

F = Vect(uy, -+, u,) = Vect(ey,---, ).

La famille (e, - - -, e,) est par conséquent une base orthonormale de F'.
On peut compléter cette base orthonormale (eq,- -+, e,.) en une base orthonormale
(ela"'aeraela"'ags)

de ’espace euclidien F.
On pose :
G = Vect(eq, -, €5).

On va montrer que G = F*.
En effet, si € G, on pose :

S
r = Z Qj - Ej.
j=1
Soit y un vecteur de F. On pose :

y= Zﬁi "6
i=1
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On en déduit :

(ylz) = <:£:/%‘-ei| :E:(lj'€j>
= Y ) Biraj-(ei|gy)

i=1 j=1

- ZZ@..%.QR

i=1 j=1

= Og.

On vient de montrer que tout vecteur de GG est orthogonal a tout vecteur de F' :
G c F-
Ensuite, comme F 4+ G = E et que G C F'*, alors :
F+F-=E.

Soit = dans 'intersection F'N F'+. Alors, comme x € F*, alors x est orthogonal & tout vecteur
de F', en particulier le vecteur = est orthogonal & lui-méme car z appartient aussi & F. Ainsi,
(x| ) = Og, donc z = 0.
Conclusion, on a bien F @ F+ = E. En prime, les espaces F* et G sont deux supplémentaires
de espace F' :

dim(F+) = dim(F) — dim(F) = dim(G).

L’inclusion G C F* couplée a 1'égalité des dimensions finies donne 1'égalité :
G=F".
Ensuite, si = est un vecteur de F, alors si y € F'*, on en déduit :
(y | =) =0,

donc (z | y) = 0 et donc on apprend que le vecteur x est orthogonal & tout vecteur de F'* : le
vecteur x appartient bien & I'espace (F1)*.
Les espaces F' et (F+)* sont deux supplémentaires de I'espace F'-, donc :

dim(F) = dim((F*)™%).
L’inclusion couplée a I'égalité des dimensions finies nous donne 1’égalité :

F=(FH*t

Voici une représentation possible en dimension 3, lorsque F' est un plan vectoriel :
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FL

I\
F
e Soit A, = (e1,- -+, e,.) une base orthonormale de F', soit Hy = (g1, --,€s) une base ortho-
normale de F'*.
Déja, chaque vecteur eq,---,e,, €1, -+, s est unitaire.

D’autre part, si ¢ # j sont deux entiers différents entre 1 et r, alors les vecteurs e; et e; sont
orthogonaux.

Si 7 et j sont deux entiers différents entre 1 et s, les vecteurs ¢; et €; sont encore orthogonaux.
Il reste a tester si chaque vecteur e et orthogonal a chaque vecteur €. Si k£ est un entier entre
1 et r et si £ est un entier entre 1 et s, comme ¢, appartient & F'= et que e, appartient & F,
alors ces deux vecteurs sont bien orthogonaux. La famille :

<%17%2) - (617 RN PR P 768)
est bien une famille orthogonale & vecteurs unitaires, donc une famille orthonormale.

A retenir : lorsque 1’on recolle deux bases orthonormales de deux sous-espaces orthogonaux F
et I+, on obtient une base orthonormale de I'espace E tout entier.

e Considérons maintenant une base orthonormale (eq, -+, e,) de E que I'on découpe en deux
familles :
Cgl = (61, .. ',67») et ng = (67"-1—1’ o -,en).

Il est clair que ces deux sous-familles constituent des familles orthonormales.
On pose F' = Vect(%1) et G = Vect(%3).
Si x est dans F' et si y est dans (G, on peut poser :

T n
:L‘zg a; - e; ety = g b; - e,
=1 j=r+1

de sorte que :

@y =YD ai-bj(e] ) = .

i=1 j=r+1

Ainsi, tout vecteur de F' est orthogonal & tout vecteur de G, ce qui se réécrit au choix :

F c G* ou encore G C F*-.
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L’espace G admet deux supplémentaires qui sont F' et G*. On sait que F' et G+ sont de méme
dimension finie et on a une inclusion, donc on a égalité.

On peut reprendre le raisonnement précédent en intervertissant les roles de F' et de G, ou
alors on peut prendre I'orthogonal dans ’égalité :

F =G,
ce qui donne :
Ft=(GHt =a.
A retenir : lorsque I'on découpe une base orthonormale d’un espace euclidien E en deux mor-

ceaux, les deux espaces engendrés par chaque morceau consituent deux espaces orthogonaux.

Voici par exemple une représentation en dimension deux ou 'on prend une base (e, ey) or-
thonormale du plan R? que ’on découpe en deux :

. FaG=NR2 I
\]e&&m\

@

N
¢QQ

G

Passons a I'exemple 6.

e Si F est un espace muni d’un produit scalaire, sans hypothése sur la dimension finie, il y a
des choses vues précédemment qui ne sont plus vraies.

Si F est un sous-espace de E, pour tout & € F et pour tout y € F'*, alors les vecteurs z et y
sont orthogonaux, ce qui signifie que le vecteur x est orthogonal a tout vecteur y dans F* :

Fc (FH*t

On sait que lorsque E est de dimension finie, comme les espaces F' et (F*)% sont deux
supplémentaires de l’espace F'*, alors :

dim(F) = dim(E) — dim(F*) = dim((FH)*4).
L’inclusion vue précédemment se transforme en égalité.

Que se passe-t-il en dimension infinie ? Une chose est siire : on ne peut pas utiliser I’argument
précédent. On va voir que I'on peut avoir F # (F1)*.
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Prenons Pespace £ = C°([0,1],R) des fonctions continue f : [0,1] — R, muni du produit
scalaire :

<f,g>~>/0 fxg.

Considérons 'espace :
F:{feE|ﬂm:o}

On remarque que F' est un hyperplan car c’est le noyau de la forme linéaire non nulle :

| E — R
7ol o f0)

On va montrer que F* = {0}.
En effet, soit f dans F'*. La fonction g : t — t- f(t) appartient & 'espace F’, donc les vecteurs
f et g sont orthogonaux. Par conséquent,

1 1
/ f(t) g(t) dt =0, donc / t- f2(t) dt = 0.
0 0
On peut utiliser le théoréme aux quatre hypothéses, ce qui implique que l'intégrande t —
t - f2(t) est nulle. Pour tout ¢ €]0,1], on sait alors que f(f) = 0 et la fonction f est pour
'instant nulle sur |0, 1].
Or, f(0) = lim f(¢t)= lim 0 =0 : la fonction f est nulle sur [0, 1].
t—0t t—0t
Résultat des courses, '+ = {0} et (F+)t = {0}+ = E, car tout vecteur de E est orthogonal

au vecteur nul.
On a donc un contre-exemple o :

F+#+E = (FH)*

On termine par I’exemple 7 connu sous le théoréme de Riesz.
Soit E un espace euclidien de dimension n.
On considére ’application :

E — Z(E,R)

—

b U +—> <x|—>(:p|ﬁ))

Cette application est bien définie. En effet, si 4 est dans E, comme le produit scalaire est
linéaire par rapport a la premiére variable, alors I’application 2 — (z | @) est bien une forme
linéaire de E vers R.

Ensuite, I’application ® est linéaire par linéarité du produit scalaire par rapport a la seconde
variable. On détaille un peu plus. Si « et ¥ sont deux vecteurs de E et si A est un scalaire réel,
alors :

Vee E, dA\-u+7v)(z) = (x
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Par conséquent, les formes linéaires ®(\ - @ + ) et ()\ - d(u) + @(U)) sont égales.
Enfin, on montre que 'application linéaire ® est injective. En effet, si « est dans le noyau
Ker(®), alors pour tout vecteur x de E, on sait alors que :

(@] z) = 0.

En particulier, « est orthogonal & lui-méme donc @ est le vecteur nul.

En conclusion, comme les espaces E et .Z(E,R) sont de méme dimension finie, alors I’appli-
cation ® est un isomorphisme.

On peut alors reconsidérer ce que 'on doit montrer. Soit ¢ : E — R une forme linéaire. Il
existe alors un seul vecteur v € E tel que :

Ve € B, p(x) = (x| ).

Il s’agit du vecteur :
U= (p).

Les endomorphismes orthogonaux

Soit E un espace euclidien. Soit f € Z(FE) un endomorphisme.
On démontre I’équivalence entre les trois assertions suivantes :
(1) pour tous vecteurs x et y de E,

(f(2) [ f(y) = (= | y).

(2) pour tout vecteur x de E, on a 1’égalité entre normes euclidiennes :

1 @) = ll=l].

(3) 'endomorphisme f transforme une base orthonormale en une base orthonormale.

(1) = (2)
Si le (1) est vérifié, alors pour tout vecteur = de E,
If(@)|? = (f(z) | f(2)) = (z | 2) = ||z,

en utilisant I’hypothése avec y = x. En prenant la racine carrée, comme tout est positif, on
obtient le (2).

(2) = (1)
Si le (2) est vérifié, on utilise une identité de polarisation. Par exemple, si x et y sont deux
vecteurs de F, alors :

(f(2) | fy) =

(@) + F@) I = 1@ = 17 )12)
(G + )P = 1@~ 7)), car £ est lineaire

(lle + I = 1212 = I1yl1?) par te (2)

= (x| y), par 'identité de polarisation.

1
2
1
2
1
2
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(1) = (3)
Si le (1) est vérifié, soit & = (ey,---,e,) une b.o.n. de E. Cette base A est transformée par
I’endomorphisme f en la famille :

F = (f(€1)> o 'af(en))'

Il est assez clair que pour tous indices ¢ et j entre 1 et n,

(flea) | fley)) = (ei [ ¢j) = 0.
La famille .% est une famille orthonormale & n = dim(FE) vecteurs, donc est une b.o.n. de E.
3) = (2)
Si le (3) est vérifié, il existe une b.om. B = (g1,---,&,) de E telle que la famille ¥ =

(f(g1), -+, f(gn)) soit encore une b.o.n. de E. On vérifie le (2) par le théoréme de Pythagore.
En effet, pour tout vecteur x de E, on pose :

n
T = E i - i,
i=1

de sorte que :
l]* = Zﬂf

D’autre part, comme 'application f est hnealre, alors :

E 'TZ ’L

Toujours par le théoréme de Pythagore utilisé cette fois-ci dans la b.o.n. .%#, on obtient :

1f (@)II* = Zx—HxW

En prenant la racine carrée, comme tout est positif, on obtient le (2).

On a ainsi prouvé toutes les implications requises pour avoir I’équivalence entre les trois points.
De plus, on remarque que si I’endomorphisme f transforme une b.o.n. en une autre b.o.n.,
alors I’endomorphisme f transformera toute b.o.n. en une autre b.o.n. de F.

La propriété 7 est alors assez immédiate.

Premiérement, si f est endomorphisme orthogonal, alors f transforme une b.o.n. en une b.o.n.
de E, donc I'application linéaire f est un isomorphisme : f € GL(E) et donc I'ensemble O(E)
de tous les endomorphismes orthogonaux sur F est inclus dans I’ensemble GL(E) de tous les
isomorphismes de E. Une autre maniére de faire est de dire que si f est un endomorphisme
orthogonal et si x € Ker(f), alors f(x) = 0g, donc :

[zl = [1f ()]l = 0] = O

Par conséquent, le vecteur x est le vecteur nul et f est injective puis surjective par le théoréme
du rang et car E est un espace de dimension finie.
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On sait par ailleurs que l’ensemble GL(FE) est un groupe pour la composition, en fait un
sous-groupe de I'ensemble G(F) de toutes les bijections sur £, muni de la composition.
On va montrer que I'ensemble O(F) est un sous-groupe du groupe (GL(E), o).
On vient d’expliquer I’inclusion :
O(E) C GL(E).

Ensuite, Papplication idg vérifie immédiatement le point (2) par exemple.

Enfin, si f et g sont dans O(F), le plus simple — et ce que je vous conseille la plupart du temps
est de vérifier le point (2) pour vérifier qu'un endomorphisme est orthogonal — est de vérifier
que I’'endomorphisme f o g~! vérifie le point (2).

Soit donc x un vecteur de E. On en déduit :

Ifog™ @I = Iftg @)
= llg (@)l car f € O(E) et (2)
la(g™" (@))I], car g € O(E) et (2)

]
Résultat des courses :
fogteO(E).
On a bien ce qu’il faut.
L’application :
O(E) R*

det : -

’ f —  det(f)

est un morphisme de groupes entre (O(F), o) et (R*, x) car pour tous endomorphismes f et
g (pas forcément orthogonaux d’ailleurs) :

det(f o g) = det(f) x det(g).

L’ensemble SO(FE) est donc le noyau de ce morphisme de groupe et en tant que tel est un
sous-groupe de O(FE).

On remarque avant de passer a autre chose qu’il y a assez peu de notions a retenir sur les
endomorphismes orthogonaux. On verra des exemples plus tard, une fois que ’on aura vu les
matrices orthogonales.

Les matrices orthogonales

Lorsque 'on regarde la définition 6, on peut étre légitimement surpris. On pourrait se dire que
si A est une matrice dans .#,,(R), comme il y a un trés fort lien entre matrice A et endomor-
phisme u 4 canoniquement associé, alors on n’a qu’a définir le concept de « matrice orthogonale
A» comme le méme que le concept de « endomorphisme orthogonal us ». Une remarque a ce
propos. On ne peut définir un endomorphisme orthogonal sur un espace £ qu’a condition que
I’espace E soit muni d’un produit scalaire. Ici, I’endomorphisme u,4 canoniquement associé
a la matrice A est un endomorphisme sur 'espace .4, 1(R) des matrices colonnes. On peut
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munir cet espace d’une infinité de produit scalaire. Lequel choisir ? Intuitivement, on choisit
le plus facile qui est le produit scalaire habituel sur ., ;(R), a savoir :

X Y1 n
v X - 7Y - S %n,l(R) X %n,l(R)a (X I Y) = le Yi.
i=1

Tn Yn

Lorsque l’on fait le produit matriciel X7-Y', on obtient une matrice a un seul coefficient qui vaut
(X |Y). On identifie comme d’habitude cette matrice dans .#;(R) & ce scalaire. En utilisant
cette identification, on obtient comme produit scalaire habituel sur .4, ;(R) I’application :

(X,Y)— XT.Y.
On verra que cette démarche intuitive correspond exactement & la définition 6.

On traite les points de la remarque 2.
L’égalité AT - A = I, est équivalente & dire que la matrice A est inversible d’inverse A”. On
rappelle que si B et C sont deux matrices dans ., (R) telles que BC' = I,,, alors ugouc = id,
donc I’endomorphisme uc est injectif puis bijectif en dimension finie, ici les espaces de départ
et d’arrivée de uc étant ., 1(R). En composant alors  droite par ug', on obtient :

up = ual,
donc ugcoug =id et CB = I,,.
Il est donc équivalent de dire « la matrice A est orthogonale» que d’écrire « A- AT = I, », car
ces deux assertions sont équivalentes au fait que la matrice A est inversible et d’inverse A7
Si A est une matrice orthogonale, alors en prenant le déterminant dans I’égalite A7 - A = I,

par exemple, on obtient :
det(AT) - det(A) = det(1,,) = 1,

et donc : det(A)? = 1, ou encore det(A) = 1.
La réciproque est fausse comme le montre par exemple la matrice :

A=1,+FE ;.
La matrice A est alors une matrice triangulaire supérieure a coefficients diagonaux valant tous
1:det(A) = 1.
Ensuite,

AT A = (I, +Eyy) - (I, + Epp)

I, +FEy1 +Eio+ Eoq - Epo
= I, +Ey 1 +Eia+ FEyo

% [TL7

en se rappelant au passage la formule sur les matrices élémentaires :

V(i,j, k,0) € [1,n]*, Eij Ere= 0k Eig.
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La matrice A = I, + E; » de déterminant 1 n’est pas orthogonale.

Lorsque n = 1, il n’y a que deux matrices orthogonales : (+1) € ., (R).

On verra grace a la propriété 8 que 1’ensemble O,,(R) est un groupe pour la multiplication en
faisant le lien avec les endomorphismes orthogonaux. On peut essayer de le montrer directe-
ment uniquement avec la définition donnée pour les matrices orthogonales.

Premiérement, on a l'inclusion O, (R) C GL,(R) car toute matrice orthogonale est inversible.
Deuxiémement, on a évidemment Ig -1, =1, -1, =1,, donc la matrice I,, est orthogonale.
Troisiemement, si A et B sont deux matrices orthogonales, on peut écrire :

(AB YT (AB™) = (BHY'.AT.A. B!
= (B YWT. I, - B™!, car A est orthogonale

—~

Ainsi, la matrice AB™! reste dans O,(R). De méme '’ensemble SO,,(R) est le noyau du mor-
phisme de groupes det : O,(R) — R* ou de det : O,(R) — {—1,1}, le groupe d’arrivée
étant muni de la multiplication. L’ensemble SO, (R) est par conséquent un sous-groupe de

O, (R).

On reboucle la boucle en montrant la propriété 8, qui fait le lien entre « matrices A orthogonales
» et « endomorphismes uy orthogonaux ».

Il est & noter dans la suite que la base & = (ey,---,e,) est une base orthonormale de E. Si
I’on prend une base qui n’est pas orthonormale, I’équivalence décrite n’est plus du tout vraie.
On montre ’équivalence en traitant les deux implications ensemble.

Soient deux indices 7 et j entre 1 et n.

Or, les coordonnées de n'importe quel vecteur f(ex) selon la base % sont données par les
coefficients présents dans la k"¢ colonne de la matrice A. Par conséquent,

ZAgZ ep et f(e;) = ZA m.j " Cm-

Il nous reste a utiliser par exemple la formule du produit scalaire dans une b.o.n., en l'oc-
currence ici la b.o.n. & (propriété 5 du cours) ou de la redémontrer assez rapidement pour
obtenir :

(Fe:) | £(ey) ZAu Ae;



On a alors la suite d’équivalence suivante :

f€O(E) <= f transforme une b.o.n. en une b.o.n.

<= la famille (f(e1), -, f(en)) est une b.o.n.

= V(i,j) € [L,n]* (f(es) | flej)) =6i;

<~ VY(i,j) € [1,n]? (AT : A)' = 0;, par le calcul fait plus haut
7

= Vi) el (A7 A) =L,
27.]

— AT. A=1,.

On y voit maintenant plus clair entre les matrices orthogonales et les endomorphismes ortho-
gonaux.

On termine par démontrer le dernier point de la propriété 8 qui est une série de deux équiva-
lences.

Je vous propose de traiter ces équivalences plus en douceur pour manipuler les notions déja
développées précédemment.

On suppose que la matrice A € ., (R) est orthogonale.

On va montrer que I'endomorphisme uy € Z (A, 1(R)) est un endomorphisme orthogonal
lorsque 'on munit 'espace .4, ;(R) du produit scalaire habituel (X,Y) — X7 .Y

Il faut retenir la chose trés importante suivante concernant le produit scalaire habituel sur R”
ou sur #,1(R) :

La base canonique de R" ou de ., 1(R) est
une base orthonormale pour le produit sca-

laire habituel.

La vérification est presque immédiate mais c¢’est un point important qui confére & la base
canonique le statut de « meilleure base » en général.

Prenons alors l'espace euclidien .#, ;(R) muni du produit scalaire habituel. Prenons la base
canonique £ = (e, -, e,) sur cet espace euclidien. C’est donc une b.o.n. Prenons ’endo-
morphisme f = uy. On en déduit que la matrice .# at4(f) représentant f = u, selon la base
canonique est exactement la matrice A et par I’équivalence déja démontrée de la proposition
8, on sait que comme A est dans O, (R), alors f est dans O(.#,1(R)) : 'endomorphisme u 4
est bien un endomorphisme orthogonal —

Pour la réciproque, on suppose que I’endomorphisme u4 est un endomorphisme orthogonal
sur 'espace euclidien habituel ., ;(R). On sait que la base canonique & = (ey,---,e,) est
une b.o.n., donc la famille (u4(eq), -, ua(e,)) est une b.o.n. de cet espace euclidien. Entre
parenthéses, il s’agit de la famille des vecteurs colonnes de la matrice A. On reprendra ce point
pour l'autre équivalence tout a I’heure.

37



Par conséquent, pour tous indices i et j entre 1 et n,
(ualei) | ualey)) = diy,

donc :
(A €; | A 6]') =4

2,7

et en utilisant la formule du produit scalaire habituel :
(A €i)T A €; = 51'7.7'.
Alinsi,
€,Z<T (ATA) €; = 517.7
Or, pour toute matrice carrée M € .#,(R), le produit matriciel montre que :

T —
€, M €; = Mi,j-

Résultat des courses, la matrice A7 - A vaut I, et la matrice A est orthogonale.
L’équivalence entre le fait que la matrice A est orthogonale et le fait que la famille des colonnes
de A forme une b.o.n. provient directement du fait que la famille des vecteurs colonnes de A
est exactement la famille :

(UA(el)v T UA(en))v

ot 'on rappelle que la famille (eq,-- -, e,) est la base canonique de ., ;(R).
Il suffit alors d’utiliser I’équivalence déja montrée a savoir que I’endomorphisme u 4 est ortho-
gonal si et seulement si la famille (ua(eq), -+, ua(e,)) est une b.o.n. de ., ;(R).

Le paragraphe suivant est ’occasion de traiter des exemples de référence en matiére d’endo-
morphismes orthogonaux ou de matrices orthogonales.

Les exemples géométriques de référence

Dans un espace euclidien E, si F' est un sous-espace de E, on sait que F'* est un supplémentaire
de F' dans E :
FoFt=E.

Ceci autorise a parler de la projection sur F parallélement & F* et a parler de la symétrie par
rapport a F parallélement a F*.

On appelle donc projection orthogonale sur F, la projection sur F' parallélement a F*.

On appelle symétrie orthogonale par rapport a F, la symétrie par rapport a F' paralléelement
aFt.

Voici la représentation que vous devez avoir concernant la projection sur F' paralléelement a

G, lorsque :
FoG=F.
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Il est & noter que vous avez besoin de la donnée des deux sous-espaces supplémentaires I’ et
G pour définir votre projection.

Voici maintenant la représentation que vous devez avoir en téte concernant une projection
orthogonale sur F' :

FL

Remarquez que pour définir une projection orthogonale, il suffit de donner 1’espace I’ sur
lequel on projéte. La projection sera alors la projection sur I’espace F parallélement & F*. Si
p: E — E est la projection orthogonale sur F, pour tout vecteur z € FE, alors p(x) € F
et © — p(x) € Ker(p) = F*, donc les vecteurs p(x) et x — p(x) sont orthogonaux. Sous ces
notations, on peut écrire :

F = Im(p) = Ker(p — idg) et F* = Ker(p).
Voici maintenant la représentation que vous devriez avoir en téte lorsque l'on vous parle de
symétrie par rapport & F, parallélement a G, avec :

FeoG=FE.
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La encore, pour définir notre symétrie, il faut la donnée des deux espaces supplémentaires F
et F.

Concernant les symétries orthogonales, il suffit de donner ’espace F' par rapport auquel s’ef-
fectue la symétrie s, car dans ce cas, on aura :

F = Ker(s — idg) et F+ = Ker(s +idp)

selon la disposition géométrique suivante :

On observe le méme lien entre la projection p et la symétrie s associée :

id
s =2p—idg etpzs+21 oy

Remarquons qu’il n’existe qu’une seule projection p € Z(F) qui soit inversible :

Par conséquent, lorsque vous parlez de « projection orthogonale », je vous conseille de retenir
votre respiration et de considérer cette expression comme un seul mot : une projection ortho-
gonale n’est pas une projection qui est orthogonale. Autrement dit, une projection orthogonale
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est une projection, certes, mais qui n’est pas un endomorphisme orthogonal pour la simple et
bonne raison qu’une projection orthogonale n’est pas inversible (sauf s’il s’agit de I'identité
idg) ou une projection orthogonale n’est pas une isométrie : elle ne conserve pas les distances
ou les normes comme devrait le faire n’importe quel élément de O(E).

La propriété 9 nous apprend que I'on peut tout a fait prononcer I'expression « symétrie ortho-
gonale » d’un seul coup ou en s’arrétant entre les deux mots, car une symétrie est une symétrie
orthogonale (en un seul mot) si et seulement si c¢’est une symétrie qui est un endomorphisme
orthogonal.

Démontrons ceci.

Soit s € Z(F) une symétrie.

On suppose que s est une symétrie orthogonale, par rapport a un sous-espace F' — sous-entendu
parallélement & F*.

Soit x € E. On pose avec des notations intuitives :

T =2+ Tpy,

de sorte que :
s(x) =xp —xpL.

Or, comme les vecteurs zx et zx1 sont orthogonaux, on peut écrire par Pythagore :
[s@I? = (er—zpu | 25— 2ps)

= lzrll* + lzp]”

= |=l*.

On en déduit que s conserve les normes : c’est un endomorphisme orthogonal.

Supposons maintenant que la symétrie s € Z(FE) soit un endomorphisme orthogonal. La
symétrie s est la symétrie par rapport & F' parallélement & GG, avec

FeG=E.

Il s’agit de montrer que :
G=rF*

et dans ce cas, la symétrie s sera la symétrie orthogonale par rapport a 1’espace F'.
Soit a € G. Soit b € F. Comme s est un endomorphisme orthogonal, alors :

(s(a) [ (b)) = (a | b).
Or, s(a) = —a et s(b) = b, ce qui impose :
—(a | b) =(a]b),

et donc les vecteurs a et b sont orthogonaux.
On vient de montrer que le vecteur a est orthogonal & n’importe quel vecteur b de F' :

a€ Ft puis G c F*.
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Les sous-espaces G et F'* sont deux supplémentaires de 'espace F', d’oi :
dim(G) = dim(E) — dim(F) = dim(F™).
L’inclusion précédente couplée avec 1’égalité des dimensions finies nous donne ’égalité voulue :
G=F"
La symétrie s est bien la symétrie orthogonale par rapport a I'espace F'.

Pour la définition 8, on justifie la bonne définition de la borne inférieure.
Si z est un vecteur donné dans E et si F' est un sous-espace de F/, alors I’ensemble :

7={le-ylllyeF}

est non vide car F' # (), inclus dans R et minoré par 0. On note cette borne inférieure
appelée )

Géométriquement, pour calculer cette distance, il faudra faire appel a la projection orthogonale
p sur F' — sous-entendu parallélement a F'- — et cette borne inférieure sera en fait un minimum
de distance atteint en le seul vecteur

y = p(x).
On démontre ceci en démontrant en fait la méthode décrite dans le paragraphe 5.1.
On se donne un vecteur « dans E. On se donne un sous-espace F' de E. On pose p € Z(F)
la projection orthogonale sur F'.

Soit y un vecteur de F différent du projeté orthogonal p(z) du vecteur z sur 'espace F.
On pose avec des notations intuitives :

T =X+ TpL,
de sorte que :
zp=p(r) et v —y=(zp—y) +2pr = (p(z) —y) + Tpe.

Comme le vecteur p(z) — y appartient a F', alors ce vecteur est orthogonal & zp. et donc :

lz—yl> = lp(z) =yl + llzp |?
> ape|?, car p(x) —y # 0
= |lz —p(a)|.

En prenant la racine carrée qui est strictement croissante sur I'intervalle [0, +00[, on en déduit :

vy € FA\{p(2)}, [z —yll > [z = p(2)].

On en déduit que la borne inférieure est atteinte en le seul vecteur p(x) qui réalise donc le
minimum de distance parmi tous les vecteurs de ’espace F, par rapport au vecteur x.
Pour calculer ce minimum de distance, il faut donc passer par le calcul du projeté orthogonal

p(x).
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On détaille la méthode décrite. Comme ’espace F' est donné, on trouve une base (e, - - -, e,)
de F, base pas forcément orthonormale. On sait que le vecteur p(z) est combinaison linéaire
de ces r vecteurs :

p(x) = Z Ak © €k
k=1

On sait que le vecteur & — p(z) appartient a Ker(p) = F*, donc est orthogonal & tout vecteur
de F', donc est orthogonal & chaque e;. En disant cela, on n’a en fait perdu aucune information.
Il s’agit de calculer les r coordonnées Ay, -- -, A\, du vecteur p(x) et pour cela on dispose de r
équations :

Vi € [1,7], (z —p(x) | ex) = 0.

On arrive tant bien que mal a résoudre ce systéme et on obtient les coordonnées A\, puis le
vecteur p(x), puis le vecteur = — p(z) et enfin sa norme :

| = p(2)|| = d(z, F).

Je souléve une question : n’est-il pas plus simple d’orthonormaliser la base (eq,---,e,) pour
avoir une b.o.n. (¢1,--+,¢,) de l'espace F'?7

Il semble que oui, mais la réponse est non. En effet, il y a de trés forts risques que lors de
I’orthonormalisation se glisse au moins une erreur de calcul, avec de toutes fagons des calculs
pénibles. Je vous déconseille de faire comme cela.

Imaginons malgré tout que vous disposiez d’une b.o.n. (1, --,¢,) de I'espace F. Alors, dans
ce cas les choses deviennent faciles. En effet, en posant :

pz) = Zai " iy
i=1

on sait que pour tout i € [1,7],

a; = (p(z) | &)
Or, on se rappelle que = = p(x) + (x — p(z)) avec © — p(x) orthogonal & tout vecteur de F,
donc orthogonal a tout vecteur ¢;. Résultat des courses, pour tout entier ¢ entre 1 et r :

Q; = (ZL‘ | Ei)a

et donc le projeté orthogonal de = sur F', lorsque ’on a une b.o.n. (gq,---,¢,) vaut :

T

pl) =) (v]&)- e

=1

Traitons maintenant I’exemple 8. On ne va pas détailler tous les calculs...

e Pour le premier point, on demande de calculer une borne inférieure. Vous apprendrez a
avoir le coup d’eeil et a interpréter cette borne inférieure comme un minimum de distance.
Plusieurs questions jaillissent : quel vecteur z prend-on |la notation » n'a rien a voir avec la
variable d'intégration dans intégrale proposée| 7 quel espace F prend-on ? et dans quel espace
euclidien F'? avec quel produit scalaire ?

Bref, cela fait beaucoup de questions et pas beaucoup de réponses pur l'instant.
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Lorsqu’on lit ce qu’il y a dans la borne inférieure, on remarque que les réels a et b varient.
Lorsque ceux-ci varient, a l'intérieur de I'intégrale, on a une expression du type a sin-+b cos.
On pressent qu’il sera une bonne idée de considérer 1’espace :

F = Vect(sin, cos).

Ensuite, on remarque que dans l'intégrale intervient la fonction exp qui fera office de vecteur
dans ’espace euclidien :
E = Vect(exp, cos, sin),

espace de dimension finie inférieure ou égale a 3 — en fait de dimension égale a 3 exactement.
Toutes les fonctions considérées sont définies sur le segment d’intégration [0, 7.

Reste a prendre un bon produit scalaire. Celui-ci découle de I'intégrale proposée. On choisit
le produit scalaire :

V(f,g) € E?, (f\g)z/oﬂfw,

dont on sait qu’il s’agit d’un produit scalaire. Il y a le théoréme aux quatre hypothéses derriére
tout cela.
Résultat des courses, avec les notations introduites, on observe que :

m 2
Y(a,b) € R?, / (ex —a sinz —b cosx) dr = || exp —a sin —b cos||?,
0
et donc que la borne inféireure a calculer vaut :

inf{”exp—f”2 ; [ e F} :inf{||exp—f|| ; [ € F}2 = d(exp, F)?,

ot la distance est calculée grace au produit scalaire spécifié plus haut.
On introduit alors p la projection orthogonale sur F'.
On applique la méthode.
On a une base (sin, cos) de I'espace F.
On pose :
p(exp) = a sin+b cos.

On calcule a et b en utilisant les deux équations :

(exp —a sin—b cos | cos) =0
(exp —a sin —b cos | sin) =0

Pour résoudre ce systéme, il faut calculer les intégrales :

™ ™ ™
/ e’ cosx dx, / e’ sinx d:p,/ cos’ z dz,
0 0 0

s s
/ sin?z dx et / cosz sinx dx.
0 0

Pour les deux premiéres intégrales, le plus efficace est d’écrire :

e’ cosx = §Re(e(1+i)$) et e“sinw = %m(e(1+i)$),
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puis d’intégrer en complexe avant de prendre la partie réelle ou imaginaire.

Pour les autres intégrales, on calcule le tout a grand renfort de formules trigonométriques et
de linéarisation. La encore, on peut passer par les exponentielles complexes.

Une fois a et b calculés, ce que 'on ne fait pas — calculs malgré tout pénibles — on obtient
p(z), puis la borne inférieure a calculer :

exp —a sin—b cos||? = (exp—a sin—b cos | exp —a sin —b cos
p p p

= (exp—a sin—b cos | exp), car exp —a sin —b cos € F*.

On détaille les calculs pour le deuxiéme point.
Il faut tres fortement sous-entendre dans ce second point que la distance va étre calculée avec
le produit scalaire habituel sur R*. On choisit d’emblée ce produit scalaire habituel.
Ensuite, on a le vecteur z = (1,1,1, 1).
Enfin, on a une base (e; = (1,0,2,1),e2 = (0,0, 3,2)) de I'espace F.
Appliquons tranquillement la méthode.
On introduit la projection orthogonale p € .Z(R*) sur I'espace F.
On pose :
p(x) =a e +bes.

On trouve a et b via le systéme :

(x—ae —bey)|e)=0 PN 4—6a—8=0
(x—ae —beg)|e)=0 5—8a—13b=0
PN 3 412
8 13|5
3 4\ 2 8
< (O 7 _l) LQ%LQ*—LI
3173
L0
= T
b=—1
7
On en déduit : .

La distance voulue vaut donc :

3
w

1
lz = p@)ll = = 11,7, -2, 3)|| =

Occupons-nous de I’équivalence de ’exemple suivant, qui est une caractérisation des projec-
teurs orthogonaux qu’il est bien de retenir. Cette notion sera de toutes fagons largement reprise
en deuxiéme année...
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On suppose que la matrice A € ., (R) est une matrice de projection orthogonale, dans ’espace
euclidien habituel .#, 1(R). La projection orthogonale u4 est donc la projection orthogonale
sur :

F = Im(uA),

parallélement a :
Ft =Ker(uy).

En tant que projection, on a immédiatement u% = u4, ou encore A% = A.

On va montrer que la matrice A est symétrique.

On considére une b.o.n. %, = (e, -+, e,.) de I'espace F, puis une b.on. %, = (e1,--+,¢&5) de
F*. On sait que la famille :

€ = (%1,%’2)

est une b.o.n. de espace .4, 1(R).

On note P la matrice de passage de la base canonique de .#, 1(R) vers la base €. En tant que
matrice de passage entre deux b.o.n. — on rappelle que la base canonique est une b.o.n. pour
I’espace euclidien envisagé ici — la matrice P est automatiquement une matrice orthogonale.
Pour les plus sceptiques, la matrice P aura ses colonnes qui formeront une b.o.n. de I'espace
euclidien.

D’autre part, il est clair que :

P 'AP = M atg(uy) = J,

On en déduit :

A=PJ.P!
et comme la matrice P est orthogonale, alors P~! = P, puis :
A= PJ.P".
Par conséquent,
AT = (pPJ.PTT
= (PHTJIPT
PJ.PT, car la matrice J, est diagonale donc symétrique
= A

On a bien la premiére implication.
On suppose réciproquement, que la matrice A € ., (R) vérifie :

A? = Aet AT = A

Comme A? = A, alors I'endomorphisme u, est une projection. On note F' = Im(uy) et
G = Ker(uy), de sorte que 'endomorphisme u 4 est la projection sur F' parallélement a G.

Il s’agit de montrer que G = F*.

Soit X € G. Soit Y € F.

On en déduit en utilisant trés fortement la formule du produit scalaire habituel :

(Zy | Zo) = Z{ - Zy
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dans 4,1 (R) :

(X]Y) = (X|AY),car AY =Y, puisque Y € F

= X" AY

= XTATY car AT=A

= AX)T.Y

= 07-Y, car X € G = Ker(ux)
= Og.

On vient de montrer que G est inclus dans F* et par 'égalité des dimensions finies toutes les
deux égales a n — dim(F'), on obtient I’égalité. Résultat des courses, ’endomorphisme u 4 est
la projection orthogonale sur ’espace F'.

Il reste & examiner plus précisément le groupe Oy(R) et a interpréter géométrique des matrices
orthogonales de format 2x2. L’étude de O, (R) et en particulier de O3(RR) sera faite en deuxiéme
année.

On démontre la méthode du paragraphe 5.2.
Soit. A une matrice dans O2(R). Comme toute matrice orthogonale, le déterminant de la

matrice A vaut 1 ou —1.

On pose la matrice A = ( CCL Z ) € 05(R).

La famille (C}, C3) des deux colonnes forme une base orthonormée de .#,;(R). En particulier,
on dispose des égalités suivantes :

a+cc=1
V+d?=1
ab+cd=0

Le complexe z = a + i ¢ est de module 1 donc appartient & I’ensemble U et donc est de la

forme :
2 =e".
Alinsi,
a=cosf et ¢c=sinb.

De méme, en considérant le complexe Z = b+ i d appartenant au cercle unité, on trouve un
angle ' tel que :
b=cost et d=sinf'.

L’égalité a b+ c d = 0 donne :
cosf - cosf +sinf -sinf =0,

ou encore :

cos(¢' —0) =0

ou encore :



On pose alors :

H:9+g+km

pour un certain entier k.
Le déterminant de la matrice A vaut :

det(A)=a d—bc=rcosf-sinf —cosf -sinfh = sin(f — ) = sin (g +k 7r) = (=1
On en déduit I’équivalence :
A € SO3(R) <= Vlentier k est pair.

On distingue les deux cas.
e on suppose que det(A) = 1, ou encore que :

A€ SO, (R)
, T
Dans ce cas, 8 =6 + 5 [27] et donc :
cos = —sinf et sin® = cos0.

La matrice A est donc de la forme :

cosf) —sinf

A= . .

sinf  cosf
La matrice A est donc la rotation vectorielle d’angle 6, comme on peut s’en rendre compte
sur la maniére dont est transformée la base canonique de R? identifi¢ & .5 ;(R) :

€2
N 8
0
€1
e on suppose que det(A) = —1, ou encore que :
A ¢ SOy (R).
Dans ce cas, 0 =60 + g + 7 [27] et donc :
cosf = sinf et sinf = — cos .
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La matrice A est donc de la forme :
cosf  sinf
A= . :
sinf —cosf
On remarque alors que la matrice A est symétrique et comme la matrice A est orthogo-

nale, alors :

A=A A=AT A=1.

La matrice A est une matrice de symétrie orthogonale. La matrice A est donc la symétrie
orthogonale par rapport & un sous-espace F' de .#51(R) et selon une base adaptée a :

Fo Ft=,R)

la matrice A est semblable & une matrice diagonale D avec des £1 sur la diagonale. Tl
y a en fait dim(F) coefficients qui valent 1 et 2 — dim(F) = dim(F*) coefficients valant
(—1) sur cette diagonale. D’autre part,

Tr(A) =0,
donc la trace de cette matrice diagonale D est encore nulle. Cela impose :
dim(F) = 1 = dim(F").

Le sous-espace F' est une droite vectorielle.

0
CoS —
En posant le vecteur X = 5 , ON remarque que :
sin —
2
0 ) 0
cosf cos— +sinf sin — CoS —
AX = 3 3 = 5 = X.
sinf cos — — cosf sin — sin —
2 2 2

Le vecteur invariant X génére donc la droite vectorielle :
Ker(A —1,) = F.

La matrice A est donc la symétrie orthogonale par rapport a Vect(X).

En résumé, on peut partager les matrices orthogonales de format 2 x 2 en deux catégories.
[’ensemble SO5(R) correspond aux matrices de rotations, alors que I’ensemble O5(R)\ SO3(R)
correspond & des matrices de symétries orthogonales par rapport a une droite vectorielle.

On termine le chapitre par une application numérique.
On remarque déja que la premiére colonne

cos
Cr= ( sin ) ’

s ) o
avec 'angle 6 = 5 est bien un vecteur unitaire.

49



La deuxiéme colonne de la matrice A orthogonale doit étre un vecteur unitaire orthogonal au
vecteur C7. Il y a deux possibilités :

—sinf
CQ_i( cos 6 )

>> Si on choisit le signe « + », alors :
A [ cos 0 —sinfd
~ \ sinf cosf /)’

. : . : ™
Dans ce cas, la matrice A est la rotation vectorielle d’angle 6 = 5

>> Si on choisit le signe « — », alors :

cosf sinf
A= ( sinf —cosf )

Dans ce cas, la matrice A est la symétrie orthogonale par rapport a :

Vect C.OS(W/m) .
sin(m/12)
Pour les curieux qui voudraient avec une valeur autre, on obtient :

T (7T 7T>_\/6+\/§
3 4

COS ﬁ — COS 1

et :

3 4

T T V6 — 2
G-1="1

sin - = sin 1
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