
Aide à la compréhension
sur le cours sur les

espaces préhilbertiens réels

Les normes, les produits salaires et les normes eu-lidiennesDans e hapitre, on oublie les espaes vetoriels sur les orps Q, C ou Z/7Z pour ne retenirque les R-espaes vetoriels.Dans la suite, on se donne E un R-espae vetoriel.La dé�nition d'un produit salaire est très importante. À retenir : un produit salaire est uneforme bilinéaire symétrique dé�nie positive. On traduit tout ei.La dé�nition des formes bilinéaires Φ : E2 −→ R a été vue dans le hapitre sur les détermi-nants. La dé�nition des formes symétriques également. Comme ii, on onsidère des ouplesde veteurs, il n'y a que deux permutations dans S2, à savoir id et la transposition (1, 2). C'estuniquement la transposition qui est utile et la dé�nition de symétrique donnée en dé�nition 1oïnide alors ave e que l'on onnaissait, en ne faisant intervenir que la transposition (1, 2).On dit que la forme Φ : E2 −→ R est positive lorsque pour tout veteur x ∈ E, on a :
Φ(x) > 0.On dit que la forme Φ : E2 −→ R est dé�nie si le seul veteur x ∈ E tel que Φ(x, x) = 0R estle veteur nul.On peut ondenser la dé�nition de � dé�nie positive � en :

∀x ∈ E, x 6= 0E =⇒ Φ(x, x) > 0R.Je onseille ependant de sinder la di�ulté en deux en montrant que Φ est d'abord positive,puis dé�nie.On retiendra que pour montrer que Φ : E2 −→ R est un produit salaire, il faut montrer danset ordre les hoses suivantes :1. montrer que Φ est symétrique2. montrer que Φ est linéaire par rapport à sa première variable � l'appliation Φ sera alorslinéaire par rapport à sa deuxième variable par symétrie3. montrer que Φ est positive4. montrer que Φ est dé�nie � en général, 'est le plus di�ile à montrer.1



On note Φ(~u,~v) = (~u | ~v) ou parfois ~u · ~v le produit salaire. Nous privilégierons la notation
Φ(~u,~v) = (~u | ~v) ar l'autre peut être onfondue ave la multipliation par un salaire.On dé�nit également les notions d'espae préhilbertien réel (ou espae préhilbertien) et d'es-pae eulidien pour signi�er respetivement que l'espae E est de dimension quelonque ou�nie, mais surtout que l'espae E est muni d'un produit salaire (· | ·).Passons aux premiers exemples, à travers l'exemple 1.
• Sur Rn, on pose :

∀(x, y) ∈ Rn, Φ(x, y) =

n
∑

i=1

xi · yi,où x = (x1, · · · , xn) et y = (y1, · · · , yn).D'une part, il est évident que Φ est symétrique ar pour tout entier i entre 1 et n, on a :
xi · yi = yi · xi.Ensuite, il est évident que Φ est linéaire par rapport à la première variable puisque si y =
(y1, · · · , yn) est �xé dans Rn, alors l'appliation :

Φ1 : x 7−→
n
∑

i=1

xi · yi,est lairement linéaire. Il s'agit en fait de la forme linéaire :
Φ1 =

n
∑

i=1

yi · e∗i ,où (e∗1, · · · , e∗n) est la base duale de la base anonique de Rn. Par symétrie, l'appliation Φ estbilinéaire.Il est de plus faile de voir que Φ est positive ar si x ∈ E,
Φ(x, x) =

n
∑

i=1

x2
i > 0.On termine par le aratère dé�ni de Φ. Si x est un veteur de Rn tel que :

Φ(x, x) = 0,alors n
∑

i=1

x2
i = 0.Cette dernière somme est nulle et onstituée de termes positifs : haque terme est nul amenantle fait que haque omposante xi du veteur x est nulle : le veteur x est nul dans Rn.Ce produit salaire est très important dans Rn. On l'appelle le produit salaire habituel surl'espae Rn. On verra pourquoi il est si important plus tard, mais lorsqu'en Physique voustravaillez ave des veteurs et lorsque vous les projetez, 'est e produit salaire habituel quevous utilisez dans le plan R2 ou dans l'espae R3.

• Pour le deuxième produit salaire Ψ :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

C0([a, b],R) −→ R

(f, g) 7−→
∫ b

a

f × g
, il faut déjà impéra-tivement que a soit stritement inférieur ou b. On verra que ela intervient dans le théorème2



aux quatre hypothèses. On préise que la notation C0([a, b],R) désigne l'espae vetoriel detoutes les fontions f : [a, b] −→ R qui sont ontinues.Véri�ons que Ψ est un produit salaire.Comme pour toutes fontions ontinues f et g, on a f×g = g×f � 'est bien une multipliationet non pas une omposition qui est d'ailleurs interdite ii � et don en intégrant f × g = g× fentre a et b, on obtient la symétrie.Ensuite, par linéarité de l'intégrale, si g est une fontion ontinue sur [a, b], l'appliation
Ψ1 : f 7−→

∫ b

a

f × g est bien linéaire. Par symétrie, l'appliation Ψ est bilinéaire.De plus, si f ∈ C0([a, b],R), alors Ψ(f, f) =

∫ b

a

f 2 est positive ar l'intégrande est positive etpar positivité de l'intégrale et aussi pare que l'on intègre dans le bon sens : a 6 b.En�n, si Ψ(f, f) = 0, alors on évoque le théorème aux quatre hypothèses. En e�et, a < b,l'intégrande f 2 est ontinue, positive et d'intégrale nulle. L'intégrande f 2 est nulle, et donpour tout t ∈ [a, b],
f 2(t) = 0, don (f(t))2 = 0 et don f(t) = 0.La fontion f est nulle sur [a, b].

• En notant Θ :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

R[X ] −→ R

(P,Q) 7−→
∫ 1

0

P (t) ·Q(t) dt
, on va enore détailler le fait que Θ est unproduit salaire sur R[X ].Ce genre de produit salaire qui lie intégrale et polyn�mes est d'utilisation ourante. Il fautabsolument retenir les bons arguments qui vont suivre. Je vous donne ii une rédation typique.Comme pour tous polyn�mes P (X) et Q(X) dans R[X ], P × Q = Q × P , alors pour tout

t ∈ [0, 1], P (t) ·Q(t) = Q(t) · P (t) et en intégrant, l'appliation Θ est bien symétrique.Si Q(X) est �xé dans R[X ], si λ ∈ R et P1 puis P2 sont deux polyn�mes dans R[X ], alors :
Θ(λ · P1 + P2, Q) =

∫ 1

0

(

λ · P1(t) + P2(t)
)

·Q(t) dt

=

∫ 1

0

(

λ · P1(t) ·Q(t) + P2(t) ·Q(t)
)

dt

= λ ·
∫ 1

0

P1(t) ·Q(t) dt+

∫ 1

0

P2(t) ·Q(t) dt, par linéarité de l'intégrale
= λ ·Θ(P1, Q) + Θ(P2, Q).L'appliation Θ est bien linéaire par rapport à la première variable, don bilinéaire ar elle estsymétrique.Si P (X) ∈ R[X ], alors on a diretement Θ(P, P ) =

∫ 1

0

P 2(t) dt > 0, par positivité del'intégrale.Si P (X) ∈ R[X ] véri�e Θ(P, P ) = 0, alors ∫ 1

0

P 2(t) dt = 0. On utilise dans un premier tempsle théorème aux quatre hypothèses. Comme 0 < 1, omme t 7−→ P 2(t) est ontinue, positive et3



d'intégrale nulle, alors l'intégrande t 7−→ P 2(t) est nulle. Par onséquent, pour tout t ∈ [0, 1],
P 2(t) = 0, don (P (t))2 = 0, puis P (t) = 0. On utilise ensuite les raines du polyn�me P (X).Comme pour tout t ∈ [0, 1], P (t) = 0, alors le polyn�me P (X) admet une in�nité de raines :au moins tous les réels entre 0 et 1. Le polyn�me P (X) est le polyn�me nul.
• On pose :

Λ :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Rn[X ] −→ R

(P,Q) 7−→
n
∑

i=0

P (i) ·Q(i)
.Il est évident que l'appliation Λ est symétrique par ommutativité du produit dans R.Si Q(X) est dans Rn[X ], il est faile de voir que l'appliation P (X) 7−→

n
∑

i=0

P (i) · Q(i) estlinéaire. En fait, il s'agit de la forme :
n
∑

i=0

Q(i) · evi.Ensuite, il est évident que Λ est positive ar si P est dans Rn[X ], alors :
Λ(P, P ) =

n
∑

i=0

(

P (i)
)2

> 0.En�n, si P est un polyn�me dans Rn[X ] tel que Λ(P, P ) = 0, alors la somme n
∑

i=0

(

P (i)
)2 estnulle et omposée de termes positifs. Chaque terme P (i) est nul, pour i variant dans l'ensembleà (n+ 1) éléments J0, nK. Le polyn�me P (X) admet au moins (n + 1) raines et est de degréau maximum n, don admet stritement plus de raines que son degré : 'est le polyn�me nul.Remarque : l'appliation Σ :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Rn[X ] −→ R

(P,Q) 7−→
n
∑

i=1

P (i) ·Q(i)
n'est pas un produit salaire.Elle véri�e pratiquement tout, sauf le aratère dé�ni. En e�et, en posant P (X) =

n
∏

i=1

(X− i),alors P n'est pas le polyn�me nul dans Rn[X ] et pourtant :
Σ(P, P ) = 0.On termine par le produit salaire sur Mn(R).On va e�etuer deux rédations possibles pour ensuite les omparer en terme d'e�aité.On pose dans la suite :

Φ :

∣

∣

∣

∣

Mn(R)
2 −→ R

(A,B) 7−→ Tr(ATB)
.4



méthode 1 : la méthode solaireOn véri�e les points les uns après les autres.Si A et B sont deux matries dans Mn(R), alors :
Φ(A,B) = Tr(ATB) = Tr

(

(ATB)T
)

= Tr(BTA) = Φ(B,A).Ensuite, si B est une matrie dans Mn(R), l'appliation A 7−→ Φ(A,B) est linéaire ar la tran-posée est linéaire, le produit est distributif et la trae est linéaire. Par symétrie, l'appliation
Φ est bilinéaire.Ensuite, si A est une matrie dans Mn(R), alors :

Φ(A,A) = Tr(ATA)

=

n
∑

i=1

(

ATA
)

i,i

=

n
∑

i=1

(

n
∑

k=1

(AT )i,k · Ak,i

)

=
n
∑

i,k=1

A2
k,i > 0.Si A est une matrie dans Mn(R) telle que Φ(A,A) = 0, alors :

n
∑

i,k=1

A2
k,i = 0,et haque terme positif de la somme nulle préédente est nul : tous les oe�ients de la matrie

A sont nuls et A est la matrie nulle.méthode 2 : la méthode la plus e�ae : elle à privilégierOn ommene par aluler Tr(ATB) en fontion des oe�ients des matries A et B. Onobtient :
Φ(A,B) = Tr(ATB)

=
n
∑

i=1

(

ATB
)

i,i

=
n
∑

i=1

(

n
∑

k=1

(AT )i,k · Bk,i

)

=

n
∑

i,k=1

Ak,i · Bk,i

=

n
∑

i,j=1

Ai,j · Bi,jEn identi�ant les espaes Mn(R) et Rn2, on observe alors que l'appliation Φ est le produithabituel sur Rn2 , en référene au premier exemple de l'exemple 1 en remplaçant n par n2.5



La formule Φ(A,B) =

n
∑

i,j=1

Ai,j · Bi,j est lairement symétrique, linéaire par rapport à lapremière omposante A, positive et dé�nie positive, en retrouvant la formule déjà trouvéedans la méthode 1, à savoir :
Φ(A,A) = Tr(ATA) =

n
∑

i,j=1

A2
i,j.La dé�nition d'une norme est également très importante. Elle servira énormément en seondeannée.Pour montrer qu'une appliation N : E −→ R dé�nie sur un R-espae vetoriel E est unenorme, on véri�era en général les points dans et ordre, pour aborder les hoses en di�ultéroissante :1. On montre que la norme est positive, à savoir que pour tout veteur u ∈ E, on a :

N(u) > 0R.2. On montre ensuite que la norme est homogène, à savoir que pour tout salaire réel λ ettout veteur u ∈ E,
N(λ · u) = |λ| ·N(u).3. On montre ensuite que la norme est séparante, à savoir que si N(u) = 0R, alors u = 0E.4. On termine par l'inégalité triangulaire, à savoir que pour tous veteurs u et v,

N(u+ v) 6 N(u) +N(v).On remarque des similarités entre les dé�nitions de produit salaire et de norme : ne vousmélangez pas les pineaux !La propriété 1 nous apprend que les produits salaires permettent de dé�nir des normes,normes que l'on quali�era de normes eulidiennes.Démontrons la propriété 1.On se donne un espae préhilbertien réel (E, (· | ·)
), 'est-à-dire un R-espae vetoriel E (dedimension quelonque) et d'un produit salaire (· | ·).On pose l'appliation :

N :

∣

∣

∣

∣

E −→ R

x 7−→ N(x) =
√

(x | x) .Première hose : ette appliation est bien dé�nie ar par positivité du produit salaire, pourtout veteur x dans E, on sait que (x | x) > 0, don on peut prendre la raine arrée.Deuxième hose : il devient alors évident que pour tout veteur x ∈ E, la quantité N(x) =
√

(x | x) est positive. 6



Troisième hose : si x est un veteur de E et si λ ∈ R, alors on peut érire :
N(λ · x) =

√

(

λ · x | λ · x
)

=

√

λ ·
(

x | λ · x
) , produit salaire linéaire première variable

=

√

λ2 ·
(

x | x
) , produit salaire linéaire deuxième variable

=
√
λ2 ·N(x)

= |λ| ·N(x).Quatrième hose : si x est un veteur de E tel que N(x) = 0R, alors (x | x) = 0 et par learatère dé�ni du produit salaire, le veteur x est nul dans E.Cinquième et dernière hose : on regarde l'inégalité triangulaire. Celle-i va nous prendre unpeu plus de temps.On �xe deux veteurs x et y dans E. On distingue deux as.
• Si y est le veteur nul, alors les inégalités suivantes :

|(x | y)| 6 N(x) ·N(y)et :
N(x+ y) 6 N(x) +N(y)sont en fait des égalités, ar par linéarité du produit salaire par rapport à la deuxièmevariable, alors :

(x | y) = (x | 0E) = OR.

• Si le veteur y n'est pas nul, on pose la fontion :
f : t 7−→ N(x+ t · y)2 = (x+ t · y | x+ t · y).Par bilinéarité du produit salaire, on peut tout développer � un peu omme on pourraitle faire ave un produit de nombres. On obtient :

∀t ∈ R, f(t) = (x | x)+ t · (x | y)+ t · (y | x)+ t2 · (y | y) = N(x)2+2t (x | y)+ t2 ·N(y)2.On vient d'utiliser également la symétrie du produit salaire pour regrouper les deuxtermes (x | y) et (y | x). De plus, omme y n'est pas le veteur nul, alors N(y) est unréel stritement positif. La fontion f est don une fontion polynomiale de degré 2. Parailleurs, pour tout t ∈ R, la quantité f(t) est positive par positivité du produit salaire.Il est impossible que la fontion polynomiale admette deux raines réelles di�érentes, arsinon, il y aurait hangement de signe et la fontion f prendrait des valeurs stritementnégatives entre es deux raines. Il ne reste que les deux possibilités : la fontion f ne7



s'annule qu'une seule fois (le disriminant ∆ sera alors nul) ou la fontion f ne s'annulepas (le disriminant ∆ sera alors stritement négatif).Quoiqu'il arrive, le disriminant ∆ est négatif ou nul. Or, le disriminant ∆ vaut :
∆ =

(

2(x | y)
)2

− 4 N(x)2 ·N(y)2 = 4
(

(x | y)2 −N(x)2 ·N(y)2
)

6 0.On obtient ainsi, en prenant les raines arrées, l'inégalité :
|(x | y)| 6 N(x) ·N(y)D'autre part, on va omparer N(x+y) à N(x)+N(y), ou enore, omme tout est positif,on va omparer (N(x+y))2 à (N(x)+N(y))2. On pose A la di�érene. On obtient alors :

A = (N(x) +N(y))2 − (N(x+ y))2

= (N(x))2 + (N(y))2 + 2N(x) N(y)− (x+ y | x+ y)

= (x | x) + (y | y) + 2N(x) N(y)−
(

(x | x) + 2(x | y) + (y | y)
)

= 2
(

N(x) N(y)− (x | y)
)

> 0.On obtient ainsi l'inégalité voulue :
N(x+ y) 6 N(x) +N(y)Quoiqu'il arrive, on a bien l'inégalité triangulaire, ave en prime l'inégalité que l'on appelleinégalité de Cauhy-Shwarz :

∀(x, y) ∈ E2,
∣

∣

∣
(x | y)

∣

∣

∣
6 N(x) ·N(y).On vient de montrer la première moitié de la propriété 3 et de terminer la démontration de lapropriété 1.Il est pratique de noter ‖ · ‖ la norme d'un veteur, qui est une notation traditionnelle.Il est à noter que lorsque l'on vous donne un R-espae vetoriel E, ave un produit salaire

(· | ·), la notation ‖ · ‖ fait impliitement référene à une norme. Ensuite, en l'absene d'autresinformations, ette norme est la norme eulidienne issue du produit salaire, et don dé�niepar la formule :
∀x ∈ E, ‖x‖ =

√

(x | x).Bref, onnaissant le produit salaire, on a diretement la norme eulidienne assoiée.La propriété 2 est relativement évidente. Il su�t de développer par bilinéarité du produitsalaire. On refait le alul. Pour tous veteurs x et y dans E,
‖x+ y‖2 = (x+ y | x+ y)

= (x | x) + (x | y) + (y | x) + (y | y)
= ‖x‖2 + 2 (x | y) + ‖y‖2.8



On déouvre que onnaissant uniquement la norme eulidienne ‖ · ‖, on peut retrouver leproduit salaire grâe par exemple à la formule :
∀(x, y) ∈ E2, (x | y) = 1

2

(

‖x+ y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2
)

.On dispose d'autres formules permettant d'obtenir le produit salaire à partir de la noremeulidienne. Par exemple,
∀(x, y) ∈ E2, (x | y) = ‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

4
.En e�et, si x et y sont deux veteurs de E, alors en utilisant la bilinéarité du produit salaire :

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + 2 (x | y) + ‖y‖2 [ ligne L1 ℄et :
‖x− y‖2 = ‖x‖2 − 2 (x | y) + ‖y‖2 [ ligne L2 ℄Il su�t alors d'e�etuer l'opération L1 − L2, pour avoir 4 (x | y) et obtenir e qu'il faut.Tout ela pour dire qu'il existe plein de formules exprimant le produit salaire uniquement àl'aide de la norme eulidienne. Toutes es formules plus ou moins aussi inutiles les unes queles autres portent ependant des noms ; 'est e que l'on appelle des identités de polarisation.Cela ne sert pas souvent à grand hose...L'inégalité de Cauhy-Shwarz de la propriété 3 a déjà été montrée. Cette inégalité provientdiretement d'un alul de disriminant négatif ou nul dans un polyn�me de degré 2.Passons au as d'égalité dans l'inégalité de Cauhy-Shwarz.Supposons les veteurs x et y olinéaires. Par exemple, on peut érire y = λ ·x. On en déduit :

(x | y) = (x | λ · x) = λ · (x | x),don |(x | y)| = |λ| · ‖x‖2.Or,
‖x‖ · ‖y‖ = ‖x‖ · ‖λ · x‖

= ‖x‖ · |λ| · ‖x‖,et l'égalité |(x | y)| = ‖x‖ · ‖y‖ est aquise.Pour la réiproque, supposons donnés deux veteurs x et y tels que :
|(x | y)| = ‖x‖ · ‖y‖.Si le veteur y est nul, alors le veteur y est olinéaire à tous les veteurs, en partiulier, y estolinéaire à x.Si le veteur y est non nul, en reprenant la fontion polynomiale :

f : t 7−→ ‖x+ t · y‖2 = ‖x‖2 + 2t (x | y) + t2 ‖y‖2,9



alors le disriminant ∆ vaut :
∆ = 4

(

(x | y)2 − ‖x‖2 · ‖y‖2
)

= 0.Cela signi�e que la fontion polynomiale f admet une raine double t0, et don que :
f(t0) = 0.Cei se réérit :

‖x+ t0 · y‖2 = 0, puis ‖x+ t0 · y‖ = 0et don par dé�nie positivité du produit salaire :
x+ t0 · y = 0E.La famille (x, y) est don liée et les veteurs x et y sont bien olinéaires.Cette inégalité de Cauhy-Shwarz est quelque hose d'important dans e hapitre.Examinons maintenant le orollaire du as d'égalité dans l'inégalité triangulaire.Supposons donnés deux veteurs x et y dans E, olinéaires et de même sens. Par exemple,pour hanger on peut érire :

x = α · y , ave α un réel positif ou nul.On en déduit
‖x+ y‖ = ‖(1 + α) · x‖

= |1 + α| · ‖x‖
= (1 + α) · ‖x‖, ar 1 + α > 0

= ‖x‖+ α · ‖x‖
= ‖x‖+ |α| · ‖x‖, ar α > 0

= ‖x‖+ ‖α · x‖
= ‖x‖+ ‖y‖.On a bien égalité dans l'inégalité triangulaire.Réiproquement, supposons donnés deux veteurs x et y dans E tels que :
‖x+ y‖ = ‖x‖+ ‖y‖.Si l'un des deux veteurs x ou y est nul, omme le veteur nul est olinéaire et de même sensque n'importe quel autre veteur, on a e qu'il faut.Plaçons-nous maintenant dans le as où les deux veteurs x et y sont non nuls.On en déduit en élevant l'égalité triangulaire sur les normes au arré, puis en utilisant lebilinéarité du produit salaire :

‖x‖2 + 2 ‖x‖ · ‖y‖+ ‖y‖2 =
(

‖x‖+ ‖y‖
)2

= ‖x+ y‖2
= ‖x‖2 + 2 (x | y) + ‖y‖2.10



On en déduit :
(x | y) = ‖x‖ · ‖y‖.La quantité (x | y) est positive et on a égalité dans l'inégalité de Cauhy-Shwarz. Les veteurs

x et y sont don olinéaires. On ne sait pas enore qu'ils sont de même sens. On érit parexemple :
y = β · x,pour un ertain réel β.La quantité positive (x | y) vaut :
β ‖x‖2,par linéarité du produit salaire par rapport à la seonde variable.Finalement,

β =
(x | y)
‖x‖2 > 0,et les veteurs x et y sont bien olinéaires de même sens.Passons en revue l'exemple 2.Voii un premier exemple d'inégalité de Cauhy-Shwarz dans Rn muni du produit salairehabituel :

∀
(

x = (x1, · · · , xn), y = (y1, · · · , yn)
)

∈ Rn × Rn,

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

i=1

xi · yi
∣

∣

∣

∣

∣

6

√

√

√

√

n
∑

i=1

x2
i ×

√

√

√

√

n
∑

j=1

y2j .

• Le premier point de l'exemple 2 provient diretement de l'inégalité de Cauhy-Shwarz pourles veteurs f et g dans l'espae préhilbertien E = C0([a, b],R) muni du produit salaire :
Φ : (h1, h2) 7−→

∫ b

a

h1 × h2.

• Le produit salaire habituel (A,B) 7−→ Tr(ATB) sur Mn(R) dé�nit la norme eulidienneassoiée :
∀A ∈Mn(R), ‖A‖2 =

√

Tr(ATA) =

√

√

√

√

n
∑

i,j=1

(Ai,j)2.Montrons qu'il s'agit d'une norme d'algèbres, autrement dit que la norme d'un produit estinférieure au produit des normes.Fixons A et B dans Mn(R). Alors,
‖AB‖22 =

n
∑

i,j=1

(AB)2i,j

=

n
∑

i,j=1

(

n
∑

k=1

Ai,k, Bk,j

)2

.

11



On utilise maintenant l'inégalité de Cauhy-Shwarz sur l'espae eulidien hanituel Rn munide fait du produit salaire habituel.Fixons deux indies i et j entre 1 et n. On pose le veteur :
u = (Ai,k)16k6net le veteur :
v = (Bk,j)16k6n.On en déduit par l'inégalité de Cauhy-Shwarz :

(

n
∑

k=1

Ai,k, Bk,j

)2

= (u | v)2 6
(

n
∑

r=1

(Ai,r)
2

)

×
(

n
∑

s=1

(Bs,j)
2

)

.Par onséquent,
‖AB‖22 6

n
∑

i,j=1

(

n
∑

r=1

(Ai,r)
2

)

×
(

n
∑

s=1

(Bs,j)
2

)

=

(

n
∑

i,r=1

(Ai,r)
2

)

×
(

n
∑

j,s=1

(Bs,j)
2

)

= ‖A‖22 × ‖B‖22.On obtient e qu'il faut en prenant la raine arrée roissante sur [0,+∞[.En e qui onerne l'exemple 3, on propose trois normes et on souhaite véri�er s'il s'agit d'unenorme eulidienne. Autrement dit, si N : E −→ R est une norme, la question qui se pose est :� existe-t-il un produit salaire (· | ·) sur E tel que :
∀x ∈ E, ‖x‖ =

√

(x | x) ? �On peut éventuellement utiliser des identités de polarisation. On va plut�t tester l'égalité dansl'inégalité triangulaire...Les trois normes ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 et ‖ · ‖∞ portent des notations o�ielles sur l'espae Rn.Véri�ons par exemple que ‖ · ‖∞ est une norme.Premièrement, pour tout x = (x1, · · · , xn), la quantité max{|xi| ; 1 6 i 6 n} est bien positive.Ensuite, si λ est un salaire, en notant |xi| = ‖x‖∞, alors le nombre |λ xi| sera la omposantemaximale en module dans le veteur λ · x, d'où :
‖λ · x‖∞ = |λ| · ‖x‖∞.Ensuite, si ‖x‖∞ = 0, alors pour tout entier i entre 1 et n,

|xi| 6 0,don xi = 0 et x est le veteur nul. 12



De plus, si x et y sont dans Rn, pour tout entier i entre 1 et n, en utilisant l'inégalité triangulairesur R :
|xi + yi| 6 |xi|+ |yi| 6 ‖x‖∞ + ‖y‖∞.Cei étant valable pour tout indie i, alors :

‖x+ y‖∞ 6 ‖x‖∞ + ‖y‖∞.A priori, il est plus ompliqué de montrer que la norme ‖ · ‖2 est une norme sur Rn. Onremarque � on ommene à avoir l'habitude � que la norme ‖ · ‖2 est la norme eulidienneassoiée au produit salaire habituel sur Rn.Lorsque n = 1, ette norme eulidienne oïnide ave la valeur absolue et lorsque n = 1, lestrois normes proposées dans l'exemple 3 sont les mêmes, don e sont des normes eulidiennesdans e as.On pourrait véri�er que ‖ · ‖1 est bien une norme : 'est faile à faire.On va montrer que lorsque l'entier n est supérieur ou égal à 2, alors les normes ‖ · ‖1 et ‖ · ‖∞ne sont pas eulidiennes.Pour la norme ‖ · ‖1, prenons la base anonique (e1, · · · , en) de Rn. On onstate que :
‖e1 + e2‖1 = 1 + 1 = 2 = ‖e1‖1 + ‖e2‖1.On a égalité dans l'inégalité triangulaire et pourtant les deux veteurs e1 et e2 ne sont pasolinéaires de même sens. La norme ‖ · ‖1 ne peut être une norme eulidienne.Pour la norme ‖ · ‖∞, on onstate par exemple que :
‖2 e1 + e2‖∞ = 2 = ‖e1 + e2‖∞ + ‖e1‖∞.On a égalité dans l'inégalité triangulaire et pourtant les deux veteurs e1 + e2 et e1 ne sonttoujours pas olinéaires de même sens. La norme ‖ · ‖∞ ne peut pas non plus être une normeeulidienne.Les familles orthonormales et les bases orthonor-malesDans la suite, si E est un espae muni d'un produit salaire, on dit qu'un veteur u ∈ E estunitaire lorsque ‖u‖ = 1, où ‖ · ‖ est la norme eulidienne assoiée au produit salaire sur E.On dit que deux veteurs u et v sont orthogonaux si leur produit salaire est nul. On peutnoter alors en abgrégé : � u⊥v �.Une remarque sur le mot � unitaire � que l'on onnaît également pour les polyn�mes : problème,e mot ne désigne pas toujours la même hose. Par exemple, dans l'espae préhilbertien E =

R[X ] muni du produit salaire :
(P,Q) 7−→

∫ 3

0

P (t) Q(t) dt,le polyn�me P (X) = X est un polyn�me unitaire dans le sens où son oe�ient dominantvaut 1, mais la norme de e veteur P (X) vaut :
‖P (X)‖ =

√

∫ 3

0

t2 dt =
√
9 = 3,13



qui ne vaut pas 1. Dans ette situation, on fera bien attention à se rendre intelligible ar lemot � unitaire � peut signi�er deux hoses di�érentes. En général, les hoses se passent assezbien et ette situation est assez peu ourante.La dé�nition d'une famille orthogonale est assez intuitive.Une famille orthonormale (en abgrégé une f.o.n.) est une famille orthogonale à veteurs uni-taires.Soit F = (xi)i∈I une famille orthonormale (ii quelonque, pas forément �nie).Soit n
∑

k=1

λk · xik = 0E une ombinaison linéaire nulle entre les veteurs de la famille F .Fixons un entier j entre 1 et n. On e�etue le produit salaire par le veteur xij dans laombinaison linéaire nulle. Voii e que ela donne :
0R = (0E | xij )

=

(

n
∑

k=1

λk · xik | xij

)

=
n
∑

k=1

λk · (xik | xij )

=
n
∑

k=1

λk · δik ,ij

= λj .On en déduit que haque salaire λj est nul et don que la famille F est libre. On a ii utiliséla linéarité du produit salaire par rapport à la première variable. On aurait pu aussi e�etuerdès le départ le produit salaire ave le veteur xij à gauhe et utiliser la linéarité du produitsalaire par rapport à la seonde variable.On remarque que la démonstration préédente montre la hose suivante : toute famille ortho-gonale omposée de veteurs non nuls est toujours libre.Traitons maintenant l'exemple 4 qui vous rappelle peut-être les séries de Fourier si vous enavez fait en Physique...On montre déjà que la formule proposée donne bien un produit salaire sur l'espae E desfontions f : R −→ R ontinues et 2π-périodiques ('est bien un R-espae vetoriel).La symétrie ne fait auun doute et la linéarité de l'intégrale nous indique immédiatement quela formule proposée est linéaire par rapport à la première variable. Par symétrie, la formuleproposée est bilinéaire.Ensuite la quantité 1

2π

∫ 1

0

(f(t))2 dt est toujours positive et si ette quantité est nulle, lethéorème aux quatre hypothèses s'applique et la fontion f est nulle sur l'intervalle [0, 2π].Comme la fontion f est 2π-périodique, alors la fontion f déjà nulle sur la période [0, 2π] esten fait nulle partout.On note la famille F =
(

cn;n ∈ N; sn;n ∈ N∗

).14



On va montrer que la famille F est orthogonale à veteurs non nuls : elle sera don libre.Détaillons déjà le alul de (ck | cℓ), lorsque k 6= ℓ dans N, puis (sk | sℓ), lorsque k 6= ℓ dans
N∗ et en�n (ck | sℓ), lorsque k ∈ N et ℓ ∈ N∗.Fixons k 6= ℓ dans N. On utilise la formule :

cos a · cos b = cos(a− b) + cos(a + b)

2
.Ainsi,

(ck | cℓ) =
1

2π

∫ 2π

0

cos(kt) cos(ℓt) dt

=
1

2π

∫ 2π

0

cos((k − ℓ)t) + cos((k + ℓ)t)

2
dt

=
1

4π

[

sin((k − ℓ)t)

k − ℓ
+

sin((k + ℓ)t)

k + ℓ

]2π

0

, ar k − ℓ 6= 0 et k + ℓ 6= 0

= 0.De même, �xons k 6= ℓ dans N∗. On utilise la formule :
sin a · sin b = cos(a− b)− cos(a + b)

2
.Ainsi,

(sk | sℓ) =
1

2π

∫ 2π

0

sin(kt) sin(ℓt) dt

=
1

2π

∫ 2π

0

cos((k − ℓ)t)− cos((k + ℓ)t)

2
dt

=
1

4π

[

sin((k − ℓ)t)

k − ℓ
− sin((k + ℓ)t)

k + ℓ

]2π

0

, ar k − ℓ 6= 0 et k + ℓ 6= 0

= 0.En�n, �xons deux entiers k ∈ N et ℓ dans N∗ pas forément di�érents.On utilise la formule :
cos a · sin b = sin(a+ b)− sin(a− b)

2
.Ainsi,

(ck | sℓ) =
1

2π

∫ 2π

0

cos(kt) sin(ℓt) dt

=
1

2π

∫ 2π

0

sin((k + ℓ)t)− sin((k − ℓ)t)

2
dt

=
1

4π

[

cos((k − ℓ)t)

k − ℓ
− cos((k + ℓ)t)

k + ℓ

]2π

0

, si k − ℓ 6= 0 et ar k + ℓ 6= 0

= 0. 15



Lorsque k = ℓ, le alul donne la même hose ar sin((k − ℓ)t) = 0.On déouvre que la famille F est une famille orthogonale à veteurs non nuls : ette familleest libre.Pour information, en utilisant cos2 θ =
1 + cos(2θ)

2
et sin2 θ =

1− cos(2θ)

2
, on obtient tousaluls faits :

‖c0‖ = 1 et pour tout k ∈ N∗, ‖ck‖ = ‖sk‖ = 1√
2
.Le proédé d'orthonormalisation de Gram-Shmidt qui est détaillé ensuite est très importantdans e hapitre. Examinons ela de plus près.Donnons-nous une famille libre �nie (u1, · · · , up) dans un espae préhilbertien E. Le pro-édé d'orthonormalisation va permettre de onstruire expliitement une famille orthonormale

(e1, · · · , ep) ave ertaines onditions, à savoir :
• pour tout k entre 1 et p, les espaes vetoriels engendrés par u1, · · · , uk d'une part et
e1, · · · , ek d'autre part sont les mêmes
• pour tout entier k entre 1 et p, le produit salaire (ek | uk) est stritement positif.Cette dernière ondition est là pour garantir l'uniité.La onstrution expliite �gure dans la méthode. C'est un proédé de onstrution par réur-rene.Détaillons ette onstrution.Le veteur u1 est non nul, ar il fait partie d'une famille libre. En divisant le veteur u1 par sanorme stritement positive, alors le veteur e1 ainsi obtenu est assurément unitaire et olinéairede même sens que u1 : Vect(e1) = Vect(u1) et (e1 | u1) = ‖u1‖ > 0.Supposons les veteurs e1, · · · , ek onstruits et répondant aux onditions requises.On pose le veteur :

vk+1 = uk+1 −
k
∑

j=1

(uk+1 | ej) · ej .D'une part, le veteur k
∑

j=1

(uk+1 | ej) · ej appartient à Vect(e1, · · · , ek) = Vect(u1, · · · , uk) etomme la famille (u1, · · · , up) est libre, il est impossible que le veteur uk+1 appartienne àl'espae Vect(u1, · · · , uk) : le veteur vk+1 n'est pas le veteur nul.Ensuite, le veteur vk+1 appartient lairement à Vect(u1, · · · , uk, uk+1).Si i est un entier entre 1 et k, alors :
(vk+1 | ei) =

(

uk+1 −
k
∑

j=1

(uk+1 | ej) · ej | ei
)

= (uk+1 | ei)−
k
∑

j=1

(uk+1 | ej) · (ej | ei)

= (uk+1 | ei)−
k
∑

j=1

(uk+1 | ej) · δi,j

= (uk+1 | ei)− (uk+1 | ei) = 0.16



Le veteur vk+1 est orthogonal aux veteurs e1, · · · , ek.Le veteur non nul vk+1 n'est pas forément unitaire. En le divisant par sa norme stritementpositive, on obtient le veteur ek+1 qui est unitaire. Le veteur ek+1 reste orthogonal auxveteurs e1, · · · , ek, don la famille (e1, · · · , ek, ek+1) est bien une famille orthonormale.Par ailleurs, on peut érire :
Vect(e1, · · · , ek, ek+1) = Vect(e1, · · · , ek, vk+1) ⊂ Vect(u1, · · · , uk+1),et par l'égalité des dimensions �nies (égales à k + 1), on a égalité des espaes.En�n, on teste la strite positivité du produit salaire (ek+1 | uk+1) :

(ek+1 | uk+1) =

(

ek+1 | vk+1 +

k
∑

j=1

(uk+1 | ej) · ej
)

= (ek+1 | vk+1) +

k
∑

j=1

(uk+1 | ej) · (ek+1 | ej)

= (ek+1 | vk+1) +

k
∑

j=1

(uk+1 | ej) · 0R

= (ek+1 | vk+1)

= (ek+1 | ‖vk+1‖ · ek+1)

= ‖vk+1‖ > 0.Le proédé de onstrution utilise réursivement les veteurs ei déjà alulés préédemment.Il reste à terminer la démonstration du théorème 1 en prouvant l'uniité d'une telle famille, laonstrution garantissant son existene.Soit (ε1, · · · , εp) une famille orthonormée telle que pour tout entier k entre 1 et p, alors :
Vect(ε1, · · · , εk) = Vect(u1, · · · , uk) et (εk | uk) > 0.On va montrer par réurrene forte sur l'entier k que :

εk = ek,où les veteurs ek sont deux qui ont été onstruits par la méthode.
• Lorsque k = 1, omme Vect(ε1) = Vect(u1) et (ε1 | u1) > 0, alors le veteur ε1 est olinéairede même sens que le veteur u1. De même, le veteur e1 est olinéaire de même sens que leveteur u1.Les deux veteurs ε1 et e1 sont olinéaires de même sens et omme ils sont unitaires, alors ilssont égaux.
• Supposons que pour tout i entre 1 et k, on ait :

εi = ei.Alors, omme εk+1 appartient à Vect(ε1, · · · , εk+1) = Vect(u1, · · · , uk+1) = Vect(u1, · · · , uk) +
Vect(uk+1) = Vect(ε1, · · · , εk) + Vect(uk+1), on peut érire :

εk+1 = α · uk+1 +

k
∑

j=1

βj · εj.17



On e�etue le produit salaire ave εi, où i est un entier entre 1 et k, e qui donne :
0 = (εk+1 | εi)

=

(

α · uk+1 +

k
∑

j=1

βj · εj | εi
)

= α · (uk+1 | εi) + βi,don :
βi = −α · (uk+1 | εi) = −α · (uk+1 | ei),et �nalement :

εk+1 = α ·
(

uk+1 −
k
∑

j=1

(uk+1 | ej) · ej
)

= α · vk+1 = (α · ‖vk+1‖) · ek+1.Les veteurs εk+1 et ek+1 sont olinéaires, de même norme, don :
εk+1 = ± ek+1.Il reste à montrer que le salaire α est positif, e qui montrera que εk+1 = ek+1 et ahèveral'uniité par réurrene forte.Or, on sait que (εk+1 | uk+1) > 0. Ce produit salaire vaut :

(εk+1 | uk+1) =

(

εk+1 |
1

α
· εk+1 +

k
∑

j=1

(uk+1 | εi) · εi
)

=
1

α
.Le oe�ient de olinéarité α · ‖vk+1‖ entre les veteurs unitaires εk+1 et ek+1 est positif : eoe�ient de olinéarité vaut 1 et εk+1 = ek+1.Voii e qu'il faut retenir sur e proédé d'orthonormalisation :

• pour les exeries plut�t théoriques : l'énoné du théorème 1
• pour les exeries plut�t pratiques : le proédé de onstrution de la méthode. Ce qu'ilfaut savoir sur ette méthode est que les aluls pratiques sont en général assez pénibles,ave inexorablement des raines arrées désagréables qui bourgeonnent dans les aluls.De plus, omme le proédé de onstrution est réursif, dès qu'une erreur de alulapparaît, elle se propage irrémédiablement sur les veteurs suivants.Bien qu'il faille avoir en mémoire es deux points, le premier point est souvent plus utile. Onaura l'oasion de l'expérimenter à travers les exeries...On va en déduire des résultats très importants, via le orollaire 2.Démontrons l'existene de bases orthonormales dans n'importe quel espae eulidien.Soit E un espae eulidien, 'est-à-dire un R-espae vetoriel de dimension �nie p, et espaeétant muni d'un produit salaire. 18



On sait que l'espae E admet au moins une base B = (u1, · · · , up). La familleB est une famillelibre. On peut orthonormaliser ette famille libre en une famille orthonormale (e1, · · · , ep) = Cde l'espae E.Or, ette famille orthonormale C omporte p = dim(E) veteurs : il s'agit d'une base ortho-normale de E (en abrégé : b.o.n.).Pour le seond point du orollaire 2, onsidérons une famille orthonormale F = (e1, · · · , er)dans l'espae E. La famille F est une famille libre dans E. Par le théorème de la baseinomplète, on peut ompléter ette famille F en une base :
B = (F , χ1, · · · , χs)ave r + s = p.La famille B est une base. On peut l'orthonormaliser par le proédé de Gram-Shmidt. Celadonne une famille orthonormale :

D = (ε1, · · · , εr, θ1, · · · , θs).On va montrer que pour tout k ∈ J1, rK,
εk = ek.Considérons la famille :

E = (e1, · · · , er, θ1, · · · , θs).Soyez attentifs à e qui va suivre. On va montrer que les familles D et E sont égales enexploitant l'uniité de la famille orthonormalisée. Autrement dit, on va montrer que la famille
E est la famille obtenue à partir de la famille B après l'avoir orthonormalisée par le proédéde Gram-Shmidt.
⊲ Premièrement, la famille E est orthonormale.En e�et si i et j sont deux indies entre 1 et r, alors

(ei | ej) = δi,j.Si i et j sont deux indies entre 1 et s, alors :
(θi | θj) = δi,j.En�n, si i ∈ J1, rK et j ∈ J1, sK, alors par onstrution de la famille D , on sait que :

Vect(ε1, · · · , εr) = Vect(F ) = Vect(e1, · · · , er).On peut érire :
ei =

r
∑

k=1

λk · εk.

19



Par onséquent,
(ei | θj) =

(

r
∑

k=1

λk · εk | θj
)

=

r
∑

k=1

λk · (εk | θj)

=
r
∑

k=1

λk · 0R

= 0R.

⊲ Deuxièmement on montre que pour tout k ∈ J1, rK,
Vect(e1, · · · , ek) = Vect(ε1, · · · , εk).En e�et, ela provient diretement du fait que la famille D est la famille orthonormalisée issuede B.Ensuite, on montre que si ℓ ∈ J1, sK,

Vect(e1, · · · , ek, χ1, · · · , χℓ) = Vect(ε1, · · · , εk, θ1, · · · , θℓ).En e�et,
Vect(e1, · · · , er, θ1, · · · , θℓ) = Vect(e1, · · · , er) + Vect(θ1, · · · , θℓ)

= Vect(ε1, · · · , εr) + Vect(θ1, · · · , θℓ), par onstrution de D

= Vect(ε1, · · · , εr, θ1, · · · , θℓ)
= Vect(e1, · · · , er, χ1, · · · , χℓ), par onstrution de D

⊲ Il reste à montrer que pour tout i ∈ J1, rK, (ei | ei) > 0, e qui est vrai ar (ei | ei) = 1 > 0et que pour tout j ∈ J1, sK, (θj | χj) > 0, e qui est le as par onstrution de la familleorthonormalisée D .Résultat des ourses, la famille E est exatement la famille orthonormalisée par Gram-Shmidtonstruite à partir de la famille libre B. Cette famille est égale à D .Conlusion, la famille E est une base orthonormale qui omplète la famille orthonormale Fde départ.On verra un peu plus tard l'importane des bases orthonormales...Traitons l'exemple 5, qui donne deux appliations de e proédé d'orthonormalisation.
• Le premier point est du alul. On applique la méthode :
−→ on pose F = (u1, u2, u3) la famille proposée ; on notera B = (ε1, ε2, ε3) la familleorthonormale obtenue après orthonormalisation ;20



−→ le premier veteur vaut :
ε1 =

u1

‖u1‖
=

1√
2
· (1, 1, 0).

−→ pour le deuxième veteur, on pose :
v2 = u2 − (u2 | ε1) · ε1 = u2 −

1

2
· (u2 | u1) · u1

= u2 −
1

2
· u1

=
1

2
· (1,−1, 2).Le deuxième veteur ε2 vaut don :

ε2 =
v2
‖v2‖

=
(1,−1, 2)
‖(1,−1, 2)‖ =

1√
6
· (1,−1, 2).

−→ pour le troisième veteur, on pose :
v3 = u3 − (u3 | ε1) · ε1 − (u3 | ε2) · ε2

= u3 −
1

2
(u3 | u1) · u1 −

1

6
(u3 | (1,−1, 2)) · (1,−1, 2)

= (0, 1, 1)− 1

2
· (1, 1, 0)− 1

6
· (1,−1, 2)

=
1

6
· (−4, 4, 4) = 2

3
· (−1, 1, 1).On obtient ainsi le veteur ε3 :

ε3 =
v3
‖v3‖

=
(−1, 1, 1)
‖(−1, 1, 1)‖ =

1√
3
· (−1, 1, 1).Ouvrons une parenthèse hors programme en Mathématiques et parlons du produit vetoriel.Si u = (a, b, c) et v = (α, β, γ) sont deux veteurs dans R3, on dé�nit le produit vetoriel :

w = u ∧ vomme le veteur :
w =

(

b γ − c β, c α− a γ, a β − b α
)

.Ce veteur est géométriquement dé�ni de la façon suivante : si u et v sont olinéaires, alors leproduit vetoriel w est nul. Si la famille (u, v) est libre, alors le produit vetoriel est non nul.Le produit vetoriel w est le seul veteur à la fois orthogonal aux veteurs u et v de telle sorteque la base (u, v, w) soit direte, autrement dit de telle sorte que le déterminant detBc
(u, v, w)selon la base anonique soit stritement positif et pour �nir tel que la norme du veteur w soitégale à :

‖w‖ = ‖u‖ · ‖v‖ · | sin θ|,21



où θ est l'angle géométrique entre les veteurs u et v dans le plan vetoriel Vect(u, v).Comme vous manipulez beauoup de produit vetoriel en SI et bient�t en Physique életro-magnétique, il n'est pas très oûteux d'avoir es notions en tête.Voyons omment e produit vetoriel peut alléger les aluls du veteur ε3 plus haut.On repart du alul de ε3.La famille (ε1, ε2, ε3) doit être une base orthonormale. Par onséquent,
ε3 = ± ε1 ∧ ε2.Or, on a alulé les veteurs ε1 et ε2, e qui donne :

ε1 ∧ ε2 =
1√
12
· (2,−2,−2) = 1√

3
(1,−1,−1).Pour savoir si ε3 vaut e veteur ou son opposé, il su�t de aluler le produit salaire entre leveteur u3 et le veteur ε1 ∧ ε2. Comme on doit avoir (u3 | ε3) stritement positif, ela nousindiquera le signe.Or,

(

u3 |
1√
3
(1,−1,−1)

)

=
1√
3

(

(0, 1, 1) | (1,−1,−1)
)

= − 2√
3
< 0.Conlusion, il faut retenir le signe moins et :

ε3 = − ε1 ∧ ε2 =
1√
3
(−1, 1, 1).On retrouve le même résultat qu'avant ave un peu plus d'e�aité.

• Traitons maintenant le deuxième point de l'exemple 5. Ce point onerne les polyn�mesorthogonaux et il est bien de retenir les idées qui vont suivre.1. La fontionΦ dé�nie dans ette question est lairement symétrique et linéaire par rapportà la première variable, don bilinéaire.Si P (X) est un polyn�me dans R[X ], alors :
Φ(P, P ) =

∫ b

a

P 2 × ω.Par hypothèse sur l'appliation ω, l'intégrande P 2×ω est positive sur [a, b], don l'inté-grale est positive.En outre, si P (X) est un polyn�me dans R[X ] tel que Φ(P, P ) = 0, alors on peutappliquer le théorème aux quatre hypothèses : a < b, l'intégrale t 7−→ (P (t))2 · ω(t) estontinue, positive et d'intégrale nulle sur [a, b]. L'intégrande est nulle, don pour tout
t ∈ [a, b],

(P (t))2 · ω(t) = 0.La fontion ω n'est pas la fontion nulle. Il existe t0 ∈ [a, b] tel que ω(t0) 6= 0. Parontinuité de la fontion ω, en prenant ε = |ω(t0)|
2

> 0, il existe η > 0 tel que :
∀t ∈ [a, b], |t− t0| 6 η =⇒

∣

∣

∣
ω(t)− ω(t0)

∣

∣

∣
6 ε, don |ω(t)| > |ω(t0)| − ε =

|ω(t0)|
2

> 0.22



L'intervalle I = [a, b]∩ [t0−η, t0+η] est de longueur stritement positive, don est in�ni.Sur l'intervalle I, on peut érire :
∀t ∈ I, ω(t) 6= 0, don (P (t))2 = 0, puis P (t) = 0.On déouvre que le polyn�me P (X) admet au moins tous les éléments de l'ensemble Iomme raines, e qui en fait une in�nité : le polyn�me P (X) est le polyn�me.On retrouve les deux arguments lassiques du théorème aux quatre hypothèses et le faitque seul le polyn�me nul admet une in�nité de raines.2. Fixons un entier N ∈ N. Dans l'espae eulidien RN [X ] muni du produit salaire del'énoné, on onsidère la base anonique F = (1, X, · · · , XN).On orthonormalise ette famille libre F par le proédé d'orthonormalisation de Gram-Shmidt, e qui donne une famille orthonormée B = (P0, · · · , PN) de RN [X ].On sait que pour tout k ∈ J0, NK :

Vect(1, X, · · · , Xk) = Vect(P0, P1, · · · , Pk).On va montrer que pour tout entier k entre 0 et N ,
deg(Pk) = k.

⊲ Si k = 0, on sait que Vect(1) = R0[X ] = Vect(P0), e qui impose au polyn�me P0(X)d'être onstant non nul : deg(P0) = 0.
⊲ Supposons que pour tout entier j entre 0 et k, alors :

deg(Pj) = j.

⊲ On sait alors que :
Rk+1[X ] = Vect(1, · · · , Xk, Xk+1)

= Vect(P0, · · · , Pk, Pk+1)

= Vect(P0, · · · , Pk) + Vect(Pk+1)

= Vect(1, · · · , Xk) + Vect(Pk+1)

= Rk[X ] + Vect(Pk+1).Par onséquent, le veteur Pk+1(X) doit appartenir à Rk+1[X ] \ Rk[X ], e qui signi�eque le polyn�me Pk+1(X) est exatement de degré k + 1.Il reste à montrer que tout e que l'on a fait ne dépend pas de l'entier N .Si l'on onsidère la famille libre (1, X, · · · , XN+1) dans RN+1[X ] et qu'on l'orthonorma-lise selon l'orthonormalisation de Gram-Shmidt, on obtient une famille orthonormale
(Q0, · · · , QN , QN+1) de RN+1[X ].La onstrution des veteurs Q0, · · · , QN est identique à elle des veteurs P0, · · · , PN ,dont la onstrution ne dépend que des veteurs initiaux 1, · · · , XN : pour tout entier kentre 0 et N ,

Pk(X) = Qk(X).23



On en déduit que l'on peut onstruire par réurrene une suite (Pn)n∈N de polyn�mes enrajoutant à la onstrution de la famille �nie déjà onstruite (P0, · · · , PN) orthonormale,un veteur PN+1 de telle sorte que la famille omplétée (P0, · · · , PN , PN+1) reste unefamille orthonormale.On en déduit que la famille (Pn)n∈N est une famille qui répond aux onditions requises : si
k est un entier naturel, alors le polyn�me Pk(X) qui fait partie de la famille (P0, · · · , Pk)véri�e :

deg(Pk) = k.De plus, si i 6= j sont deux entiers, on trouve un entier N supérieur à la fois aux entiers
i et j. Les deux polyn�mes Pi(X) et Pj(X) font partie de la même famille orthonormale
(P0, · · · , PN), e qui autorise à érire :

(Pi | Pj) = δi,j.En onlusion, la famille (Pn)n∈N est à degrés éhelonnés, don onstitue une famillelibre.De plus, si Q ∈ R[X ], on trouve un entier N tel que N > deg(Q). Par onséquent,
Q(X) ∈ RN [X ] = Vect(P0, · · · , PN).En dé�nitive, le polyn�me Q(X) est une ombinaison linéaire des veteurs de la famille

(Pk)06k6N , don des veteurs de la famille (Pn)n∈N.Remarque : dans la rédation de ette question, il y a sûrement un peu trop de détails...Cela ne fait pas de mal...3. On a déjà vu le raisonnement qui va suivre.Fixons un entier n dans N.Si n = 0, alors P0 est bien sindé à raines simples, ave auune raine.Dans la suite, on se plae dans le as où n > 1.On pose la fatorisation de Pn(X) :
Pn(X) = ξ

r
∏

k=1

(X − λk)
αk ×Q(X),où λ1, · · · , λr sont les raines réelles de Pn(X), α1, · · · , αr sont leur multipliité dans

N∗ et le polyn�me Q(X) produit de fateurs irrédutibles de degré 2 n'admettant donauune raine réelle.Faisons un dessin, pour y voir plus lair :

24



b b

a b

y = Pn(x)

y = R(x)

On a traé en rouge la ourbe y = Pn(x). On ne va retenir que les raines λ du polyn�me
Pn(X) telles que λ ∈]a, b[ et la multipliité de la raine λ dans le polyn�me Pn(X) est impaire.Il s'agit en fait des absisses où la fontion t 7−→ Pn(t) hange de signe sur l'intervalle ]a, b[.On note A l'ensemble de es raines. Sur le shéma i-dessus, le polyn�me Pn(X) admet desraines hors de ]a, b[, que l'on ne prend pas en ompte. Le polyn�me Pn(X) admet une rainede multipliité paire : on a en ette raine une annulation mais la fontion garde le même signeloalement en ette raine. On ne la prend pas en ompte non plus.On pose alors le polyn�me :

R(X) =
∏

λ∈A

(X − λ).Vous avez en bleu la ourbe y = R(x).Lorsque l'on regarde les deux ourbes uniquement sur l'intervalle ]a, b[, alors les deux ourbeshangent de signe aux mêmes absisses. Le produit t 7−→ Pn(t) · R(t) garde don un signeonstant sur ]a, b[, don sur [a, b], par ontinuité.Par le théorème aux quatre hypothèses, omme la fontion g : t 7−→ P (t) · R(t) · ω(t) n'estpas la fontion nulle � on rappelle que la fontion ω(·) ne s'annule pas sur une partie in�niede [a, b], don il est impossible que sur et ensemble in�ni, la fontion polynomiale non nulle
t 7−→ Pn(t) · R(t) soit tout le temps nulle, omme a < b, omme la fontion g est ontinue etgarde un signe onstant, alors l'intégrale ∫ b

a

g(t) dt n'est pas nulle.On vient de montrer que le produit salaire :
(Pn(X) | R(X))est non nul.Il est manifeste que le polyn�me R(X) divise le polyn�me Pn(X), don le polyn�me R(X) estde degré inférieur à deg(Pn) = n. 25



Imaginons un instant que les deux polyn�mes R(X) et Pn(X) soient di�érents. Dans e as,
deg(R) < deg(Pn), ou enore :

R(X) ∈ Rn−1[X ] = Vect(P0, · · · , Pn−1).On pose alors :
R(X) =

n−1
∑

j=0

αj · Pj(X).On e�etue le produit salaire entre R(X) et Pn(X), e qui donne par linéarité du produitsalaire par rapport à la première variable :
(R(X) | Pn(X)) =

(

n−1
∑

j=0

αj · Pj(X) | Pn(X)

)

=

n−1
∑

j=0

αj · (Pj(X) | Pn(X))

=
n−1
∑

j=0

αj · 0R, ar si j < n, Pj(X)⊥Pn(X)

= 0R.On obtient alors une ontradition.En de�nitive, les deux polyn�mes Pn(X) et R(X) sont égaux et on obtient alors tout immé-diatement puisque le polyn�me R(X) est sindé à raines simples à raines dans ]a, b[.Nous allons voir dans ette setion l'importane des bases orthonormales dans un espaeeulidien.La propriété 5 nous dit qu'il est très faile de aluler le produit salaire entre deux veteursen fontion des oordonnées dans une base orthonormée, ainsi que la norme de tout veteur.En e�et, ave les notations qui sont proposées, on obtient :
(x | y) =

(

n
∑

i=1

xi · ei |
n
∑

j=1

yj · ej
)

=

n
∑

i,j=1

xi · yj · (ei | ej) [produit salaire bilinéaire℄
=

n
∑

i,j=1

xi · yj · δi,j [famille orthonormale℄
=

n
∑

i=1

xi · yi.En prenant y = x, alors :
‖x‖2 = (x | x) =

n
∑

i=1

xi · xi =

n
∑

i=1

x2
i .26



On peut voir à travers ette égalité une généralisation du théorème de Pythagore, ii endimension n, dans un hypertriangle retangle...On dé�nit maintenant l'orthogonal d'une partie A non vide, où la partie A n'est pas forémentun sous-espae vetoriel de E. L'ensemble A⊥ est l'ensemble des veteurs x ∈ E qui sontorthogonaux à tout veteur a de A.On démontre tranquillement la propriété 6.
• On a lairement A⊥ ⊂ E. Ensuite, le veteur nul étant orthogonal à tout veteur de E esten partiulier orthogonal à tout veteur de A :

0E ∈ A⊥.En�n, si x et y sont dans A⊥ et si λ est un salaire réel, �xons un veteur a dans la partie A.On peut alors érire :
(λ · x+ y | a) = λ · (x | a) + (y | a) [linéarité première variable℄

= λ · 0R + 0R , ar x⊥a et y⊥a
= 0R.Résultat des ourses, le veteur λ · x+ y est orthogonal à tout veteur a de A :

λ · x+ y ∈ A⊥.

• Soit F un sous-espae de E. On onsidère une base orthonormale de F . On peut rappelerqu'une telle base orthonormale existe. Pour e faire, il su�t de onsidère une base (u1, · · · , ur)de F , puis de l'orthonormaliser par Gram-Shmidt, pour donner une famille orthonormale
(e1, · · · , er). On sait que :

F = Vect(u1, · · · , ur) = Vect(e1, · · · , er).La famille (e1, · · · , er) est par onséquent une base orthonormale de F .On peut ompléter ette base orthonormale (e1, · · · , er) en une base orthonormale
(e1, · · · , er, ε1, · · · , εs)de l'espae eulidien E.On pose :
G = Vect(ε1, · · · , εs).On va montrer que G = F⊥.En e�et, si x ∈ G, on pose :

x =
s
∑

j=1

αj · εj.Soit y un veteur de F . On pose :
y =

r
∑

i=1

βi · ei.27



On en déduit :
(y | x) =

(

r
∑

i=1

βi · ei |
s
∑

j=1

αj · εj
)

=

r
∑

i=1

s
∑

j=1

βi · αj · (ei | εj)

=
r
∑

i=1

s
∑

j=1

βi · αj · 0R

= 0R.On vient de montrer que tout veteur de G est orthogonal à tout veteur de F :
G ⊂ F⊥.Ensuite, omme F +G = E et que G ⊂ F⊥, alors :

F + F⊥ = E.Soit x dans l'intersetion F ∩F⊥. Alors, omme x ∈ F⊥, alors x est orthogonal à tout veteurde F , en partiulier le veteur x est orthogonal à lui-même ar x appartient aussi à F . Ainsi,
(x | x) = 0R, don x = 0E.Conlusion, on a bien F ⊕F⊥ = E. En prime, les espaes F⊥ et G sont deux supplémentairesde l'espae F :

dim(F⊥) = dim(E)− dim(F ) = dim(G).L'inlusion G ⊂ F⊥ ouplée à l'égalité des dimensions �nies donne l'égalité :
G = F⊥.Ensuite, si x est un veteur de F , alors si y ∈ F⊥, on en déduit :

(y | x) = 0,don (x | y) = 0 et don on apprend que le veteur x est orthogonal à tout veteur de F⊥ : leveteur x appartient bien à l'espae (F⊥)⊥.Les espaes F et (F⊥)⊥ sont deux supplémentaires de l'espae F⊥, don :
dim(F ) = dim((F⊥)⊥).L'inlusion ouplée à l'égalité des dimensions �nies nous donne l'égalité :

F = (F⊥)⊥.Voii une représentation possible en dimension 3, lorsque F est un plan vetoriel :28



F

F⊥

• Soit B1 = (e1, · · · , er) une base orthonormale de F , soit B2 = (ε1, · · · , εs) une base ortho-normale de F⊥.Déjà, haque veteur e1, · · · , er, ε1, · · · , εs est unitaire.D'autre part, si i 6= j sont deux entiers di�érents entre 1 et r, alors les veteurs ei et ej sontorthogonaux.Si i et j sont deux entiers di�érents entre 1 et s, les veteurs εi et εj sont enore orthogonaux.Il reste à tester si haque veteur ek et orthogonal à haque veteur εℓ. Si k est un entier entre
1 et r et si ℓ est un entier entre 1 et s, omme εℓ appartient à F⊥ et que ek appartient à F ,alors es deux veteurs sont bien orthogonaux. La famille :

(B1,B2) = (e1, · · · , er, ε1, · · · , εs)est bien une famille orthogonale à veteurs unitaires, don une famille orthonormale.À retenir : lorsque l'on reolle deux bases orthonormales de deux sous-espaes orthogonaux Fet F⊥, on obtient une base orthonormale de l'espae E tout entier.
• Considérons maintenant une base orthonormale (e1, · · · , en) de E que l'on déoupe en deuxfamilles :

C1 = (e1, · · · , er) et C2 = (er+1, · · · , en).Il est lair que es deux sous-familles onstituent des familles orthonormales.On pose F = Vect(C1) et G = Vect(C2).Si x est dans F et si y est dans G, on peut poser :
x =

r
∑

i=1

ai · ei et y =

n
∑

j=r+1

bj · ej ,de sorte que :
(x | y) =

r
∑

i=1

n
∑

j=r+1

ai · bj · (ei | ej) = 0R.Ainsi, tout veteur de F est orthogonal à tout veteur de G, e qui se réérit au hoix :
F ⊂ G⊥ ou enore G ⊂ F⊥.29



L'espae G admet deux supplémentaires qui sont F et G⊥. On sait que F et G⊥ sont de mêmedimension �nie et on a une inlusion, don on a égalité.On peut reprendre le raisonnement préédent en intervertissant les r�les de F et de G, oualors on peut prendre l'orthogonal dans l'égalité :
F = G⊥,e qui donne :

F⊥ = (G⊥)⊥ = G.À retenir : lorsque l'on déoupe une base orthonormale d'un espae eulidien E en deux mor-eaux, les deux espaes engendrés par haque moreau onsituent deux espaes orthogonaux.Voii par exemple une représentation en dimension deux où l'on prend une base (e1, e2) or-thonormale du plan R2 que l'on déoupe en deux :
e1

e2 F
= Vec

t(e1
) =

Vec
t(e2

)⊥

G
= Vec

t(e2
) =

Vec
t(e1

)⊥
F ⊕G = R2

Passons à l'exemple 6.
• Si E est un espae muni d'un produit salaire, sans hypothèse sur la dimension �nie, il y ades hoses vues préédemment qui ne sont plus vraies.Si F est un sous-espae de E, pour tout x ∈ F et pour tout y ∈ F⊥, alors les veteurs x et ysont orthogonaux, e qui signi�e que le veteur x est orthogonal à tout veteur y dans F⊥ :

F ⊂ (F⊥)⊥.On sait que lorsque E est de dimension �nie, omme les espaes F et (F⊥)⊥ sont deuxsupplémentaires de l'espae F⊥, alors :
dim(F ) = dim(E)− dim(F⊥) = dim((F⊥)⊥).L'inlusion vue préédemment se transforme en égalité.Que se passe-t-il en dimension in�nie ? Une hose est sûre : on ne peut pas utiliser l'argumentpréédent. On va voir que l'on peut avoir F 6= (F⊥)⊥.30



Prenons l'espae E = C0([0, 1],R) des fontions ontinue f : [0, 1] −→ R, muni du produitsalaire :
(f, g) 7−→

∫ 1

0

f × g.Considérons l'espae :
F =

{

f ∈ E | f(0) = 0
}

.On remarque que F est un hyperplan ar 'est le noyau de la forme linéaire non nulle :
ϕ :

∣

∣

∣

∣

E −→ R

f 7−→ f(0)
.On va montrer que F⊥ = {0}.En e�et, soit f dans F⊥. La fontion g : t 7−→ t ·f(t) appartient à l'espae F , don les veteurs

f et g sont orthogonaux. Par onséquent,
∫ 1

0

f(t) g(t) dt = 0, don ∫ 1

0

t · f 2(t) dt = 0.On peut utiliser le théorème aux quatre hypothèses, e qui implique que l'intégrande t 7−→
t · f 2(t) est nulle. Pour tout t ∈]0, 1], on sait alors que f(t) = 0 et la fontion f est pourl'instant nulle sur ]0, 1].Or, f(0) = lim

t−→0+
f(t) = lim

t−→0+
0 = 0 : la fontion f est nulle sur [0, 1].Résultat des ourses, F⊥ = {0} et (F⊥)⊥ = {0}⊥ = E, ar tout veteur de E est orthogonalau veteur nul.On a don un ontre-exemple où :

F 6= E = (F⊥)⊥.On termine par l'exemple 7 onnu sous le théorème de Riesz.Soit E un espae eulidien de dimension n.On onsidère l'appliation :
Φ :

∣

∣

∣

∣

∣

E −→ L (E,R)

~u 7−→
(

x 7−→ (x | ~u)
)

.Cette appliation est bien dé�nie. En e�et, si ~u est dans E, omme le produit salaire estlinéaire par rapport à la première variable, alors l'appliation x 7−→ (x | ~u) est bien une formelinéaire de E vers R.Ensuite, l'appliation Φ est linéaire par linéarité du produit salaire par rapport à la seondevariable. On détaille un peu plus. Si ~u et ~v sont deux veteurs de E et si λ est un salaire réel,alors :
∀x ∈ E, Φ(λ · ~u+ ~v)(x) = (x | λ · ~u+ ~v)

= λ · (x | ~u) + (x | ~v)
=

(

λ · Φ(~u) + Φ(~v)
)

(x).31



Par onséquent, les formes linéaires Φ(λ · ~u+ ~v) et (λ · Φ(~u) + Φ(~v)
) sont égales.En�n, on montre que l'appliation linéaire Φ est injetive. En e�et, si ~u est dans le noyau

Ker(Φ), alors pour tout veteur x de E, on sait alors que :
(~u | x) = 0.En partiulier, ~u est orthogonal à lui-même don ~u est le veteur nul.En onlusion, omme les espaes E et L (E,R) sont de même dimension �nie, alors l'appli-ation Φ est un isomorphisme.On peut alors reonsidérer e que l'on doit montrer. Soit ϕ : E −→ R une forme linéaire. Ilexiste alors un seul veteur ~u ∈ E tel que :

∀x ∈ E, ϕ(x) = (x | ~u).Il s'agit du veteur :
~u = Φ−1(ϕ).Les endomorphismes orthogonauxSoit E un espae eulidien. Soit f ∈ L (E) un endomorphisme.On démontre l'équivalene entre les trois assertions suivantes :(1) pour tous veteurs x et y de E,

(f(x) | f(y)) = (x | y).(2) pour tout veteur x de E, on a l'égalité entre normes eulidiennes :
‖f(x)‖ = ‖x‖.(3) l'endomorphisme f transforme une base orthonormale en une base orthonormale.(1) =⇒ (2)Si le (1) est véri�é, alors pour tout veteur x de E,

‖f(x)‖2 = (f(x) | f(x)) = (x | x) = ‖x‖2,en utilisant l'hypothèse ave y = x. En prenant la raine arrée, omme tout est positif, onobtient le (2).(2) =⇒ (1)Si le (2) est véri�é, on utilise une identité de polarisation. Par exemple, si x et y sont deuxveteurs de E, alors :
(f(x) | f(y)) =

1

2

(

‖f(x) + f(y)‖2 − ‖f(x)‖2 − ‖f(y)‖2
)

=
1

2

(

‖f(x+ y)‖2 − ‖f(x)‖2 − ‖f(y)‖2
), ar f est linéaire

=
1

2

(

‖x+ y‖2 − ‖x‖2 − ‖y‖2
), par le (2)

= (x | y), par l'identité de polarisation.32



(1) =⇒ (3)Si le (1) est véri�é, soit B = (e1, · · · , en) une b.o.n. de E. Cette base B est transformée parl'endomorphisme f en la famille :
F = (f(e1), · · · , f(en)).Il est assez lair que pour tous indies i et j entre 1 et n,

(f(ei) | f(ej)) = (ei | ej) = δi,j.La famille F est une famille orthonormale à n = dim(E) veteurs, don est une b.o.n. de E.(3) =⇒ (2)Si le (3) est véri�é, il existe une b.o.n. B = (ε1, · · · , εn) de E telle que la famille G =
(f(ε1), · · · , f(εn)) soit enore une b.o.n. de E. On véri�e le (2) par le théorème de Pythagore.En e�et, pour tout veteur x de E, on pose :

x =

n
∑

i=1

xi · εi,de sorte que :
‖x‖2 =

n
∑

i=1

x2
i .D'autre part, omme l'appliation f est linéaire, alors :

f(x) =
n
∑

i=1

xi · f(εi).Toujours par le théorème de Pythagore utilisé ette fois-i dans la b.o.n. F , on obtient :
‖f(x)‖2 =

n
∑

i=1

x2
i = ‖x‖2.En prenant la raine arrée, omme tout est positif, on obtient le (2).On a ainsi prouvé toutes les impliations requises pour avoir l'équivalene entre les trois points.De plus, on remarque que si l'endomorphisme f transforme une b.o.n. en une autre b.o.n.,alors l'endomorphisme f transformera toute b.o.n. en une autre b.o.n. de E.La propriété 7 est alors assez immédiate.Premièrement, si f est endomorphisme orthogonal, alors f transforme une b.o.n. en une b.o.n.de E, don l'appliation linéaire f est un isomorphisme : f ∈ GL(E) et don l'ensemble O(E)de tous les endomorphismes orthogonaux sur E est inlus dans l'ensemble GL(E) de tous lesisomorphismes de E. Une autre manière de faire est de dire que si f est un endomorphismeorthogonal et si x ∈ Ker(f), alors f(x) = 0E, don :

‖x‖ = ‖f(x)‖ = ‖0E‖ = 0R.Par onséquent, le veteur x est le veteur nul et f est injetive puis surjetive par le théorèmedu rang et ar E est un espae de dimension �nie.33



On sait par ailleurs que l'ensemble GL(E) est un groupe pour la omposition, en fait unsous-groupe de l'ensemble S(E) de toutes les bijetions sur E, muni de la omposition.On va montrer que l'ensemble O(E) est un sous-groupe du groupe (GL(E), ◦).On vient d'expliquer l'inlusion :
O(E) ⊂ GL(E).Ensuite, l'appliation idE véri�e immédiatement le point (2) par exemple.En�n, si f et g sont dans O(E), le plus simple � et e que je vous onseille la plupart du tempsest de véri�er le point (2) pour véri�er qu'un endomorphisme est orthogonal � est de véri�erque l'endomorphisme f ◦ g−1 véri�e le point (2).Soit don x un veteur de E. On en déduit :

‖f ◦ g−1(x)‖ = ‖f(g−1(x))‖
= ‖g−1(x)‖, ar f ∈ O(E) et (2)
= ‖g(g−1(x))‖, ar g ∈ O(E) et (2)
= ‖x‖.Résultat des ourses :

f ◦ g−1 ∈ O(E).On a bien e qu'il faut.L'appliation :
det :

∣

∣

∣

∣

O(E) −→ R∗

f 7−→ det(f)est un morphisme de groupes entre (O(E), ◦) et (R∗,×) ar pour tous endomorphismes f et
g (pas forément orthogonaux d'ailleurs) :

det(f ◦ g) = det(f)× det(g).L'ensemble SO(E) est don le noyau de e morphisme de groupe et en tant que tel est unsous-groupe de O(E).On remarque avant de passer à autre hose qu'il y a assez peu de notions à retenir sur lesendomorphismes orthogonaux. On verra des exemples plus tard, une fois que l'on aura vu lesmatries orthogonales.Les matries orthogonalesLorsque l'on regarde la dé�nition 6, on peut être légitimement surpris. On pourrait se dire quesi A est une matrie dans Mn(R), omme il y a un très fort lien entre matrie A et endomor-phisme uA anoniquement assoié, alors on n'a qu'à dé�nir le onept de �matrie orthogonale
A � omme le même que le onept de � endomorphisme orthogonal uA �. Une remarque à epropos. On ne peut dé�nir un endomorphisme orthogonal sur un espae E qu'à ondition quel'espae E soit muni d'un produit salaire. Ii, l'endomorphisme uA anoniquement assoiéà la matrie A est un endomorphisme sur l'espae Mn,1(R) des matries olonnes. On peut34



munir et espae d'une in�nité de produit salaire. Lequel hoisir ? Intuitivement, on hoisitle plus faile qui est le produit salaire habituel sur Mn,1(R), à savoir :
∀






X =







x1...
xn






, Y =







y1...
yn












∈Mn,1(R)×Mn,1(R), (X | Y ) =

n
∑

i=1

xi yi.Lorsque l'on fait le produit matriielXT ·Y , on obtient une matrie à un seul oe�ient qui vaut
(X | Y ). On identi�e omme d'habitude ette matrie dans M1(R) à e salaire. En utilisantette identi�ation, on obtient omme produit salaire habituel sur Mn,1(R) l'appliation :

(X, Y ) 7−→ XT · Y.On verra que ette démarhe intuitive orrespond exatement à la dé�nition 6.On traite les points de la remarque 2.L'égalité AT · A = In est équivalente à dire que la matrie A est inversible d'inverse AT . Onrappelle que si B et C sont deux matries dans Mn(R) telles que BC = In, alors uB ◦uC = id,don l'endomorphisme uC est injetif puis bijetif en dimension �nie, ii les espaes de départet d'arrivée de uC étant Mn,1(R). En omposant alors à droite par u−1
C , on obtient :

uB = u−1
C ,don uC ◦ uB = id et CB = In.Il est don équivalent de dire � la matrie A est orthogonale � que d'érire � A ·AT = In �, ares deux assertions sont équivalentes au fait que la matrie A est inversible et d'inverse AT .Si A est une matrie orthogonale, alors en prenant le déterminant dans l'égalité AT · A = Inpar exemple, on obtient :

det(AT ) · det(A) = det(In) = 1,et don : det(A)2 = 1, ou enore det(A) = ±1.La réiproque est fausse omme le montre par exemple la matrie :
A = In + E1,2.La matrie A est alors une matrie triangulaire supérieure à oe�ients diagonaux valant tous

1 : det(A) = 1.Ensuite,
AT · A = (In + E2,1) · (In + E1,2)

= In + E2,1 + E1,2 + E2,1 · E1,2

= In + E2,1 + E1,2 + E2,2

6= In,en se rappelant au passage la formule sur les matries élémentaires :
∀(i, j, k, ℓ) ∈ J1, nK4, Ei,j · Ek,ℓ = δj,k ·Ei,ℓ.35



La matrie A = In + E1,2 de déterminant 1 n'est pas orthogonale.Lorsque n = 1, il n'y a que deux matries orthogonales : (±1) ∈M1(R).On verra grâe à la propriété 8 que l'ensemble On(R) est un groupe pour la multipliation enfaisant le lien ave les endomorphismes orthogonaux. On peut essayer de le montrer direte-ment uniquement ave la dé�nition donnée pour les matries orthogonales.Premièrement, on a l'inlusion On(R) ⊂ GLn(R) ar toute matrie orthogonale est inversible.Deuxièmement, on a évidemment ITn · In = In · In = In, don la matrie In est orthogonale.Troisièmement, si A et B sont deux matries orthogonales, on peut érire :
(AB−1)T · (AB−1) = (B−1)T ·AT · A · B−1

= (B−1)T · In ·B−1, ar A est orthogonale
= (B−1)T ·B−1

= (BT )−1 ·B−1

= (B · BT )−1

= I−1
n , ar B est orthogonale

= In.Ainsi, la matrie AB−1 reste dans On(R). De même l'ensemble SOn(R) est le noyau du mor-phisme de groupes det : On(R) −→ R∗ ou de det : On(R) −→ {−1, 1}, le groupe d'arrivéeétant muni de la multipliation. L'ensemble SOn(R) est par onséquent un sous-groupe de
On(R).On reboule la boule en montrant la propriété 8, qui fait le lien entre �matries A orthogonales� et � endomorphismes uA orthogonaux �.Il est à noter dans la suite que la base B = (e1, · · · , en) est une base orthonormale de E. Sil'on prend une base qui n'est pas orthonormale, l'équivalene dérite n'est plus du tout vraie.On montre l'équivalene en traitant les deux impliations ensemble.Soient deux indies i et j entre 1 et n.Or, les oordonnées de n'importe quel veteur f(ek) selon la base B sont données par lesoe�ients présents dans la kème olonne de la matrie A. Par onséquent,

f(ei) =
n
∑

ℓ=1

Aℓ,i · eℓ et f(ej) = n
∑

m=1

Am,j · em.Il nous reste à utiliser par exemple la formule du produit salaire dans une b.o.n., en l'o-urrene ii la b.o.n. B (propriété 5 du ours) ou de la redémontrer assez rapidement pourobtenir :
(f(ei) | f(ej)) =

n
∑

ℓ=1

Aℓ,i · Aℓ,j

=

n
∑

ℓ=1

(AT )i,ℓ · Aℓ,j

=
(

AT · A
)

i,j
.36



On a alors la suite d'équivalene suivante :
f ∈ O(E) ⇐⇒ f transforme une b.o.n. en une b.o.n.

⇐⇒ la famille (f(e1), · · · , f(en)) est une b.o.n.
⇐⇒ ∀(i, j) ∈ J1, nK2, (f(ei) | f(ej)) = δi,j

⇐⇒ ∀(i, j) ∈ J1, nK2,
(

AT · A
)

i,j
= δi,j, par le alul fait plus haut

⇐⇒ ∀(i, j) ∈ J1, nK2,
(

AT · A
)

i,j
= (In)i,j

⇐⇒ AT · A = In.On y voit maintenant plus lair entre les matries orthogonales et les endomorphismes ortho-gonaux.On termine par démontrer le dernier point de la propriété 8 qui est une série de deux équiva-lenes.Je vous propose de traiter es équivalenes plus en doueur pour manipuler les notions déjàdéveloppées préédemment.On suppose que la matrie A ∈Mn(R) est orthogonale.On va montrer que l'endomorphisme uA ∈ L (Mn,1(R)) est un endomorphisme orthogonallorsque l'on munit l'espae Mn,1(R) du produit salaire habituel (X, Y ) 7−→ XT · Y .Il faut retenir la hose très importante suivante onernant le produit salaire habituel sur Rnou sur Mn,1(R) : La base anonique de Rn ou de Mn,1(R) estune base orthonormale pour le produit sa-laire habituel.La véri�ation est presque immédiate mais 'est un point important qui onfère à la baseanonique le statut de � meilleure base � en général.Prenons alors l'espae eulidien Mn,1(R) muni du produit salaire habituel. Prenons la baseanonique B = (e1, · · · , en) sur et espae eulidien. C'est don une b.o.n. Prenons l'endo-morphisme f = uA. On en déduit que la matrie M atB(f) représentant f = uA selon la baseanonique est exatement la matrie A et par l'équivalene déjà démontrée de la proposition
8, on sait que omme A est dans On(R), alors f est dans O(Mn,1(R)) : l'endomorphisme uAest bien un endomorphisme orthogonal � je répète : à ondition de munir l'espae des matriesolonnes du produit salaire habituel, sinon, tout ela ne marhe plus du tout ar la baseanonique n'est plus du tout une b.o.n. si l'on modi�e le produit salaire habituel ontre unautre produit salaire.Pour la réiproque, on suppose que l'endomorphisme uA est un endomorphisme orthogonalsur l'espae eulidien habituel Mn,1(R). On sait que la base anonique B = (e1, · · · , en) estune b.o.n., don la famille (uA(e1), · · · , uA(en)) est une b.o.n. de et espae eulidien. Entreparenthèses, il s'agit de la famille des veteurs olonnes de la matrie A. On reprendra e pointpour l'autre équivalene tout à l'heure. 37



Par onséquent, pour tous indies i et j entre 1 et n,
(uA(ei) | uA(ej)) = δi,j,don :
(A ei | A ej) = δi,j ,et en utilisant la formule du produit salaire habituel :
(A ei)

T · A ej = δi,j .Ainsi,
eTi (ATA) ei = δi,j.Or, pour toute matrie arrée M ∈Mn(R), le produit matriiel montre que :
eTi M ej = Mi,j .Résultat des ourses, la matrie AT · A vaut In et la matrie A est orthogonale.L'équivalene entre le fait que la matrie A est orthogonale et le fait que la famille des olonnesde A forme une b.o.n. provient diretement du fait que la famille des veteurs olonnes de Aest exatement la famille :

(uA(e1), · · · , uA(en)),où l'on rappelle que la famille (e1, · · · , en) est la base anonique de Mn,1(R).Il su�t alors d'utiliser l'équivalene déjà montrée à savoir que l'endomorphisme uA est ortho-gonal si et seulement si la famille (uA(e1), · · · , uA(en)) est une b.o.n. de Mn,1(R).Le paragraphe suivant est l'oasion de traiter des exemples de référene en matière d'endo-morphismes orthogonaux ou de matries orthogonales.Les exemples géométriques de référeneDans un espae eulidien E, si F est un sous-espae de E, on sait que F⊥ est un supplémentairede F dans E :
F ⊕ F⊥ = E.Cei autorise à parler de la projetion sur F parallèlement à F⊥ et à parler de la symétrie parrapport à F parallèlement à F⊥.On appelle don projetion orthogonale sur F , la projetion sur F parallèlement à F⊥.On appelle symétrie orthogonale par rapport à F , la symétrie par rapport à F parallèlementà F⊥.Voii la représentation que vous devez avoir onernant la projetion sur F parallèlement à

G, lorsque :
F ⊕G = E.
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F

G

~x

p(~x)

Il est à noter que vous avez besoin de la donnée des deux sous-espaes supplémentaires F et
G pour dé�nir votre projetion.Voii maintenant la représentation que vous devez avoir en tête onernant une projetionorthogonale sur F :

F

F⊥

~x

p(~x)

Remarquez que pour dé�nir une projetion orthogonale, il su�t de donner l'espae F surlequel on projète. La projetion sera alors la projetion sur l'espae F parallèlement à F⊥. Si
p : E −→ E est la projetion orthogonale sur F , pour tout veteur x ∈ E, alors p(x) ∈ Fet x − p(x) ∈ Ker(p) = F⊥, don les veteurs p(x) et x − p(x) sont orthogonaux. Sous esnotations, on peut érire :

F = Im(p) = Ker(p− idE) et F⊥ = Ker(p).Voii maintenant la représentation que vous devriez avoir en tête lorsque l'on vous parle desymétrie par rapport à F , parallèlement à G, ave :
F ⊕G = E.39



F

G

~x

p(~x)

s(~x)Là enore, pour dé�nir notre symétrie, il faut la donnée des deux espaes supplémentaires Fet F .Conernant les symétries orthogonales, il su�t de donner l'espae F par rapport auquel s'ef-fetue la symétrie s, ar dans e as, on aura :
F = Ker(s− idE) et F⊥ = Ker(s+ idE)selon la disposition géométrique suivante :

F

F⊥

~x

p(~x)

s(~x)On observe le même lien entre la projetion p et la symétrie s assoiée :
s = 2p− idE et p =

s+ idE

2
.Remarquons qu'il n'existe qu'une seule projetion p ∈ L (E) qui soit inversible :

p = idE.Par onséquent, lorsque vous parlez de � projetion orthogonale �, je vous onseille de retenirvotre respiration et de onsidérer ette expression omme un seul mot : une projetion ortho-gonale n'est pas une projetion qui est orthogonale. Autrement dit, une projetion orthogonale40



est une projetion, ertes, mais qui n'est pas un endomorphisme orthogonal pour la simple etbonne raison qu'une projetion orthogonale n'est pas inversible (sauf s'il s'agit de l'identité
idE) ou une projetion orthogonale n'est pas une isométrie : elle ne onserve pas les distanesou les normes omme devrait le faire n'importe quel élément de O(E).La propriété 9 nous apprend que l'on peut tout à fait prononer l'expression � symétrie ortho-gonale � d'un seul oup ou en s'arrêtant entre les deux mots, ar une symétrie est une symétrieorthogonale (en un seul mot) si et seulement si 'est une symétrie qui est un endomorphismeorthogonal.Démontrons ei.Soit s ∈ L (E) une symétrie.On suppose que s est une symétrie orthogonale, par rapport à un sous-espae F � sous-entenduparallèlement à F⊥.Soit x ∈ E. On pose ave des notations intuitives :

x = xF + xF⊥,de sorte que :
s(x) = xF − xF⊥.Or, omme les veteurs xF et xF⊥ sont orthogonaux, on peut érire par Pythagore :

‖s(x)‖2 = (xF − xF⊥ | xF − xF⊥)

= ‖xF‖2 + ‖xF⊥‖2
= ‖x‖2.On en déduit que s onserve les normes : 'est un endomorphisme orthogonal.Supposons maintenant que la symétrie s ∈ L (E) soit un endomorphisme orthogonal. Lasymétrie s est la symétrie par rapport à F parallèlement à G, ave

F ⊕G = E.Il s'agit de montrer que :
G = F⊥et dans e as, la symétrie s sera la symétrie orthogonale par rapport à l'espae F .Soit a ∈ G. Soit b ∈ F . Comme s est un endomorphisme orthogonal, alors :

(s(a) | s(b)) = (a | b).Or, s(a) = −a et s(b) = b, e qui impose :
−(a | b) = (a | b),et don les veteurs a et b sont orthogonaux.On vient de montrer que le veteur a est orthogonal à n'importe quel veteur b de F :

a ∈ F⊥, puis G ⊂ F⊥.41



Les sous-espaes G et F⊥ sont deux supplémentaires de l'espae F , d'où :
dim(G) = dim(E)− dim(F ) = dim(F⊥).L'inlusion préédente ouplée ave l'égalité des dimensions �nies nous donne l'égalité voulue :

G = F⊥.La symétrie s est bien la symétrie orthogonale par rapport à l'espae F .Pour la dé�nition 8, on justi�e la bonne dé�nition de la borne inférieure.Si x est un veteur donné dans E et si F est un sous-espae de E, alors l'ensemble :
D =

{

‖x− y‖ | y ∈ F
}est non vide ar F 6= ∅, inlus dans R et minoré par 0. On note d(x, F ) ette borne inférieureappelée distane du veteur x à l'espae F .Géométriquement, pour aluler ette distane, il faudra faire appel à la projetion orthogonale

p sur F � sous-entendu parallèlement à F⊥ � et ette borne inférieure sera en fait un minimumde distane atteint en le seul veteur
y = p(x).On démontre ei en démontrant en fait la méthode dérite dans le paragraphe 5.1.On se donne un veteur x dans E. On se donne un sous-espae F de E. On pose p ∈ L (E)la projetion orthogonale sur F .Soit y un veteur de F di�érent du projeté orthogonal p(x) du veteur x sur l'espae F .On pose ave des notations intuitives :

x = xF + xF⊥,de sorte que :
xF = p(x) et x− y = (xF − y) + xF⊥ = (p(x)− y) + xF⊥.Comme le veteur p(x)− y appartient à F , alors e veteur est orthogonal à xF⊥ et don :

‖x− y‖2 = ‖p(x)− y‖2 + ‖xF⊥‖2
> ‖xF⊥‖2, ar p(x)− y 6= 0E

= ‖x− p(x)‖2.En prenant la raine arrée qui est stritement roissante sur l'intervalle [0,+∞[, on en déduit :
∀y ∈ F \ {p(x)}, ‖x− y‖ > ‖x− p(x)‖.On en déduit que la borne inférieure est atteinte en le seul veteur p(x) qui réalise don leminimum de distane parmi tous les veteurs de l'espae F , par rapport au veteur x.Pour aluler e minimum de distane, il faut don passer par le alul du projeté orthogonal

p(x). 42



On détaille la méthode dérite. Comme l'espae F est donné, on trouve une base (e1, · · · , er)de F , base pas forément orthonormale. On sait que le veteur p(x) est ombinaison linéairede es r veteurs :
p(x) =

r
∑

k=1

λk · ek.On sait que le veteur x− p(x) appartient à Ker(p) = F⊥, don est orthogonal à tout veteurde F , don est orthogonal à haque ek. En disant ela, on n'a en fait perdu auune information.Il s'agit de aluler les r oordonnées λ1, · · · , λr du veteur p(x) et pour ela on dispose de réquations :
∀k ∈ J1, rK, (x− p(x) | ek) = 0.On arrive tant bien que mal à résoudre e système et on obtient les oordonnées λk, puis leveteur p(x), puis le veteur x− p(x) et en�n sa norme :

‖x− p(x)‖ = d(x, F ).Je soulève une question : n'est-il pas plus simple d'orthonormaliser la base (e1, · · · , er) pouravoir une b.o.n. (ε1, · · · , εr) de l'espae F ?Il semble que oui, mais la réponse est non. En e�et, il y a de très forts risques que lors del'orthonormalisation se glisse au moins une erreur de alul, ave de toutes façons des alulspénibles. Je vous déonseille de faire omme ela.Imaginons malgré tout que vous disposiez d'une b.o.n. (ε1, · · · , εr) de l'espae F . Alors, danse as les hoses deviennent failes. En e�et, en posant :
p(x) =

r
∑

i=1

αi · εi,on sait que pour tout i ∈ J1, rK,
αi = (p(x) | εi).Or, on se rappelle que x = p(x) + (x − p(x)) ave x − p(x) orthogonal à tout veteur de F ,don orthogonal à tout veteur εi. Résultat des ourses, pour tout entier i entre 1 et r :
αi = (x | εi),et don le projeté orthogonal de x sur F , lorsque l'on a une b.o.n. (ε1, · · · , εr) vaut :

p(x) =

r
∑

i=1

(x | εi) · εi.Traitons maintenant l'exemple 8. On ne va pas détailler tous les aluls...
• Pour le premier point, on demande de aluler une borne inférieure. Vous apprendrez àavoir le oup d'÷il et à interpréter ette borne inférieure omme un minimum de distane.Plusieurs questions jaillissent : quel veteur x prend-on [la notation x n'a rien à voir ave lavariable d'intégration dans l'intégrale proposée℄ ? quel espae F prend-on ? et dans quel espaeeulidien E ? ave quel produit salaire ?Bref, ela fait beauoup de questions et pas beauoup de réponses pur l'instant.43



Lorsqu'on lit e qu'il y a dans la borne inférieure, on remarque que les réels a et b varient.Lorsque eux-i varient, à l'intérieur de l'intégrale, on a une expression du type a sin+b cos.On pressent qu'il sera une bonne idée de onsidérer l'espae :
F = Vect(sin, cos).Ensuite, on remarque que dans l'intégrale intervient la fontion exp qui fera o�e de veteurdans l'espae eulidien :

E = Vect(exp, cos, sin),espae de dimension �nie inférieure ou égale à 3 � en fait de dimension égale à 3 exatement.Toutes les fontions onsidérées sont dé�nies sur le segment d'intégration [0, π].Reste à prendre un bon produit salaire. Celui-i déoule de l'intégrale proposée. On hoisitle produit salaire :
∀(f, g) ∈ E2, (f | g) =

∫ π

0

f × g,dont on sait qu'il s'agit d'un produit salaire. Il y a le théorème aux quatre hypothèses derrièretout ela.Résultat des ourses, ave les notations introduites, on observe que :
∀(a, b) ∈ R2,

∫ π

0

(

ex − a sin x− b cosx
)2

dx = ‖ exp−a sin−b cos ‖2,et don que la borne inféireure à aluler vaut :
inf
{

‖ exp−f‖2 ; f ∈ F
}

= inf
{

‖ exp−f‖ ; f ∈ F
}2

= d(exp, F )2,où la distane est alulée grâe au produit salaire spéi�é plus haut.On introduit alors p la projetion orthogonale sur F .On applique la méthode.On a une base (sin, cos) de l'espae F .On pose :
p(exp) = a sin +b cos .On alule a et b en utilisant les deux équations :

{

(exp−a sin−b cos | cos) = 0
(exp−a sin−b cos | sin) = 0

.Pour résoudre e système, il faut aluler les intégrales :
∫ π

0

ex cosx dx,

∫ π

0

ex sin x dx,

∫ π

0

cos2 x dx,

∫ π

0

sin2 x dx et ∫ π

0

cos x sin x dx.Pour les deux premières intégrales, le plus e�ae est d'érire :
ex cosx = ℜe(e(1+i)x) et ex sin x = ℑm(e(1+i)x),44



puis d'intégrer en omplexe avant de prendre la partie réelle ou imaginaire.Pour les autres intégrales, on alule le tout à grand renfort de formules trigonométriques etde linéarisation. Là enore, on peut passer par les exponentielles omplexes.Une fois a et b alulés, e que l'on ne fait pas � aluls malgré tout pénibles � on obtient
p(x), puis la borne inférieure à aluler :
‖ exp−a sin−b cos ‖2 = (exp−a sin−b cos | exp−a sin−b cos)

= (exp−a sin−b cos | exp), ar exp−a sin−b cos ∈ F⊥.On détaille les aluls pour le deuxième point.Il faut très fortement sous-entendre dans e seond point que la distane va être alulée avele produit salaire habituel sur R4. On hoisit d'emblée e produit salaire habituel.Ensuite, on a le veteur x = (1, 1, 1, 1).En�n, on a une base (e1 = (1, 0, 2, 1), e2 = (0, 0, 3, 2)) de l'espae F .Appliquons tranquillement la méthode.On introduit la projetion orthogonale p ∈ L (R4) sur l'espae F .On pose :
p(x) = a e1 + b e2.On trouve a et b via le système :

{

(x− a e1 − b e2) | e1) = 0
(x− a e1 − b e2) | e2) = 0

⇐⇒
{

4− 6a− 8b = 0
5− 8a− 13b = 0

⇐⇒
(

3 4 2
8 13 5

)

⇐⇒
(

3 4 2
0 7

3
−1

3

)

L2 ←− L2 −
8

3
L1

⇐⇒











a =
6

7

b = −1
7

.On en déduit :
x− p(x) =

1

7
(1, 7,−2, 3).La distane voulue vaut don :

‖x− p(x)‖ = 1

7
‖(1, 7,−2, 3)‖ =

√
63

7
.Oupons-nous de l'équivalene de l'exemple suivant, qui est une aratérisation des proje-teurs orthogonaux qu'il est bien de retenir. Cette notion sera de toutes façons largement repriseen deuxième année...
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On suppose que la matrie A ∈Mn(R) est une matrie de projetion orthogonale, dans l'espaeeulidien habituel Mn,1(R). La projetion orthogonale uA est don la projetion orthogonalesur :
F = Im(uA),parallèlement à :
F⊥ = Ker(uA).En tant que projetion, on a immédiatement u2

A = uA, ou enore A2 = A.On va montrer que la matrie A est symétrique.On onsidère une b.o.n. B1 = (e1, · · · , er) de l'espae F , puis une b.o.n. B2 = (ε1, · · · , εs) de
F⊥. On sait que la famille :

C = (B1,B2)est une b.o.n. de l'espae Mn,1(R).On note P la matrie de passage de la base anonique de Mn,1(R) vers la base C . En tant quematrie de passage entre deux b.o.n. � on rappelle que la base anonique est une b.o.n. pourl'espae eulidien envisagé ii � la matrie P est automatiquement une matrie orthogonale.Pour les plus septiques, la matrie P aura ses olonnes qui formeront une b.o.n. de l'espaeeulidien.D'autre part, il est lair que :
P−1AP = M atC (uA) = Jr.On en déduit :

A = PJrP
−1et omme la matrie P est orthogonale, alors P−1 = P T , puis :

A = PJrP
T .Par onséquent,

AT = (PJrP
T )T

= (P T )TJT
r P

T

= PJrP
T , ar la matrie Jr est diagonale don symétrique

= A.On a bien la première impliation.On suppose réiproquement que la matrie A ∈Mn(R) véri�e :
A2 = A et AT = A.Comme A2 = A, alors l'endomorphisme uA est une projetion. On note F = Im(uA) et

G = Ker(uA), de sorte que l'endomorphisme uA est la projetion sur F parallèlement à G.Il s'agit de montrer que G = F⊥.Soit X ∈ G. Soit Y ∈ F .On en déduit en utilisant très fortement la formule du produit salaire habituel :
(Z1 | Z2) = ZT

1 · Z246



dans Mn,1(R) :
(X | Y ) = (X | AY ), ar AY = Y , puisque Y ∈ F

= XT · AY
= XT AT Y , ar AT = A

= (AX)T · Y
= 0T · Y , ar X ∈ G = Ker(uA)

= 0R.On vient de montrer que G est inlus dans F⊥ et par l'égalité des dimensions �nies toutes lesdeux égales à n− dim(F ), on obtient l'égalité. Résultat des ourses, l'endomorphisme uA estla projetion orthogonale sur l'espae F .Il reste à examiner plus préisément le groupe O2(R) et à interpréter géométrique des matriesorthogonales de format 2×2. L'étude de On(R) et en partiulier de O3(R) sera faite en deuxièmeannée.On démontre la méthode du paragraphe 5.2.Soit A une matrie dans O2(R). Comme toute matrie orthogonale, le déterminant de lamatrie A vaut 1 ou −1.On pose la matrie A =

(

a b
c d

)

∈ O2(R).La famille (C1, C2) des deux olonnes forme une base orthonormée de M2,1(R). En partiulier,on dispose des égalités suivantes :






a2 + c2 = 1
b2 + d2 = 1
a b+ c d = 0

.Le omplexe z = a + i c est de module 1 don appartient à l'ensemble U et don est de laforme :
z = eiθ.Ainsi,

a = cos θ et c = sin θ.De même, en onsidérant le omplexe Z = b + i d appartenant au erle unité, on trouve unangle θ′ tel que :
b = cos θ′ et d = sin θ′.L'égalité a b+ c d = 0 donne :

cos θ · cos θ′ + sin θ · sin θ′ = 0,ou enore :
cos(θ′ − θ) = 0ou enore :
θ′ − θ ≡ π

2
[π] .47



On pose alors :
θ′ = θ +

π

2
+ k π,pour un ertain entier k.Le déterminant de la matrie A vaut :

det(A) = a d− b c = cos θ · sin θ′ − cos θ′ · sin θ = sin(θ′ − θ) = sin
(π

2
+ k π

)

= (−1)k.On en déduit l'équivalene :
A ∈ SO2(R) ⇐⇒ l'entier k est pair.On distingue les deux as.

• on suppose que det(A) = 1, ou enore que :
A ∈ SO2(R).Dans e as, θ′ ≡ θ +

π

2
[2π] et don :

cos θ′ = − sin θ et sin θ′ = cos θ.La matrie A est don de la forme :
A =

(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

.La matrie A est don la rotation vetorielle d'angle θ, omme on peut s'en rendre omptesur la manière dont est transformée la base anonique de R2 identi�é à M2,1(R) :
θ

e1

e2

A(
e1)

A(
e2)

• on suppose que det(A) = −1, ou enore que :
A /∈ SO2(R).Dans e as, θ′ ≡ θ +

π

2
+ π [2π] et don :

cos θ′ = sin θ et sin θ′ = − cos θ.48



La matrie A est don de la forme :
A =

(

cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)

.On remarque alors que la matrie A est symétrique et omme la matrie A est orthogo-nale, alors :
A2 = A ·A = AT · A = I2.La matrie A est une matrie de symétrie orthogonale. La matrie A est don la symétrieorthogonale par rapport à un sous-espae F de M2,1(R) et selon une base adaptée à :

F ⊕ F⊥ = M2,1(R)la matrie A est semblable à une matrie diagonale D ave des ±1 sur la diagonale. Ily a en fait dim(F ) oe�ients qui valent 1 et 2− dim(F ) = dim(F⊥) oe�ients valant
(−1) sur ette diagonale. D'autre part,

Tr(A) = 0,don la trae de ette matrie diagonale D est enore nulle. Cela impose :
dim(F ) = 1 = dim(F⊥).Le sous-espae F est une droite vetorielle.En posant le veteur X =







cos
θ

2

sin
θ

2






, on remarque que :

AX =







cos θ cos
θ

2
+ sin θ sin

θ

2

sin θ cos
θ

2
− cos θ sin

θ

2






=







cos
θ

2

sin
θ

2






= X.Le veteur invariant X génère don la droite vetorielle :

Ker(A− I2) = F.La matrie A est don la symétrie orthogonale par rapport à Vect(X).En résumé, on peut partager les matries orthogonales de format 2 × 2 en deux atégories.L'ensemble SO2(R) orrespond aux matries de rotations, alors que l'ensemble O2(R)\SO2(R)orrespond à des matries de symétries orthogonales par rapport à une droite vetorielle.On termine le hapitre par une appliation numérique.On remarque déjà que la première olonne
C1 =

(

cos θ
sin θ

)

,ave l'angle θ =
π

6
est bien un veteur unitaire.49



La deuxième olonne de la matrie A orthogonale doit être un veteur unitaire orthogonal auveteur C1. Il y a deux possibilités :
C2 = ±

(

− sin θ
cos θ

)

.

⊲ Si on hoisit le signe � + �, alors :
A =

(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

.Dans e as, la matrie A est la rotation vetorielle d'angle θ =
π

6
.

⊲ Si on hoisit le signe � − �, alors :
A =

(

cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)

.Dans e as, la matrie A est la symétrie orthogonale par rapport à :
Vect

((

cos(π/12)
sin(π/12)

))

.Pour les urieux qui voudraient ave une valeur autre, on obtient :
cos

π

12
= cos

(π

3
− π

4

)

=

√
6 +
√
2

4et :
sin

π

12
= sin

(π

3
− π

4

)

=

√
6−
√
2

4
.
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