
Aide à la compréhension
sur le cours d’Intégration

Les subdivisionsUne subdivision d'un segment [a, b] est en fait un dé
oupage ave
 plus ou moins de points de
[a, b], le premier point de 
e dé
oupage étant toujours a et le dernier étant toujours b.Le pas hσ d'une subdivision σ de [a, b] est la longueur maximale des � mor
eaux � qui 
om-posent 
e dé
oupage.Plus le pas est petit, plus il y aura de points dans la subdivision.En voi
i une représentation typique :
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La propriété 1 est fa
ile à montrer.Pour l'exemple 1, on a un exemple ave
 :
σ =

(

0,
1

2
, 1

) et σ′ =

(

0,
1

3
,
2

3
, 1

)

.La relation � dé
rite dans la dé�nition 1 est une relation d'ordre (ré�exive, anti-symétriqueet transitive) mais n'est pas totale. Les deux subdivisions de l'exemple 1 
i-dessus ne sont pas
omparables pour la relation �.Pour le se
ond point de l'exemple 1, l'ensemble {σ, σ′} admet 
omme borne inférieure lasubdivision σ′′ = σ ∨ σ′ obtenue en réunissant tous les points de subdivisions de σ et σ′. Onvéri�e fa
ilement que 
'est le meilleur minorant de {σ, σ′}.L'ensemble {σ, σ′} admet 
omme borne supérieure la subdvision où on a pris les points 
om-muns à σ et à σ′. Il y a au moins les points a et b, plus peut-être d'autres points ; 
ela dépenddes subdivisions.Cet exemple 1 est très peu important pour la suite du 
hapitre.1



Les fon
tions en es
alierLes subdivisions permettent de dé�nir des fon
tions spé
iales qui sont 
onstantes sur les mor-
eaux ouverts des subdivisions.En voi
i une représentation.
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Les points orange (pas de s à orange ...) sur l'axe des abs
isses sont les points dé�nissant unesubdivision adaptée à la fon
tion en es
aliers f dont la 
ourbe est en rouge. On remarquequ'il y a plusieurs subdivisions adaptées possibles en rajoutant arbitrairement des points àn'importe quelle subdivision déjà adaptée.La subdivision du dessin n'est pas la meilleure. On peut enlever le point (−2, 0) qui 
omptepour du beurre i
i.Pour la propriété 2, tout devient pratiquement évident en utilisant le fait que si f et g sonten es
alier sur [a, b], on a une subdivision σ adaptée à f , une subdivision σ′ adaptée à g. Onvoit alors que la subdivision σ′′ = σ ∨ σ′ en prenant tous les points des deux subdivisions seraà la fois adaptée à f et g, don
 la fon
tion λ · f + g sera 
onstante sur 
haque mor
eau ouvertde σ′′ : 
'est une fon
tion en es
aliers. La fon
tion nulle mar
he et on a 
e qu'il faut...On dé�nit l'intégrale d'une fon
tion en es
aliers géométriquement 
omme l'� aire en dessousde la 
ourbe �, 
ette aire étant algébrique don
 parfois 
omptée négativement. Il se trouve queles aires sont des aires de re
tangles, d'où la somme proposée.On voit que si l'on rajoute un point à une subdivision déjà adaptée, il y aura un re
tangle quisera 
oupé en deux sous-re
tangles dont la somme des deux aires fera 
elle du gros re
tangle.Cela explique que l'intégrale proposée ne dépende que de f et non pas des subdivisions adaptées2



σ possibles. Il est à noter que l'intégrale ne dépend que des 
onstantes des plateaux horizontauxdes fon
tions en es
aliers mais pas des valeurs prises aux points de jon
tion. Si l'on prendune fon
tion en es
alier f et que l'on modi�e seulement un nombre �ni de ses valeurs enun nombre �ni d'abs
isses, alors la nouvelle fon
tion obtenue restera en es
aliers (pas ave
 lamême subdivision mais peu importe) mais f et g auront la même intégrale. Géométriquement,on est en train de dire que l'aire d'un segment verti
al est nulle et les domaines des pointsentre la 
ourbe et l'axe des abs
isses pour f et pour g ne di�èrent que d'un nombre �ni desegments verti
aux.Le 
on
ept de fon
tion Riemann-intégrable est un peu plus di�
ile à dessiner.Il faut s'imaginer une fon
tion bornée pas for
ément 
ontinue sur un segment [a, b].Comme notre fon
tion f est bornée, il y a un minorant m et un majorant M . L'ensemble
E− de la dé�nition 4 
ontient la fon
tion ϕ : t 7−→ m et l'ensemble E+ 
ontient la fon
tion
ψ : t 7−→ M .En prenant des subdivisions très �nes de [a, b], on peut tenter d'appro
her par en dessouspar des fon
tions ϕ et par au-dessus par des fon
tions ψ toutes en es
aliers. Né
essairement
omme ϕ 6 f 6 ψ, alors :

∫ b

a

ϕ 6

∫ b

a

ψ.La question est la suivante : les intégrales de n'importe quelle fon
tion ϕ sont inférieures auxintégrales de n'importe quelle fon
tion ψ. Ainsi,
sup(I−) 6 inf(I+).A-t-on égalité ? Si oui, f est Riemann-intégrable et si non, f n'est pas Riemann-intégrable.Lorsqu'on a égalité, on pose ∫ b

a

f la valeur 
ommune à la borne sup et à la borne inf pour 
esdeux ensembles.Question 
ompliquée pour l'instant : 
omment montrer que la fon
tion exp est Riemann-intégrable et 
omment 
al
uler ∫ 1

0

exp par exemple ?À 
e stade du 
ours, il faut 
al
uler les bornes inférieures et supérieures de I− et I+, sa
hantque 
es bornes ne sont pas du tout fa
iles à 
al
uler...On attendra impatiemment LE théorème du 
hapitre, le théorème 5.Pour l'exemple 2, le premier point est fa
ile. Si f est en es
alier, alors ϕ = f est dans E− et
ψ = f est dans E+, don
 la borne supérieure et la borne inférieure sont en fait un plus grandet un plus petit élément.Pour le se
ond point, prenons f la fon
tion indi
atri
e sur [0, 1] de l'ensemble Q des rationnels :

f :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

[0, 1] −→ {0, 1}
t 7−→

{

1, si t est rationnel
0, sinon .Par densité de Q ou de R \ Q dans R, si ϕ 6 f 6 ψ sont deux fon
tions en es
aliers, sur
haque mor
eau ouvert d'une subdivision adpatée à ϕ et ψ, on trouve un rationnel r et unirrationnel i et don
 sur 
e mor
eau ouvert, ϕ et ψ sont des 
onstantes que l'on note c1 et c2ave
 :

c1 = ϕ(i) 6 f(i) = 0 et c2 = ψ(r) > f(r) = 1.3



Résultat des 
ourses, ∫ 1

0

ϕ 6 0 et ∫ 1

0

ψ > 1.Les ensembles I− et I+ ne véri�ent pas la 
ondition d'égalité pour leur borne supérieure ouinférieure : la fon
tion f n'est pas Riemann-intégrable.Il a don
 fallu aller 
her
her un exemple un peu subtil.On va voir 
i-après (
ours de demain mardi) que toutes les fon
tions de référen
e sont Riemann-intégrables.Pour la propriété 3, les 
hoses ne sont pas si fa
iles à montrer pour montrer que si f et g sontRiemann-intégrables sur [a, b], alors λf + g aussi.Vous pouvez essayer de le montrer en 
ommençant par prendre ε > 0 pour trouver des fon
tions
ϕ1 6 f 6 ψ1 et ϕ2 6 g 6 ψ2 � pro
hes � et ensuite distinguer les 
as λ > 0, λ = 0 (fa
ile) ou
λ < 0.On pourra en reparler lorsque l'on se reverra mais la démonstration n'est vraiment pas utile.Pour faire simple, le fait de savoir qu'une fon
tion est Riemann-intégrable seulement ne sertà rien.On verra demain que toutes les fon
tions 
ontinues par mor
eaux sont Riemann-intégrableet don
 que l'on va pouvoir 
al
uler des intégrales ave
 tout 
ela. Le fait de véri�er qu'unefon
tion est 
ontinue par mor
eaux sera beu
oup plus fa
ile...Les fon
tions 
ontinues par mor
eauxVoi
i une représentation d'une fon
tion 
ontinue par mor
eaux ave
 une subdivision adaptée(points orange) non optimale, le point (−2, 0) étant super�u.
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On voit qu'une fon
tion 
ontinue par mor
eaux est toujours bornée et qu'en tout point x0 ∈
[a, b], la fon
tion 
ontinue par mor
eaux f admet toujours une limite �nie à gau
he et à droiteen x0, 
es limites ne 
orrespondant pas for
ément à la valeur prise par la fon
tion en x0.Pour l'exemple 3, premier point, toute subdivision de [a, b] sera adaptée à n'importe quellefon
tion 
ontinue f : [a, b] −→ R.Pour le deuxième point, la fon
tion proposée n'admet pas de limite �nie en 0.Une fon
tion Cp par mor
eaux est une fon
tion f : [a, b] −→ R pour laquelle il existe unesubdvision σ = (a = x0 < · · · < xs = b) telle que sur 
haque ]xk, xk+1[ la fon
tion f est Cp etprolongeable en une fon
tion Cp sur [xk, xk+1].Pour le theorème 1, on va pouvoir 
al
uler l'intégrale de n'importe quelle fon
tion 
ontinue parmor
eaux. Pour l'instant, on ne sait pas trop 
omment 
al
uler e�
a
ement 
ette intégrale,mis à part 
al
uler inf(I+) par exemple, 
e que l'on ne fera jamais...Une ébau
he de démonstration pour le théorème 1. Je vous laisse 
ompléter les points dedétail. Ne pas hésiter à retrans
rire sur un dessin les informations de 
ette démonstration.
• prendre une fon
tion f : [a, b] −→ R 
ontinue par mor
eaux
• prendre une subdivision σ = (a = x0 < · · · < xs = b) adaptée à f
• prendre ε > 0 : le but est de 
onstruire ϕ 6 f 6 ψ deux fon
tions en es
alier ave

0 6 ψ − ϕ 6 ε ; on verra à la �n 
e que l'on en fait
• pour 
haque entier k entre 0 et s − 1, 
onsidérer gk la fon
tion f|]xk,xk+1[ prolongée par
ontinuité au segment Ik = [xk, xk+1]
• la fon
tion gk est 
ontinue sur le segment Ik don
 est uniformément 
ontinue
• il existe αk > 0 tel que :

∀(x, y) ∈ I2k , |x− y| 6 αk =⇒ |gk(x)− gk(y)| 6 ε.

• prendre α > 0 le minimum des αk lorsque k varie entre 0 et s− 1
• prendre une subdivision σ′ de [a, b] adaptée à f et de pas hσ′ < α.
• on pose σ′ = (y0 = a < · · · < yr = b) subdivision a priori beau
oup plus �ne que σ
• pour tout entier k entre 0 et r − 1, la fon
tion gk est 
ontinue sur Jk = [yk, yk+1] et ilexiste deux nombres mk et Mk tels que :

mk 6 gk 6Mk.Comme mk et Mk sont deux valeurs prises par gk (théorème des bornes atteintes) endeux valeurs pro
hes à α près, alors 0 6Mk −mk 6 ε
• on 
hoisit ϕ fon
tion en es
alier de subdivision adaptée σ′ telle que sur ]yk, yk+1[ ϕ = mk ;on 
hoisit de même ψ =Mk sur la même portion ouverte
• il reste à 
ompléter ϕ et ψ en les points de jon
tion ; on prend n'importe quoi de façonà 
e qu'en 
es points de jon
tion on ait toujours ϕ 6 f 6 ψ ; le plus simple : prendre lavaleur de f en 
es points
• on tient don
 deux fon
tions en es
alier ϕ 6 f 6 ψ ave
 presque partout sauf en lespoints de jon
tion éventuellement 0 6 ψ − ϕ 6 ε

• on sait que ∫ b

a

(ψ − ϕ) 6 ε(b− a)

• on sait que A =

∫ b

a

ϕ est dans I− et que B =

∫ b

a

ψ est dans I+5



• alors en notant τ− et τ+ les bornes inférieures et supérieures de 
es ensembles, on a :
A 6 τ− 6 τ+ 6 B

• par 
onséquent,
0 6 τ+ − τ− 6 B −A 6 ε(b− a)et 
e pour tout ε > 0 ;

• Con
lusion : τ− = τ+ en faisant tendre ε vers 0+, les quantités τ− et τ+ ne dépendantpas de ε.En réadaptant la démonstration 
i-dessus, on voit que dès qu'on a une subdivision de paspetit, dès que l'on prend ρ une fon
tion en es
alier dont les 
onstantes sur 
haque plateauouvert est une valeur prise par la fon
tion 
ontinue par mor
eaux f , alors ∫ b

a

ρ sera pro
hede ∫ b

a

f . Détails te
hniques peu utiles pour la formalisation mais 
ela se voit en réutilisant lesnotions de démonstration 
i-dessus.Pour la démonstration de la propriété 4, il su�t alors de prendre une subdivision équirépartie :
σ =

(

a+ k
b− a
n

; 0 6 k 6 n

)du segment [a, b]. L'approximation nous donne plut�t :
n−1
∑

k=0

b− a
n
× f

(

a + k
b− a
n

)

≃
∫ b

a

f.Si l'on rempla
e la sommation n−1
∑

k=0

par n
∑

k=1


ela modi�e la somme ave
 un terme en O(1).Divisé par n, il ne reste plus grand 
hose... La propriété 4 reste vraie lorsque k varie de 1 à n.En Python, vous avez dû voir l'approximation des intégrales par des re
tangles. Faites undessin et vous vous aper
evez que l'intégrale de la fon
tion en es
alier ρ appro
hant f est lasomme des aires de re
tangles qui sont de base de plus en plus �nes. On voit aussi qu'à lalimite, l'aire 
onverge lorsque n tend vers +∞ vers l'aire du domaine entre l'axe des abs
isseset la 
ourbe y = f(x) sur [a, b].Remarquons que la somme de Riemann est une moyenne de valeurs prises.Pour l'exemple 4, appliquons la méthode à lire attentivement.Premier point : on interprète 
omme une somme de Riemann :
n
∑

k=1

1

n+ k
=

1

n

n
∑

k=1

1

1 + k
n

.Il s'agit d'une somme de Riemann ave
 f : t 7−→ 1

1 + t
et la limite vaut

1

1− 0

∫ 1

0

dt

1 + t
= ln 2.6



Pour l'instant, on n'est pas 
ensé pouvoir 
al
uler l'intégrale. On fait quand même...Se
ond point : on fait de même. Il faut faire attention au 2n en borne supérieure des indi
es.On obtient en utilisant N = 2n plut�t que n :
2n
∑

k=1

k

n2 + k2
=

1

N

N
∑

k=1

k
N

1/4 +
(

k
N

)2 .On pose la fon
tion g : t 7−→ t

1/4 + t2
. La limite vaut :

1

1− 0

∫ 1

0

g(t) dt =

[

1

2
ln

(

1

4
+ t2

)]1

0

=
ln 5

2
.La limite vaut ln 5

2
.Pour le théorème 2, l'appli
ation proposée est une forme linéaire (non nulle) sur l'espa
edes fon
tions Riemann-intégrables, ou l'espa
e des fon
tions 
ontinues par mor
eaux. Le plusgénéral est de 
onsidérer l'espa
e des fon
tions Riemann-intégrables.La démonstration est assez te
hnique et utilise très fortement la même idée que pour montrerque l'ensemble des fon
tions Riemann-intégrables est un espa
e ve
toriel. Il faut appro
her fet g par ϕ1 6 f 6 ψ1, ϕ2 6 g 6 ψ2 ave
 ∣∣∣

∣

∫ b

a

(ψ1 − ϕ1)

∣

∣

∣

∣

6 ε et idem pour les indi
es 2 defaçon que les intégrales de ϕ1 et ψ1 en
adrent l'intégrale de f , et idem pour les indi
es 2 pourl'intégrale de g.Prenez un s
alaire réel λ et 
onsidérez λϕ1 + ϕ2 si λ > 0 ou λψ1 + ϕ2 si λ < 0. À 
haque fois,on aura une fon
tion de es
alier qui sera plus petite que λf + g. On fait de même pour l'autre
�té de l'inégalité ave
 λψ1 +ψ2 ou λϕ1+ψ2 et on appro
hera ∫ b

a

(λf + g) par λ ∫ b

a

f +

∫ b

a

g,à C ε près ave
 une 
onstante C. En faisant tendre ε vers 0, on obtient 
e qu'il faut (le 
as
λ = 0 est trivial).Les propriétés de l'intégraleOn peut 
al
uler l'intégrale sur n'importe quel segment de n'importe quelle fon
tion Riemann-intégrable (pour l'instant très di�
ile à 
al
uler), de n'importe quelle fon
tion 
ontinue parmor
eaux (pour l'instant di�
ile à 
al
uler) et de n'importe quelle fon
tion en es
alier (fa
ileà 
al
uler ave
 la dé�nition).Les propriétés de l'intégrale sont très utiles à exploiter dans les exer
i
es.La première propriété est la linéarité de l'intégrale, 
on
ept vu hier.La deuxième propriété est la positivité de l'intégrale. Dans la suite, on appelle intégrande,la fon
tion que l'on intègre. Dans le théorème 3, le résultat est vrai à 
ondition d'intégrer unefon
tion positive dans le bon ordre, 
'est-à-dire entre a et b, ave
 a plus petit que b, sinon,
ela inverse le signe. Ce sera une pré
aution à prendre systématiquement dans la suite desévénements. 7



La démonstration est simple 
ar si f > 0 est Riemann-intégrable sur [a, b], la fon
tion ϕ = 0est dans E− ave
 les notations antérieures du 
ours. Dès lors :
0 =

∫ b

a

ϕ 6 sup(I−) =

∫ b

a

f.Le 
orollaire f 6 g =⇒
∫ b

a

f 6

∫ b

a

g si a 6 b utilise la linéarité et le fait que g − f > 0, don

∫ b

a

(g − f) > 0.L'inégalité triangulaire est très utile, largement utile en deuxième année dans la partie analysedu programme. Il su�t d'intégrer entre a et b, l'en
adrement :
−|f | 6 f 6 |f |,pour avoir :

−
∫ b

a

|f | 6
∫ b

a

f 6

∫ b

a

|f |et d'utiliser pour tous réels α et x :
−α 6 x 6 α⇐⇒ |x| 6 α.La propriété 5 porte un nom bizarre : théorème aux quatre hypothèses. La dénominationest 
ommunément 
omprise de vos futurs 
orre
teurs ou examinateurs. Retenez 
e théorème
omme 
ela 
ar il né
essite quatre hypothèses. Ce résultat s'utilise assez souvent en pratique.En voi
i une démonstration.On va montrer que manière équivalente que si f : [a, b] −→ R est une fon
tion positive sur

[a, b] ave
 a < b, 
ontinue et non nulle sur [a, b], alors l'intégrale ∫ b

a

f est stri
tement positive.Les hypothèses ont 
hangé par rapport au 
ours, mais il y a en
ore quatre hypothèses, et les
hoses demeurent équivalentes en utilisant le prin
ipe de 
ontraposition.
• Prendre une fon
tion f : [a, b] −→ R véri�ant les 4 hypothèses à savoir a < b, f > 0, f
ontinue et f non nulle.
• Choisir x0 ∈ [a, b] tel que f(x0) 6= 0, possible 
ar f est non nulle ; on a alors f(x0) > 0.
• Utiliser la 
ontinuité de f en x0 : en prenant ε = f(x0)

2
> 0, il existe α > 0 tel que :

∀x ∈ [a, b] ∩ [x0 − α, x0 + α], f(x) > λ =
f(x0)

2
.

• L'ensemble [a, b]∩[x0−α, x0+α] est un intervalle du type [ξ1, ξ2], ave
 ξ1 < ξ2. Souvent, si
x0 est à l'intérieur de [a, b] et si α est su�samment petit, on a ξ1 = x0−α et ξ2 = x0+α,mais x0 peut être sur le bord et dans 
e 
as, le segment [x0 − α, x0 + α] déborde dusegment [a, b]
• On pose la fon
tion en es
alier ϕ :

ϕ :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

[a, b] −→ R

x 7−→
{

λ, si x ∈ [ξ1, ξ2]
0, sinon .8



• On véri�e fa
ilement que pour tout x ∈ [a, b], ϕ(x) 6 f(x), en distinguant deux 
as selonque x soit dans [ξ1, ξ2] ou non.
• Dès lors, ϕ ∈ E−, don
 :

sup(I−) =

∫ b

a

f >

∫ b

a

ϕ.

• Immédiatement,
∫ b

a

ϕ = λ× (ξ2 − ξ1) > 0.

• Con
lusion alors a
quise.Le premier point de l'exemple 2 est là pour nous dire que 
haque hypothèse est importante.On a tendan
e à oublier l'hypothèse � f 
ontinue �. Si vous retenez que le théorème s'appelle� théorème aux quatre hypothèses � alors vous n'oublierez pas 
ette hypothèse de 
ontinuité.En voi
i un 
ontre-exemple : en prenant f la fon
tion indi
atri
e de {1} sur [0, 2] (la fon
tionest nulle sur [0, 2] sauf en 1 où elle vaut 1), alors f est en es
alier de subdivision adaptée
σ = (0, 1, 2) et par dé�nition de l'intégrale de 
es fon
tions, ∫ 1

0

f = 0, sans que la fon
tion fne soit nulle.Pour le se
ond point, soit P (X) ∈ C[X ] un polyn�me tel que : ∫ 1

0

|P | = 0.La fon
tion f : t 7−→ |P (t)| est 
ontinue, positive d'intégrale nulle sur [0, 1], ave
 0 < 1 (on anos quatre hypothèses). Con
lusion, la fon
tion f est nulle.Pour tout t ∈ [0, 1], P (t) = 0, don
 le polyn�me P (X) admet une in�nité de ra
ines : 
'est lepolyn�me nul ! ! Réponse : il n'y a que le polyn�me nul qui 
onvient.La relation de Chasles est très utile également. Vous 
onnaissez déjà 
e résultat appli
ablemême si les abs
isses a, b et c ne sont pas dans 
et ordre. Pour la démonstration, les 
hosessont un peu te
hniques. Voi
i la démar
he dans les grandes lignes.
• Fixer trois nombres a < b < c
• Prendre une fon
tion f Riemann-intégrable sur [a, c]
• Poser g la restri
tion de f à [a, b] et h la restri
tion de f à [b, c] ; on ne sait pas en
oreque g et h sont Riemann-intégrables ...
• Prendre ε > 0.
• Choisir ϕ 6 f 6 ψ ave
 ϕ et ψ en es
alier sur [a, c] ave
 de plus ∫ c

a

(ψ−ϕ) 6 ε [possible
ar f est Riemann-intégrable℄
• Prendre une subdivision σ adaptée à ϕ et ψ en rajoutant le point b si b ne faisait paspartie de 
ette subdivision
• prendre σ1 et σ2 les subdivisions obtenues à partir de σ en ne retenant que les points avant
b pour σ1 et après b pour σ2 : σ1 est une subdivision de [a, b] et σ2 est une subdivisionpour [b, c]
• Prendre ϕ1 et ψ1 les restri
tions de ϕ et ψ à [a, b] et de même prendre ϕ2 et ψ2 lesrestri
tions de ϕ et ψ à [b, c].
• On voit que ϕ1 et ψ1 sont adaptées à σ1 et surtout que :

ϕ1 6 g 6 ψ1 et ∫ b

a

(ψ1 − ϕ1) 6 ε,9



et de même pour les indi
es 2 ave
 la fon
tion h. Ce
i montre bien déjà que g et h sontRiemann-intégrables
• On voit aussi que, par dé�nition des intégrales des fon
tions en es
alier :

∫ c

a

ϕ =

∫ b

a

ϕ1 +

∫ c

b

ϕ2 et ∫ c

a

ψ =

∫ b

a

ψ1 +

∫ c

b

ψ2.

• Con
lusion :
∫ c

a

f −
∫ b

a

g −
∫ c

b

h 6

∫ c

a

ψ −
∫ b

a

ϕ1 −
∫ c

b

ϕ2 =

∫ c

a

(ψ − ϕ) 6 ε,et :
∫ c

a

f −
∫ b

a

g −
∫ c

b

h >

∫ c

a

ϕ−
∫ b

a

ψ1 −
∫ c

b

ψ2 = −
∫ c

a

(ψ − ϕ) > −ε.Ainsi,
∣

∣

∣

∣

∫ c

a

f −
∫ b

a

g −
∫ c

b

h

∣

∣

∣

∣

6 ε,et 
e
i pour tout ε > 0.
• Faire tendre ε vers 0, pour avoir :

∫ c

a

f −
∫ b

a

g −
∫ c

b

h = 0.

• Remarquer que :
∫ b

a

g =

∫ b

a

f et ∫ c

b

h =

∫ c

b

f.On a 
e qu'il faut.Les primitives de fon
tions 
ontinuesVoi
i venu le moment fatidique du 
hapitre où nous allons (re)-dé
ouvrir LE théorème du
hapitre et surtout en avoir une démonstration.On 
onnaît déjà la dé�nition 4, mais 
ela ne fait pas de mal.On 
onnaît déjà le théorème 5, mais 
ela ne fait vraiment pas de mal. Retenez que les mots� 
ontinue � et � intervalle � sont importants. On a vu leur importan
e lors des équationsdi�érentielles, en parti
ulier pour la gestion des 
onstantes qui étaient vraiment 
onstantes làoù des fon
tions ne s'annulaient pas, avant de faire les ra

ords éventuels.Démontrons en détail le théorème fondamental de l'analyse.Fixons x0 dans I.Déjà la fon
tion F : x 7−→
∫ x

x0

f est bien dé�nie 
ar si x > x0, alors la fon
tion f est
ontinue sur le segment [x0, x], don
 on a bien le droit de parler de son intégrale 
ar f est alors
ontinue par mor
eaux don
 Riemann-intégrable. On voit i
i 
omment les di�érentes notionsantérieures s'imbriquent mutuellement. Si x < x0, alors : ∫ x

x0

f = −
∫ x0

x

f et la fon
tion f est10



Riemann-intégrable sur [x, x0]. Si x = x0, la fon
tion f restreinte au singleton [x0, x] = {x0}est d'intégrale nulle... La fon
tion F est don
 bien dé�nie sur l'intervalle I, le fait que I soitun intervalle est important 
ar puisque x0 ∈ I et x ∈ I, alors le segment d'extrémités x0 et xest in
lus dans I.Montrons maintenant que la fon
tion F ainsi dé�nie sur I est bien dérivable. Pour 
e faire, onprend α dans I et on étudie la limite éventuelle du taux de variations
F (α + h)− F (α)

h
,lorsque h tend vers 0.Plus pré
isément, on étudie la quantité :

ε(h) =
F (α + h)− F (α)

h
− f(α),et on 
roise les doigts pour avoir :

lim
h−→0

ε(h) = 0.Dans 
e 
as, on aura tout : F sera dérivable en α et F ′(α) = f(α).Soit h non nul pro
he de 0 de telle sorte que α + h appartienne à I � pour garantir la bonnedé�nition de F (α+ h) ...Alors, par les relations de Chasles, on obtient :
ε(h) =

1

h

(
∫ α+h

x0

f −
∫ α

x0

f

)

− f(α)

=
1

h

(
∫ α+h

x0

f +

∫ x0

α

f

)

− f(α)

=
1

h

∫ α+h

α

f − f(α)

=
1

h

∫ α+h

α

(f(t)− f(α)) dt
ar si c est une 
onstante 
omme 
'est le 
as pour c = f(α), alors :
1

h

∫ α+h

α

c dt =
1

h
c h = c.Soit ε > 0. Comme f est 
ontinue en x0, on trouve η > 0 su�samment petit pour que :

∀t ∈ I, |t− α| 6 η =⇒ |f(t)− f(α)| 6 ε.Prenons alors h non nul su�samment petit pour avoir |h| 6 η et bien entendu α + h ∈ I.Dans 
e 
as, tous les éléments t entre α et α + h restent dans I (heureusement que I est unintervalle ! !) et de plus,
|t− α| 6 |h| 6 η.11



Con
lusion, ave
 
e 
hoix de h, on a en utilisant l'inégalité triangulaire déjà vu dans le 
hapitre :
|ε(h)| 6 1

|h|

∣

∣

∣

∣

∫ α+h

α

|f(t)− f(α)| dt
∣

∣

∣

∣

6
1

|h|

∣

∣

∣

∣

∫ α+h

α

ε

∣

∣

∣

∣

= ε.C'est bon. La démonstration de l'existen
e est terminée : il existe au moins une primitive de
f s'annulant en x0 : la fon
tion F : x 7−→

∫ x

x0

f 
onvient.Il reste le plus fa
ile. Soit G une autre telle primitive de f s'annulant en x0. La fon
tion F −Gest dérivable sur l'intervalle I et :
(F −G)′ = F ′ −G′ = f − f = 0.La fon
tion F −G est don
 
onstante sur l'intervalle I et la 
onstante vaut :
(F −G)(x0) = F (x0)−G(x0) = 0.Ainsi, F = G et on a l'uni
ité ! !Pour démontrer que toutes les primitives de f sont déterminées à une 
onstante près, 
'estfa
ile ! Si F est une primitive de f , alors pour toute 
onstante c, F +c ests dérivable de dérivée

F ′ = f don
 on a déjà tout un sto
k de primitives pour la même fon
tion f mais il n'y en apas d'autres 
ar si G est une primitive de f , en posant F la primitive de f s'annulant en x0,alors G− F est dérivable de dérivée nulle sur l'intervalle I et don
 G− F est 
onstante égaleà c : G = F + c.On a don
 la démonstration 
omplète.Maintenant tout va aller très vite dans 
e 
hapitre et 
'est d'ailleurs ave
 les propriétés surles intégrales et le théorème fondamental de l'analyse la partie importante � j'entends utile enpratique et dans la résolution des problèmes � du 
hapitre.Pour l'exemple 6, en notant F une primitive de la fon
tion 
ontinue f sur R, en posant lafon
tion :
G : x 7−→

∫ v(x)

u(x)

f(t) dt,alors :
∀x ∈ R, G(x) =

[

F (t)
]v(x)

u(x)
= F ◦ v(x)− F ◦ u(x).Ainsi, G = F ◦v−F ◦u est la di�éren
e de 
omposées de fon
tions dérivables : G est dérivableet on dérive le tout pour avoir :

G′ = F ′ ◦ v × v′ − F ′ ◦ u× u′ = f ◦ v × v′ − f ◦ u× u′.Par exemple, la dérivée de x 7−→ ∫ x2

0

f est x 7−→ 2xf(x2) et la dérivée de la fon
tion x 7−→
∫ 3

ex
f est x 7−→ −ex f(ex). 12



On rappelle alors des 
hoses 
onnues et très importantes sur les intégrales : 
atalogue deprimitives (à apprendre par 
÷ur si 
e n'est déjà fait), les te
hniques d'intégration par partieet de 
hangement de variables. Je passe rapidement, on 
onnaît tout 
ela. Je traite les exemplesdu 
ours qui suivent.Pour l'exemple 7, premier point, on 
her
he par exemple la primitie de ln s'annulant en 1. On
al
ule par IPP :
∀x > 0,

∫ x

1

ln t dt =
[

t ln t
]x

1
−
∫ x

1

t× 1

t
dt = x ln x− x+ 1.Une primitive de ln et x 7−→ x ln x− x sur ]0,+∞[. Exemple et primitive fondamentaux.On 
her
he ensuite la primitive de arctan s'annulant en 0 par exemple. On trouve pour tout

x ∈ R :
∫ x

0

arctan t dt =
[

t arctan t
]x

0
−
∫ x

0

t
1

1 + t2
dt = x arctan x− 1

2
ln(1 + x2).On a ainsi une primitive . Exemple à savoir refaire, 
omme tous les exemples de n'importequel 
ours d'ailleurs ...Pour l'exemple 7, deuxième point, on va exprimer les In par ré
urren
e.Lorsque n = 0, I0 = 1 dire
tement et lorsque n = 1, on a I1 = arctan 1 =
π

4
plus ou moinsdire
tement.Si n > 1 est un entier naturel, on é
rit su

essivement :

In+1 =

∫ 1

0

x2 + 1− x2
(x2 + 1)n+1

dx

= In −
∫ 1

0

x

(x2 + 1)n+1
x dx

= In −
∫ 1

0

(

x(x2 + 1)−(n+1)
)

x dx

= In −
(

[

1

2

(x2 + 1)−n

−n x

]1

0

+

∫ 1

0

1

2n
(x2 + 1)−n dx

)

= In +
1

n 2n+1
− 1

2n
In.

=
2n− 1

2n
In +

1

n 2n+1
.Connaissant I0, I1 et 
ette formule de ré
urren
e, on obtient de pro
he en pro
he les In. Il nefaut pas espérer avoir une formule exa
te simple de In en fon
tion de n.Pour le troisième point, il n'y a pas de formule toute faite, mais il faut utiliser une intégrationpar partie et toujours dériver le polyn�me et toujours intégrer l'autre fon
tion, i
i l'exponen-tielle. À for
e de dériver le polyn�me plusieurs fois, on abaisse le degré tant et si bien qu'ontombe sur une intégrale du type ∫ P (k)(t)

eαt

αk
dt et si k > deg(P ), alors 
ette intégrale estnulle. 13



Pour l'exemple 8, premier point, on a déjà vu le 
al
ul. Le plus simple et impressionnant : la
ourbe y =
√
1− x2 est un quart de 
er
le de 
entre 0 et de rayon 1 don
 l'aire en dessous dela 
ourbe est π
4
. Si l'on suit le 
hangement de variable, on aboutit à des 
hoses déjà traitées.En voi
i un détail (rappel) :

• x = cos t et t = arccosx
•
√
1− x2 =

√
sin2 t = | sin t| = sin t, 
ar t ∈ [0, π] et sin t > 0

• dx = − sin t× dt
• an
iennes bornes : x : 0 −→ 1 ; nouvelles bornes : t : arccos 0 =

π

2
−→ arccos 1 = 0

• nouvelle intégrale égale à l'an
ienne :
∫ 0

π/2

sin t× (− sin t) dt =

∫ π/2

0

sin2 t dt

• linéariser sin2 soit ave
 les formules trigonométriques, soit en passant en exponentielle
omplexe ; dans tous les 
as, on sait faire et on obtient :
sin2 t =

1− cos(2t)

2

• On termine le 
al
ul :
∫ 1

0

√
1− x2 dx =

∫ π/2

0

sin2 t dt =

[

t− sin(2t)
2

2

]π/2

0

=
π

4
.Pour le deuxième point de l'exemple 8, on suit l'indi
ation. On obtient :

I =

∫ 2π

0

sin5 x

1 + cos4 x
dx =

∫ 0

2π

− sin5 t

1 + cos4 t
(−dt)
ar sin(2π − t) = − sin t et cos4(2π − t) = cos4 t, puis dx = −dt.On obtient que I vaut −I et don
 I = 0.En traçant l'allure de la 
ourbe, impaire et 2π périodique, on voit que le résultat est 
ohérentave
 le fait que la valeur moyenne sur la période est nulle.L'intégrale des fra
tions rationnellesLa méthode du paragraphe 2.5 se 
omprend assez bien. Mettons 
e
i en appli
ation.Le premier point de l'exemple 9 
onsiste à trouver par exemple la primitive s'annulant en 0.Il s'agit don
 de 
al
uler pour tout n ∈ N et pour tout x ∈ R :

In(x) =

∫ x

0

dt

(t2 + 1)n
.On peut 
alquer la démar
he de l'exemple 7 deuxième point qui ressemble beau
oup.Voi
i 
e que 
ela donne tous 
al
uls faits :

I0(x) = x et I1(x) = arctan x.14



Ensuite, si n > 1 est un entier :
In+1(x) =

∫ x

0

t2 + 1− t2
(t2 + 1)n+1

dt

= In(x)−
∫ x

0

(

t · (t2 + 1)−(n+1)
)

× t dt

= In(x)−
[

1

2

(t2 + 1)−n

−n × t
]x

0

− 1

2n
In(x).On obtient alors In+1(x) en fon
tion de In(x) et de pro
he en pro
he, on peut 
al
uler les In(x).Il ne faut pas espérer une formule simple de In(x) en fon
tion de n et de x et la question tellequ'elle est posée nous demande uniquement la méthode, pas le 
al
ul expli
ite.Pour le deuxième point de l'exemple 9, en notant f : x 7−→ x

(x+ 1)2(x− 3)
la fon
tion fest une fra
tion rationnelle dé�nie sur R \ {−1, 3} qui n'est pas un intervalle. On oublie dedomaine de dé�nition au pro�t d'un intervalle.Prenons n'importe quel intervalle ne 
ontenant ni −1 ni 3. On va déterminer une primitive dela fon
tion 
ontinue f sur 
et intervalle I.Première 
hose : dé
omposer en éléments simples la fra
tion rationnelle :

F (X) =
X

(X + 1)2(X − 3)
.On 
onnaît par 
÷ur la démar
he. Tous 
al
uls faits, on obtient :

F (X) =
a

X + 1
+

b

(X + 1)2
+

c

X − 3
,ave
 b = 1

4
, c = 3

16
et ensuite a = − 3

16
.On obtient une primitive suivante pour la fon
tion f sur l'intervalle I :

ϕ : x 7−→ a ln |x+ 1| − b

x+ 1
+ c ln |x− 3|.En 
e qui 
on
erne les règles de Bio
he, les résultats sont hors programme mais utiles. Don
on traite le sujet. Il n'est pas rare aux oraux de devoir les utiliser ou même lors des é
rits, 
elasimpli�e parfois les 
hoses.Il y a trois 
hoses à 
omprendre dans la méthode :

• on ne peut appliquer la méthode que lorsque l'intégrale f est une fra
tion rationnelle en
cos et sin.Il est envisageable d'appliquer 
ette méthode si f : t 7−→ cos(6t) + sin89(t+ 1)

cos(3t + 1)× sin4(4t+ 9)
parexemple 
ar 
haque terme cos(pt) ou sin(qt) ou cos(3t + 1) ou sin(at) × cos(bt) peutêtre mis sous la forme d'une somme de termes de la forme sink(t) × cosℓ(t), en faisantpar exemple intervenir les polyn�mes de T
heby
hev. La fra
tion obtenue en cos et

sin est innommable mais théoriquement on peut appliquer la méthode. La méthode nes'applique pas pour les fon
tions suivantes par exemple : f : t 7−→ exp(sin(t)), f : t 7−→
√

2 + sin(3t) ou t 7−→ sin(2t) + t+ cos(3t) ou en
ore pour f : t 7−→ ln(4− 2 cos2(t)).15



• le but est de trouver un bon 
hangement de variable pour obtenir une nouvelle intégraled'une fra
tion rationnelle. Pour trouver 
e bon 
hangement de variable, on 
onsidèrela quantité f(t) dt dans l'intégrale. Surtout ne pas oublier le � dt �. On teste les in-varian
es éventuelles développées dans la méthode et on remarque que 
es invarian
essont les mêmes que les 
hangements de variable que l'on va e�e
tuer, si l'invarian
eest véri�ée. Par exemple, si f(t) dt est invariant en remplaçant t par −t, on pose
u = cos(t), (cos(−t) = cos(t)) ou si f(t) dt est invariant par t ←− π − t, alors onposera u = sin t, (sin(π − t) = sin t) et idem pour la tangente. Lorsque rien ne mar
he,on posera u = tan

t

2
...

• une fois le 
hangement de variable e�e
tué, on obtient toujours l'intégrale d'une fra
tionrationnelle. Si quand vous faites les 
al
uls, vous n'obtenez pas une intégrande fra
tionrationnelle, 
'est que vous n'avez pas e�e
tué le bon 
hangement de variable ou que vousavez fait une erreur de 
al
ul !Il peut arriver que pour une même intégrande f , la quantité f(t) dt soit invariante par t←− −tpar exemple. Dans 
e 
as, on peut utiliser le 
hangement u = cos t ou bien quoiqu'il arrivele 
hangement u = tan
t

2
. Il vaut mieux toujours utiliser le premier 
hangement de variableque le se
ond 
ar 
ela donnera une fra
tion rationnelle plus simple. Vous pouvez vous amusersur les exemples � lorsqu'une invarian
e est possible � à tester malgré tout le 
hangement devariable u = tan

t

2
pour voir en quoi les 
hoses sont faisables mais plus 
ompliquées.Il faut faire attention aux bornes également. Parfois, il faut bri
oler les bornes pour autoriserle 
hangement de variable...On détaille i
i pourquoi lorsque f est une fra
tion rationnelle en cos et sin, lorsque l'on faitle 
hangement de variable u = tan

t

2
, alors la nouvelle intégrande est toujours une fra
tionrationnelle.Donnons-nous une fon
tion f de la forme :
f = R(cos, sin),où R(X, Y ) ∈ R(X, Y ) est une fra
tion rationnelle en deux variables (au numérateur et audénominateur on a une somme �nie de termes de la forme ci,j X i Y j.)Utilisons le 
hangement de variable u = tan

t

2
. On suit la méthode du 
hangement de variable :

• u = tan
t

2
, don
 t = 2 arctanu (à 
ondition que t varie entre −π et π stri
tement) ;

• par les formules d'ar
 moitié,
cos t =

1− u2
1 + u2

et sin t =
2u

1 + u2
;

• dt = 2

1 + u2
du

• les bornes 
hangent mais on regarde déjà la nouvelle intégrande
• la nouvelle intégrande est :

f(t) = R(cos(t), sin(t)) = R

(

1− u2
1 + u2

,
2u

1 + u2

)16



qui est une fra
tion rationnelle en la variable u que l'on pose G(u) par exemple ave

G(X) ∈ R(X)
• La nouvelle intégrale est de la forme :

∫ ρ2

ρ1

G(u)
2

u2 + 1
du.On obtient bien l'intégrale d'une fra
tion rationnelle en la variable u.Passons aux 
al
uls pratiques ave
 l'exemple 10.La fon
tion f : x 7−→ cos(2x)

sin(3x) + 2
est bien une fra
tion rationnelle en cos(x) et sin(x) en expri-mant cos(px) et sin(qx) en fon
tion de cos(x) et sin(x) (utiliser au besoin des exponentielles
omplexes). On s'en moque d'avoir l'expression de la fra
tion rationnelle. On peut appliquerla méthode, 
'est tout 
e qui nous importe.Après avoir testé les trois 
hangements de variable, rien ne mar
he. On pose u = tan

x

2
. Les
al
uls sont assez lourds en terme de 
al
uls pratique. On ne les fait pas.Juste un détail : 
omme x varie de 0 à π, alors la nouvelle variable u variera de 0 vers +∞(on dépasse le programme de MPSI pour utiliser plut�t le programme de deuxième année...).En tout 
as, si l'on veut faire les 
al
uls 
omplets, on peut remplir une bonne page ave
 des
al
uls lourds.Pour la deuxième intégrale plus digeste, les trois premiers tests ne mar
hent pas pour f(t) dt.On pose u = tan

t

2
, de sorte que la nouvelle intégrale est :

I =

∫ π/4

0

dt

1 + cos t
=

∫ tan π

8

0

2
1+u2

1 + 1−u2

1+u2

du

=

∫ tan π

8

0

du = tan
π

8

=
√
2− 1,en posant α = tan

π

8
et en utilisant 1 = tan

(

2
π

8

)

=
2α

1− α2
. On résout une équationpolynomiale de degré 2 ave
 α > 0 :

I =
√
2− 1.Pour la troisième intégrale du premier point, l'invarian
e t ←− +π est satisfaite et on pose

u = tan t.On obtient 
omme nouvelle intégrale, sa
hant que tan
π

6
=

1√
3
et que 1

cos2
= 1 + tan2, don


sin2 t = 1− cos2 t = 1− 1

1 + u2
=

u2

1 + u2
:

J =

∫ π/6

0

dt

1 + sin2 t
=

∫ 1/
√
3

0

du

1 + 2u2
=

1√
2
×
[

arctan v
]

√
2/3

0
=

1√
2
× arctan

(

√

2

3

)

.17



Pour le deuxième point, on va par exemple 
al
uler une primitive de 1

sin
et de 1

cos
sur l'inter-valle I = ]0, π

2

[.On va 
al
uler les primitives de 
es deux fon
tions, primitives s'annulant en π

4
par exemple.On 
al
ule don
 :

F (x) =

∫ x

π/4

dt

sin t
et G(x) = ∫ x

π/4

dt

cos t
.Pour F (x), on pose u = cos t 
e qui donne en utilisant les formules 
onnues pour arccos(dérivée et sin ◦ arccos) :

F (x) =

∫ cos x

√
2

2

−du√
1− u2

× 1√
1− u2

=

∫ cos x

√
2

2

du

u2 − 1

=

∫ cos x

√
2

2

1

2

(

1

u− 1
− 1

u+ 1

)

du

=

[

1

2
ln

(

1− u
1 + u

)]cos x

√
2

2

.Une primitive est (en laissant tomber la 
onstante d'intégration) :
x 7−→ 1

2
ln

1− cosx

1 + cosx
.Pour la quantité G(x), 
'est l'invarian
e t ←− π − t qui mar
he. On pose u = sin t 
e quidonne :

G(x) =

∫ sinx

√
2

2

du√
1− u2

× 1√
1− u2

=

∫ sinx

√
2

2

du

1− u2

=

∫ sinx

√
2

2

1

2

(

1

u+ 1
− 1

u− 1

)

du

=

[

1

2
ln

(

1 + u

1− u

)]sinx

√
2

2

.Une primitive est (en laissant tomber la 
onstante d'intégration) :
x 7−→ 1

2
ln

1 + sin x

1− sin x
.Pour le troisième point, la réponse est oui 
ar l'intégrande est une fra
tion rationnelle en coset en sin (fra
tion rationnelle 
ompliquée). Je vous dé
onseille de vous lan
er dans les 
al
ulsde l'intégrale... 18



La formule de Taylor ave
 reste intégralOn termine par la formule de Taylor ave
 reste intégral. On re
onnaît la première somme
omme d'habitude dans les formules de Taylor (Taylor-Lagrange ou Taylor-Young) et la partieintégrale. Le plus simple est d'apprendre par 
÷ur le reste intégral pour ne pas se mélangerles pin
eaux entre le n + 1 dans f (n+1) et le n dans n! ou (b − t)n. Pour retrouver la bonneformule, on peut tester pour n = 0 par exemple 
e qui débloque pas mal de situation où on aperdu la formule de vue.La démonstration se fait par ré
urren
e sur n à l'aide d'intégrations par parties su

essives.Voi
i 
e que 
ela donne dans les grandes lignes :
• Si n = 0, la formule devient :

f(b) = f(a) +

∫ b

a

f ′(t) dt,qui est vraie.
• Supposons la formule vraie pour toute fon
tion f de 
lasse Cn+1 sur [a, b].
• Soit f : [a, b] −→ R une fon
tion de 
lasse Cn+2 sur [a, b]. Alors f est Cn+1 et on appliquela formule de l'hypothèse de ré
urren
e. On peut don
 é
rire la formule de la proposition6 telle qu'elle apparaît.Ensuite, on fait une IPP sur l'intégrale, en dérivant f (n+1) et en intégrant l'autre terme,
e qui donne :

∫ b

a

f (n+1)(t)
(b− t)n
n!

dt =

[

−f (n+1)(t)
(b− t)n+1

(n+ 1)!

]b

a

+

∫ b

a

f (n+2)(t)
(b− t)n+1

(n+ 1)!
dt

=
f (n+1)(a)

(n+ 1)!
· (b− a)n+1 +

∫ b

a

f (n+2)(t)
(b− t)n+1

(n+ 1)!
dt.On voit alors que tout se passe bien ave
 un terme qui se rajoute dans la somme n
∑

k=0

· · ·pour donner n+1
∑

k=0

· · · et l'intégrale qui est 
elle que l'on devait obtenir au rang suivant.Pour l'exemple 11, on peut appliquer la formule de Taylor-reste intégral pour la fon
tion
f = exp de 
lasse C∞ sur [a, b] = [0, 1] pour tout entier n. On obtient :

e = exp(1) =
n
∑

k=0

exp(k)(0)

k!
(1− 0)k +

∫ 1

0

exp(n+1)(t)
(1− t)n
n!

dt.On simpli�e le tout selon :
e =

n
∑

k=0

1

k!
+

∫ 1

0

et
(1− t)n
n!

dt.Il su�t alors de montrer que la quantité :
un =

∫ 1

0

et
(1− t)n
n!

dt,19



tend vers 0 lorsque n tend vers +∞, 
e qui ne pose pas de problème 
ar :
0 6 |un| =

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

et
(1− t)n
n!

dt

∣

∣

∣

∣

6

∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

et
(1− t)n
n!

∣

∣

∣

∣

dt [en fait = 
ar tout est positif℄
6

∫ 1

0

e
1

n!
dt

6
e

n!
= ◦(1).
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