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1.1

1.2

Groupes

Définitions

Définition 1 Soit F un ensemble. On appelle loi de composition interne (en abrégé LCI), toute appli-
cation de E x E dans E. Si x est une LCI sur F, on note pour tout (a,b) € E?, x(a,b) = a xb.

Définition 2 Soit (G, *) un ensemble G muni d’une LCI x [on dit que G est un magma]. On dit que (G, *)
est un groupe (ou que la LCI x munit ’ensemble G d’une structure de groupe) si :
e la LCI x est associative : ¥(a,b,c) € G%, ax (bxc) = (axb)*c; [on dit alors que G est un monoide]
e la LCI x admet un élément neutre : 3e € G, Va € G, axe = e*xa = a; [on dit que G est unifére]
e tout élément g € G admet un inverse (ou un symétrique) pour la LCI x: 3h € G, hxg=g*xh =e.
[on dit que tous les éléments de G sont symétrisables]

Proposition 1 Si (G, %) est un groupe, il existe un unique élément neutre noté e et pour tout élément g de
G, il existe un unique inverse h noté h = g~ '.

Définition 3 Soit (G,*) un groupe. On dit que le groupe est commutatif ou abélien si : V(a,b) € G2,
a*xb=>bxa.

Exemple 1 e Les ensembles (Z,+), (Q,+), (R,+) et (C,+) sont des groupes commutatifs d’élément neutre
e =0 et d'inverse v~ ! = —x.
o Les ensembles (QF, x), (R*, x) et (C*, x) sont des groupes commutatifs d’élément neutre e = 1 et

d’inverse 271 = —.
)
e Soit E un ensemble. L’ensemble Bij(E) des bijections de E dans E muni de la LCI x = o (la composition)

forme un groupe en général non commutatif d’élément neutre e = idg et d’inverse f~! = f~! la fonction
réciproque de la fonction bijective f.

Premiers calculs dans un groupe

Proposition 2 Soient (G, *) un groupe, puis gi,- - -, gn, n éléments de ce groupe. Alors :

(gro-xgn) " =gy xekgrt

Proposition 3 Soient (G, %) un groupe, g un élément de G et n € Z un entier.
On note ¢g” ou g*™, le n“™¢ itéré de g, en posant :
n fois
m, si I’entier n est strictement positif

g =< ¢ le neutre du groupe G, si ’entier n est nul
(—n) fois

()™ =g x g7t x - x g1, i lentier n est strictement négatif

On dispose des formules de produits suivantes :

Y(p,q) € 72, (g*p) * (g*q) — g*(PTa) ot (g*p)*q _ groxa)




Une somme vide est 1’élément neutre pour 'addition et vaut 0. Un produit vide est I’élément neutre pour la
multiplication et vaut 1. Un produit de composition vide de fonctions vaut id.

1.3 Sous-groupes

Définition 4 Soit (G, *) un groupe. On dit qu’une partie H de G est un sous-groupe de G si (H,*) est un
groupe.

Méthode : Comment montrer que H est un groupe?
Pour montrer que (H, x) est un groupe :
» trouver un groupe connu (G, %) contenant H
» montrer que le neutre e de G appartient 3 H
» montrer que si x et y sont dans H, alors z xy~! € H.

Exemple 2 o L’ensemble U = {z € C | |z| = 1} est un groupe multiplicatif, ainsi que les racines n°™¢ de
luniteé.

e L’intersection de sous-groupes d’un groupe G est encore un sous-groupe.

e Montrer que si H et K sont deux sous-groupes d’un groupe G, alors :

H U K est un sous-groupe <= H C Kou K C H.

1.4 Sous-groupes de (Z,+)

Théoréme 1 Les sous-groupes de (Z, +) sont exactement les ensembles de la forme a-Z = {a-p € Z | p € Z},
ol a € Z.

De plus, si H est un sous-groupe de (Z,+), il existe un seul entier naturel a tel que H = a - Z. Cet entier
s’appelle le générateur positif du sous-groupe H.

Exemple 3 e Si H = 127 et K = 15Z, montrer que H N K et H + K sont deux-sous-groupes de (Z,+).
e Quel est le générateur positif de H N K ?
e Quel est le générateur positif de H + K ?

1.5 Morphismes de groupes

Définition 5 Soient (G,*) et (G’, L) deux groupes. Soit f : G —> G’ une fonction. On dit que f est un
morphisme de groupes si :

V(z,y) € G*, flzxy)=f(z)Lf(y).

On appelle isomorphisme de groupes tout morphisme de groupes bijectif.
On dit que deux groupes sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de groupes entre les deux.

Exemple 4 o L’application In est un isomorphisme entre les groupes (|0, +oo[, X) et (R, +).
e L’application z — |z| est un morphisme de groupes entre (C*, x) et (R%, x).
e L’application 6 — €' est un morphisme de groupes surjectif de (R, +) dans (U, x).




Proposition 4 e La composée de deux morphismes de groupes est encore un morphisme de groupes.
e Si f: G — G’ est un isomorphisme de groupes, alors la fonction réciproque f~! également.

Proposition 5 Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. On note e le neutre dans G et €’ le neutre dans
G'.
Alors, f(e) = €’ et pour tout © € G, f(x~1) = (f(z))~L.

Définition 6 Soit f : G — G un morphisme de groupes. On appelle noyau de f et on note Kerf,
I’ensemble :

Kerf = flEU{e'}) = {w € G| f(z) =€}
On appelle tmage de f et on note Imf, 'ensemble Imf = f(G).

Proposition 6 Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Alors Kerf est un sous-groupe de (G, ) et Imf
est un sous-groupe de (G', L).

Proposition 7 Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Alors :
e la fonction f est injective si et seulement si Kerf = {e}.
e la fonction f est surjective si et seulement si Imf = G'.

Exemple 5 o La fonction exp : C — C* est un morphisme de groupes. Expliciter Ker(exp) et Im(exp).
¢ Si G est un groupe et a € G, I'application ¢ : g — a~! % g * a est un isomorphisme de groupes.
e Si (G, *) est un groupe, pour tout a € G, les « translations a gauche » ou « a droite » dans le groupe G
définies par :
G — G G — G
Ton & et Y, :

g = a*g |9 — g*xa

sont des bijections. Ce ne sont pas des morphismes de groupes en général.

1.6 Quelques résultats dans les groupes finis
1.6.1 Ordres d’éléments dans un groupe fini

Dans ce paragraphe, on considére un groupe (G, x), fini, de cardinal égal a n.

Définition 7 Soit g un élément du groupe fini (G, x). Alors, I’application :

1z — G
Sa'n'_>g*n

est un morphisme de groupes non injectif.

Il existe donc un entier d € N* tel que Ker(yp) = dZ. Cet entier d s’appelle ordre de l’élément g dans le
groupe G.

L’ordre d de I’élément g est le plus petit entier strictement positif tel que ¢*¢ = e.




Proposition 8 Soit g un élément d’un groupe fini (G, *). On note d 'ordre de 1’élément g.
Alors, ’ensemble (g) = {g*k eG; ke Z} est le plus petit sous-groupe de G pour l'inclusion contenant g.
De plus,

(9) = {g* s ke o.a-11}

et ce sous-groupe est de cardinal d.
D’autre part, si ¢ : G — G’ est un morphisme de groupe injectif, alors 'ordre de g est égal a I'ordre de
I’élément ¢(g) dans le groupe G’.

1.6.2 Théoréme de Lagrange et corollaire

Exemple 6 [théoréme de Lagrange dans le cas abélien]

Soit (G, ) un groupe commutatif fini de cardinal n. On pose z = H a le produit de tous les éléments de G.
aeG

1. Montrer que pour tout g € G, v = H (axg).
a€eG
2. En déduire que pour tout g € G, g*" = e.

Exemple 7 [théoréme de Lagrange]
Soit (G, ) un groupe de cardinal n. Soit H un sous-groupe de G, avec H de cardinal p.

1. Montrer que la relation aZb <= Jh € H, a = h x b est une relation d’équivalence sur ’ensemble G.

2. Montrer que pour tout a € G, la classe d’équivalence [a] est égale & H xa = {h* a; he H} et est de
cardinal p.

3. Montrer que p divise n.

Exemple 8 [corollaire du théoréme de Lagrange]
Soit (G, ) un groupe de cardinal n.

Montrer que pour tout g € G, on a :
*1

2 Anneaux

2.1 Premiéres définitions

Définition 8 Soit A un ensemble muni de deux LCI notées + et x. On dit que (A, +, X) est un anneaw si :

e l’ensemble (A, +) forme un groupe abélien. On note 04 ou 0 I’élément neutre de ce groupe et on appelle
élement nul de ’anneau

e la LCI x est associative : V(a,b,c) € A%, a x (bx ¢) = (a xb) xc

e la LCI x est distributive sur + : V(a,b,c) € A3, ax (b+c) =axbt+axcet (a+b)xc=axc+bxc

e la LCI x est unifére, c’est-a-dire qu’elle admet un élément neutre noté 14 ou encore 1 différent de
I’élément nul 04 : Va € A, a X 14 = 14 X a = a. Cet élément neutre est appelé élément unité de
I’anneau. On parle alors implicitement d’anneau unitaire.

Remarque 1 e L’élément unité est unique.
e L’¢lément nul est absorbant : Va € A, a x04 =04 X a =04
e On dit que Panneau (A, +, x) est commutatif si la LCT x est commutative : V(a,b) € A%, a x b= b x a.




2.2 Autres définitions

Définition 9 Soit (4, +, X) un anneau. Soit a € A.
e On dit que a est inwversible s’il existe be Atel queaxb=bxa=14.
e On dit que a est irréductible dans A si :
Y(z,y) € A%, a=zxy=— [meA* ouyeA*}.
e On dit que ’anneau est intégre si :
V(m,y)eAQ, zXxy=04 = [96:0,4 ouyzOA}.
e Lorsque A est commutatif, on dit que a divise b si :

Ja€e A, b=ax .

Proposition 9 L’ensemble des éléments inversibles est noté A*. L’ensemble (A*, x) forme un groupe d’élé-
ment neutre 14.

Exemple 9 Etudier les anneaux (Z, +, x), (Q, 4+, x), (R®, +, x) et (Z(E), a,N).

2.3 Sous-anneaux

Définition 10 Soit (4, +, X) un anneau. Soit B une partie de A. On dit que B est un sous-anneau de A
si (B, +, X) est un anneau.

Méthode : Comment montrer que B est un sous-anneau de A7
» montrer que 14 € B
» montrer que si x et y sont dans B, alors xt —y € Betz Xy € B.

Exemple 10 Le seul sous-anneau de (Z, +, X) est Z lui-méme.

2.4 Morphisme d’anneaux

Définition 11 Soient (A4, +, X) et (A’,+, X) deux anneaux. Soit f : A — A’, une application. On dit que f
est un morphisme d’anneaux si :

V(z,y) € A%, flz+y)=f@)+ (), flzxy)=/f(z)xf(y) et f(la)=1a".

On appelle isomorphisme d’anneauz tout morphisme d’anneaux bijectif.
On appelle automorphisme d’anneauz, tout isomorphisme d’un anneau dans lui-méme.




2.5

Exemple 11 e L’application id 4 est un automorphisme d’anneau.
e Il n’existe que deux morphismes d’anneaux f : C — C tels que f(R) C R : il s’agit de idc et de la
conjugaison z — 2.

Exemple 12 o Soit (A, +, X) un anneau.
[’application :

est un morphisme d’anneaux.
De plus, on a 'alternative suivante :
e soit 'application ¢ est injective. On dit dans ce cas que 'anneau A est de caractéristique nulle
e soit I'application ¢ n’est pas injective. Dans ce cas, le noyau Ker(y) est un sous-groupe de Z non réduit
a {0}, donc de la forme pZ, avec p > 2 un nombre entier. On dit dans ce cas que 'anneau A est de
caracteristique égale a p.
e Soit (A, +, X) un anneau intégre. Alors, la caractéristique de ’anneau A est soit nulle, soit égale & un
nombre premier.
e Les anneaux Z, Q, R ou C sont de caractéristique nulle. I’anneau Z/nZ est de caractéristique n, lorsque
n > 2 un entier.

Formules de sommation dans un anneau

Proposition 10 (formule du bin6me de Newton)
Soit (A, 4, X) un anneau. Soient a et b deux éléments qui commutent dans ’anneau (c’est-a-dire a x b = bx a).

Alors, pour tout n € N, on a :
n __ n k n—k
(a+b) *E <k>~a X bR,

Proposition 11 (formule de factorisation géométrique)
Soit (4, +, x) un anneau. Soient a et b deux éléments qui commutent dans ’anneau. Alors, pour tout n € N,
on a :

n—1
a” —b" = (a—0b) x Zak x pn1=k,
k=0

Corps

Définition 12 Soit (A, +, X) un anneau commutatif. On dit que A est un corps si tous les éléments non
nuls de A sont inversibles (c’est-a-dire que A* = A\ {04}).

Exemple 13 e Les ensembles Q, R et C sont des corps.
e Tout corps est un anneau intégre.
e Tout anneau intégre fini est un corps.
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