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1 Construction de I’intégrale de RIEMANN

1.1 Subdivisions

Définition 1 Soit [a,b] un segment. On appelle subdivision o = (xo,---,2,) du segment [a, b], tout uplet
de nombres tels que :
To=a<z1 < - -<xy, =0

Soient ¢ = (o, -, %) et o’ = (x,---,x),) deux subdivisions de [a,b]. On dit que la subdivision o est plus
fine que o' si {zo, -, zn} D {xp, -+, 2,}. Dans ce cas, on notera o < o’
Soit o = (xo, -+, n) une subdivision de [a, b]. On appelle pas de la subdivision o, le nombre :

hg:max{zwlfxi|i€{0,~',n71}}>0.

Proposition 1 Si o et o/ sont deux subdivisions de [a, b], alors :
e il existe une subdivision plus fine que o et o’
esio =o', alors hy < hy.

1 1 2
Exemple 1 e On peut avoir h, < hys sans que o soit plus fine que ¢’ : o0 = ((), > 1> et o/ = ((), 313 1>.
e si 0 et o’ sont deux subdivisions, ’ensemble {c, 0’} admet-il une borne inférieure ? une borne supérieure ?

1.2 Fonctions en escalier

Définition 2 Soit f : [a,b] — R une fonction. On dit que la fonction f est en escalier s’il existe une
subdivision o = (20, -+, 2y) de [a,b] telle que pour tout ¢ € {0,---,n — 1}, la restriction f,, soit une
fonction constante.

Dans ce cas, une telle subdivision o est dite adaptée a la fonction en escalier f.

Tiqa|

Proposition 2 L’ensemble Esc([a,b]) des fonctions en escaliers sur [a,b] forme une sous-algébre de
(R[‘Lb]a =+, X, )

1.3 Intégrale d’une fonction en escalier

Soit f : [a,b] — R une fonction en escalier de subdivision adaptée o = (xq,- -, 2,). On choisit pour tout ¢ €
{0,---,n — 1}, un nombre & dans |z;, x;41].

b
Définition 3 On appelle intégrale de la fonction f sur le segment [a, b] et on note f ou / f(z) dz le
[a,b] a

nombre :
b n—1
/[%b] f =/a f(z) dov = Z;f(gi) e

Ce nombre ne dépend ni des nombres &;, ni de la subdivision o adaptée a la fonction f.

Remarque 1 L’intégrale d’une fonction en escalier correspond géométriquement & aire algébrique des rectangles
définis entre le graphe de f et I’axe des abscisses.




1.4 Fonctions RIEMANN-intégrables

Définition 4 Soit f : [a,b] — R une fonction bornée.
On note :

e &_ I’ensemble des fonctions en escalier ¢ : [a,b] — R telles que : Va € [a, b], p(x) < f(x)
e &, l'ensemble des fonctions en escalier ¢ : [a,b] — R telles que : Vz € [a,b], f(z) < ¢(z)

.j_:{/ (peR|(p€(a@_}etf+:{ wERllﬂG&}
[a,b] [a"b]

o 7_(f) =sup £_ et 7(f) =inf £, .
On dit que la fonction f est RIEMANN-intégrable si 7_(f) = 7(f). Dans ce cas, on notera

/w f= /abf(x) = . =

Exemple 2 e Les fonctions en escalier sont RIEMANN-intégrables.
e Donner un exemple de fonction f ne prenant qu’un nombre fini de valeurs mais n’étant pas Riemann-
intégrable.

Proposition 3 L’ensemble des fonctions RIEMANN-intégrables forme un sous-espace vectoriel de RI*?, en
fait une sous-algébre commutative, non intégre et de dimension infinie de R[],

1.5 Fonctions continues par morceaux

Définition 5 Soit f : [a,b] — R une fonction. On dit que f est continue par morceauz s’il existe une
subdivision o = (o, - - -, z,) de [a, b] telle que pour tout i € {1,---,n—1}, la restriction fj, »,,[ soit continue
et prolongeable par continuité & droite en x; et & gauche en z; ;. Une telle subdivision o est dite adaptée a
la fonction continue par morceaux f.

Exemple 3 e Toute fonction continue sur [a, b] est continue par morceaux.
1
- stz e[=1,1]3 {0}

0 ,siz=0
e On peut également parler de fonctions de classe CP ou C'°° par morceaux.

e La fonction z — { n’est pas continue par morceaux sur [—1,1].

Théoréme 1 Toute fonction continue par morceaux sur le segment [a, b] est RIEMANN-intégrable.

Proposition 4 Soit f : [a,b] — R une fonction continue par morceaux. Alors :

1= b—a 1 b
li —E . = .
n—lgil-oonk_Of(a—'—k n ) bia/af(ac)dx

Ces sommes sont appelées sommes de RIEMANN.




Méthode : Comment exploiter une somme de Riemann?‘
Pour trouver la bonne fonction f et les bons nombres a et b, dans une somme de Riemann de n
termes :

. 1
» factoriser la somme par n : — Z e

n
» a l'intérieur de la somme, mettre ensemble la variable d’indexation k et I'entier n sous la forme

n
» remplacer chaque — par z

n
» trouver une fonction f telle que chaque terme soit de la forme : f(x)
» prendrea=0etb=1

1
» la somme de Riemann tendra vers / f(z) du.
0

. - 1
E le 4 o Etudier 1 it .
xemple 4 o Etudier la suite <k21”+k> )
- neN®

2n

k
e Calculer lim ———
n—-+oo =1 n + k

1 n
i . Calcul li — — k).
e Soit a > 0. Calculer o dim na;\/kz(n k)

1.6 Propriétés de D’intégrale

b a
On peut parler de I'intégrale f(z) dz méme si a > b. Dans ce cas, I'intégrale vaut —/ f(z) dx.
b

On note E ensemble des fonctions RIEMANN-intégrables.

1.6.1 Linéarité de ’intégrale
b
Théoréme 2 Soient a et b dans R. L’application f — / f(z) dz est une forme linéaire sur I’espace E.
a

1.6.2 Positivité de I’intégrale

Théoréme 3 Soit f € F sur le segment [a,b], avec a < b. On suppose que : Vz € [a,b], f(z) > 0. Alors :

b
/ f(z) dz > 0.

b b
Corollaire 1 e Soient f et g dans E telles que : Vz € [a,b], f(x) < g(z). Alors, / f(z) de < / g(z) dx.
e Soit f € E. Alors, |f| appartient & E et : ‘ ‘

/abf(:zz) dx

e Soient f et g dans E. Alors, on a I'inégalité triangulaire :

< [ U@ [ o) .

< / @) de

/:(f+g)(w) da




Proposition 5 [théoréme aux quatre hypothéses]
Si f : [a,b] — R est une fonction vérifiant :
e a<b

e la fonction f est positive

e la fonction f est continue sur [a, b]

b
e lintégrale / f(¢t) dt est nulle.

Alors la fonction f est la fonction nulle.

Exemple 5 e Que dire de la fonction indicatrice f = 1) sur [0,2]7

1
e Quels sont les polynomes P(X) € C[X] tels que / |P(t)| dt=07
0

1.6.3 Relation de CHASLES

b c @
Théoréme 4 Soit f € E. Soient a, b et ¢ dans R. Alors : / f(x) dz —i—/ flz) de = / f(x) de.
a b a

Intégrales et primitives de fonctions continues

Définitions

Définition 6 On appelle primitive de la fonction f, toute fonction F' : I — R dérivable sur l'intervalle [
telle que F' = f.

Théoréme 5 ‘théoréme fondamental de I’analyse‘

Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle.
Alors pour tout zp € I il existe une seule primitive de f s’annulant en xq. Il s’agit de la fonction

x»—)/:f(t) dt.

Toutes les primitives de f sont déterminées & une constante preés.




Méthode : Comment calculer une primitive d'une fonction?

Exemple 6 e Soient u et v deux fonctions dérivables sur R et f une fonction continue sur R. Montrer que la
v(x)

fonction z — f(t) dt est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

e Soit f :[0,1] — R une fonction continue.

Montrer que :
n—> 00

Jim n/o () dt = F(1).

2.2 Primitives usuelles

On dispose du tableau suivant, :

ua+1
o/u'-ua=a+1+caveca7$—1
/
./£=ln|u|+c O/u’-shu=chu+c
U
O/u'-e“:e“—i—c O/U,,-ChU,:Shu—l-C
o/u’-lnuzu-lnu_u+c 0/u'-thu=1nchu—|—c
/A v
o [ -sinu=—cosu-+c ° s— =thu+c
chu/
U
o [ 4 cosu=sinu+c O/7=arcsinu+c
/ .
A
o/ul.tanu=—ln|cosu|+c ./u2u+1 = arctanu + ¢
ul
0/ 3 =tanu—+c
cos?u

2.3 Intégration par parties (rappels)

Méthode : Comment faire une intégration par parties ?

Exemple 7 e Déterminer une primitive de  — Inz, de arctan

1
dx
lculer I,, = —_—.
e Calculer I, /0 @11

e Calculer /P(x) -e“?dz, ot a € R* et P(X) € R[X].




2.4 Changement de variable (rappels)

Méthode : Comment faire un changement de variable dans une intégrale ?

1
Exemple 8 e Calculer / V1 — 22 dz a laide du changement de variable x = cost.

0
5

T sind g
e Calculer / ——dz al’aide du changement de variable ¢t = 27 — x.
o 1l4costz

2.5 Intégrale d’une fraction rationnelle

Méthode : Comment calculer I'intégrale d'une fraction rationnelle ?




1

Exemple 9 ¢ Comment calculer une primitive de z — ————— 7
(1 + z2)»
e Déterminer une primitive de z — S —
(x+1)*(z—3)
, . . z+1
e Déterminer une primitive de z — ——.
2+ z+1

2.6 Intégrale d’une fraction rationnelle en cos et sin, régles de BIOCHE

Méthode : Comment intégrer une fraction rationnelle en sin et cos?

Si f(x) est une expression rationnelle en sin et cos, on utilise les régles de Bioche :
» tester un bon changement de variable :
e si I'expression f(x) dz est invariante en remplacant x par (—x), poser t = cosz
si I'expression f(z) dx est invariante en remplacant z par (m — z), poser t =sinz
e si I'expression f(x) dz est invariante en remplacant x par (x + 7), poser ¢ =tanx

. T
e si rien ne marche, poser ¢ = tan —

» aboutir a l'intégrale d'une fraction rationnelle.

/4 dt /6 dt
Exemple 10 o Calculer/ — et / —
o 1+4cost o 1l+4sin“t

1

, . e . . ™
e Déterminer une primitive de — ou — sur un intervalle contenant —.
cos

sin(5x) - cos 6z

1+ cos*(2z + 1)
t+1

24+t+3

?

s
e Peut-on utiliser la régle de Bioche pour /
0

e Déterminer une primitive de la fonction ¢ —

2.7 Formule de TAYLOR avec reste intégral

Proposition 6 Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C"*! sur le segment [a, b]. Alors :

n (k) a b r(n+1)
=31 k!( )-(b—a)k—i—/ %-(b—t)”dt.
k=0 @ ’

n
1
Exemple 11 e Montrer que la suite <Sn = Z E) est convergente et de limite égale a e.
k=0 "

neN
e Si f: [a,b] — R est une fonction de classe C!, la méthode des rectangles qui consiste & approcher
b

Pintégrale f par une somme d’aires de rectangles le long d’une subdivision équirépartie en n morceaux est

1
en O (—) La méthode des trapézes qui consiste a approcher le long d’une subdivision o chaque intégrale
n

v 1
/ f par laire du trapéze correspondant égale a (v — u) - M est en O <—2)
w n
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