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1.1

Premiéres notions

Espaces vectoriels

Définition 1 Soient K un corps, puis £ un ensemble. On se donne une LCI notée + sur F et une LCE
(une loi de composition externe appelée aussi multiplication par les scalaires) notée -. Il s’agit d’une
application : (A\,z) — A -z de K X E dans E.
On dit que les opérations + et - munissent E d’une structure de K- espace vectoriel si on a les conditions
suivantes :

e l'ensemble (E,+) est un groupe abélien. On note 0 ’élément neutre pour la loi +

e VAEK,V(z,y) EE>, N (z+y)=X-2+ Xy

e VI\,u) e K2 Ve e E,(A+p)-z=X-a+pu-zet \-(u-2)=AXp) z

e Vxe b 1g-x=ux.
Les éléments A du corps K sont appelés scalaires. Les éléments © du K-espace vectoriel E sont appelés
vecteurs.

Exemple 1 e Si K C L sont deux corps, L est un K-espace vectoriel.

e Si F un K-espace vectoriel et o est un ensemble non vide. En posant sur £ I’ensemble des fonctions
de o/ dans E les opérations f + g : x — f(x) +g(x) et A- f : 2 —> X f(x), alors, I'’ensemble E est un
K-espace vectoriel de vecteur nul : application nulle x — Og.

e Si K un corps et n € N* en posant (z1, -, &n)+ (Y1, ,Yn) = (@1+y1, s Tn+yn) et X (21, -, 2) =
(A X 1, -+, A X x,) alors ’ensemble K™ est un K-espace vectoriel, de vecteur nul 0y = (O, ---,0x).

Proposition 1 Soit £ un K-espace vectoriel. On dispose des propriétés suivantes :
eVAEK,Vz€ B, Az =054 | A=0gous=0g
eV e E, (—lg) -z=—u.

1.2 Sous-espaces vectoriels

Définition 2 Soient (E,+, ) un K-espace vectoriel et F' une partie de E. On dit que F' est un sous-espace
vectoriel de E si (F,+,-) muni des mémes lois que sur E est encore un espace vectoriel.

Méthode : Comment montrer qu'un ensemble est un espace vectoriel 7

Soit F" un ensemble. Pour montrer qu'il s'agit d’un espace vectoriel sur K :

» trouver un K-espace vectoriel £ contenant F
» montrer que O appartient a F
» montrer que si x et 2’ sont dans ' et A dans K, alors A\ -z + 2’ € F.

Exemple 2 e L’ensemble K[X] est un K-espace vectoriel.

e Soit I un intervalle de R. Pour tout p € N, ’ensemble C?(I,R) des fonctions de classe C? définies sur
'intervalle I est un sous-espace vectoriel de RL.

e Soit / un intervalle de R. Soit & une EDL homogéne. Alors, ’ensemble ., des solutions définies sur I
forme un sous-espace vectoriel de R’.




1.3 Combinaisons linéaires, sommes et sommes directes, supplémentaires

Définition 3 Soit £ un K-espace vectoriel. Soient x1,---,x,, n vecteurs de E. On appelle combinaison
n

linéaire des vecteurs z1,---,x,, toute expression de la forme : A\ -x1 + - -+ A\, - 2, = E Ai - x;, ou les
=1

scalaires A1, - - -, A, sont dans le corps K. Toute combinaison linéaire est encore un élément de ’espace vectoriel
E.

Plus généralement, si o7 est une partie non vide de E (I’ensemble &7 n’est pas forcément un espace vectoriel),
n

on appelle combinaison linéaire d’éléments de </, toute expression de la forme : Z Ai - x; ,avecn € N¥,
i=1

A, -+, A\, dans K et z1,---,x, dans la partie 7.

On dit qu’une famille (A\;),co de scalaires est @ support fini ou presque nulle si seulement un nombre fini

de scalaires A\, sont non nuls. Ainsi, toute combinaison linéaire de vecteurs de .7 est un vecteur de la forme :

Z Az -x , ou la famille (\;)zcor est & support fini.
re

Toutes les combinaisons linéaires d’éléments de &7 forment de nouveau des vecteurs de I’espace vectoriel E.
L’ensemble des familles de scalaires & support fini indexées par un ensemble I est noté K (1.

Exemple 3 Les polynomes sont exactement les combinaisons linéaires de la famille (1, X, X2, X3 ...) =
(Xn)neN-

Proposition 2 Soit F un K-espace vectoriel. Soit .« une partie de FE.
Alors, Pensemble formé de toutes les combinaisons linéaires d’éléments de 7 forme un sous-espace vectoriel
de E. On le note Vect(«/) et on I’appelle espace vectoriel engendré par la partie < :

Vect (o) = {Z M @ €EE; M)acw € K(Q’)} :

acdd

Enfin, le sous-espace vectoriel Vect (<) est le plus petit sous-espace vectoriel de E pour P'inclusion qui contient
la partie 7.
Lorsque &/ = {ey,---,ep}, 0n a:

P
Vect(&7) = Vect(er,---,ep) = {Z/\zweiEE | Vie {1, -, p}, /\iGK}.

i=1

Exemple 4 o Si &7 est un singleton différent de {Og}, alors Vect(?) est une droite vectorielle.
e Que vaut Vect((), Vect(F)?
e Donner une CNS sur la partie &/ de E pour que Vect(o) = o7
e Si &/ C & sont deux parties de ’espace E, alors :

Vect(</) C Vect(AB).

Définition 4 Soient F un K-espace vectoriel, puis F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On pose F + G
I’ensemble :

F+G= {xp +zg €E| (zp,2g) € F X G} la somme des espaces vectoriels F' et G.




L’ensemble F' + G est un sous-espace vectoriel de F. Il s’agit en fait de :

F + G = Vect(F UG).

Exemple 5 Dans I’espace vectoriel R® muni du repére (77, E), en posant F' = Vect(7,7) et G = Vect(, E),
que sont les ensembles F NG, F+G et FUG?

Définition 5 Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’'un méme espace vectoriel . On dit que ces deux
sous-espaces vectoriels sont en somme directe et on note F'+ G = F @ G si l'intersection F'N G est réduite
au singleton {0g}.

On dit que les deux sous-espaces vectoriels F' et G sont supplémentaires dans E si la somme F + G est
directe et si FF+ G = E.

Méthode : Comment montrer que deux espaces F' et (G sont supplémentaires dans 7

» prendre x dans FFN G

» montrer que x = O : la somme est directe

» prendre x dans E/

» trouver une décomposition de la forme © = zp + xg, avec xp € F et xg € G : la somme
F + G vaut E.

Méthode : Comment exploiter le fait que F & G = E7

» pour tout = dans E, il existe une seule décomposition de x selon © = zp + 2, avec xp € F
et zg € G.

Exemple 6 e Dans ’exemple [3] les espaces F' et G sont-ils en somme directe 7 sont-ils supplémentaires ?

e On pose £ = RE, puis & le sous-ensemble des fonctions paires de R dans R et .# le sous-ensemble des
fonctions impaires de R dans R. Alors, les ensembles & et .# sont deux sous-espaces supplémentaires de E.
Quelle est 'unique décomposition de la fonction  — e ?

e Résoudre f/(z) + f(—z) = expx, d’inconnue f de classe C! sur R.

e Résoudre f”(z) + f(—z) = x + 1, d’inconnue f de classe C? sur R.

Définition 6 Soit £ un K-espace vectoriel. Soient F7,---,F), des sous-espaces de E. On rappelle que la
somme F; + - - - + F), est exactement l’espace Vect(F, Fs,- -, Fp) :

P P
ZFk = {sz e E; Vke[l,p], EFk}.
k=1

k=1

p p
On dit que la somme Z F; est directe et on note @Fl si pour tout (z1,---,@p) € Fi X Fy X --- X F,, on a
i=1 i=1
I’implication :
T1+x2+ - +2,=0g=Vie{l,---,p}, z; =0g.




2.1

Familles libres, génératrices, bases, dimension

Définitions
Définition 7 Soit £ un K-espace vectoriel. Soient x1,- - -, x,, p vecteurs de E.
e On dit que la famille (z1,---,z,) est libre (ou linéairement indépendante) si :
P
V(1,5 Ap) € KP, ZAi-xi:OE:> Vie{l,---,p}, \i =0g
i=1
Une famille (21, -, zp) non libre est dite liée et dans ce cas, il existe des scalaires Ay, -, A, non tous nuls
P
tels que la combinaison linéaire : Z i - x; soit égale au vecteur nul.
i=1
e On dit que la famille (x1,---,2,) est génératrice dans E si tout élément y de E peut s’écrire comme

combinaison linéaire des vecteurs de cette famille :
P
VyEE, E(Al,"',Ap)GKp, y:Z)\ZZ'Z
i=1

e On dit que la famille (z1, - -, z,) forme une base de l’espace vectoriel E si la famille (z1,---,z,) est
a la fois libre et génératrice.

Plus généralement, si % = (x;);cs est une famille de vecteurs de E,
e la famille % est libre (on dit aussi linéairement indépendante), si pour toute combinaison linéaire
nulle Z i - ¢; = 0 des vecteurs de la famille .%, alors chaque scalaire \; est nul;
i€l
e la famille .% est liée si elle n’est pas libre
e la famille .7 est génératrice dans F si :
Vect(#) =FE

o la famille .# est une base de E si la famille est & la fois libre et génératrice dans E.

Exemple 7 Soit £ un K-espace vectoriel. Soit % une famille de vecteurs de E. On pose la fonction :
K% 5 E
®: ()\a)aey — Z Aa-a -

aEF
La famille .7 est libre si et seulement si I’application ® est injective.

La famille .7 est génératrice dans E si et seulement si I’application ® est surjective.
La famille .# est une base de E si et seulement si 'application ® est bijective.

Méthode : Comment montrer qu'une famille est libre ou génératrice ?

Pour montrer que la famille (z;);c; est libre :

» écrire : « Soit g ;i - ; = 0 une combinaison linéaire nulle entre les vecteurs de la famille ».
i€l
» montrer que chaque scalaire \; est nul.

Pour montrer que la famille (z;);c; est génératrice dans E :

» prendre x dans E/

» trouver une décomposition de x en une combinaison linéaire x = E i - ;.
il




Méthode : Comment exploiter le fait qu'une famille soit liée, soit une base ?

Pour exploiter le fait qu'une famille (z;);c; est liée :

» |'un des vecteurs est combinaison linéaire des autres.

Pour exploiter le fait qu'une famille (z;);c; est une base :

» n'importe quel vecteur x de E se décompose de facon unique comme combinaison linéaire des
vecteurs de la famille (z;);c;.

2.2

Définition 8 Soit F un K-espace vectoriel, puis (eq, - -, e,) une base de E. Soit # € E. On appelle p-uplet
des coordonnées du vecteur x selon la base (e1,- -, ey,), les scalaires A1, ---, A\, qui apparaissent dans
l'unique décomposition du vecteur z comme combinaison linéaire des vecteurs de la base (e, -, ep).

On peut étendre la définition & une base quelconque (e;);cr de E.

Exemple 8 Quelles sont les coordonnées du vecteur nul et du vecteur e;, selon la base (e1,---,ep)?

Exemple 9 e Toute famille contenant le vecteur nul, ou contenant deux fois le méme vecteur est liée.

e Toute famille contenant un seul vecteur non nul est libre. Toute famille contenant seulement deux vecteurs
non colinéaires est libre.

e On peut trouver des familles liées dont les vecteurs sont deux & deux non colinéaires.

e Toute sous-famille d’une famille libre est encore libre.

e Toute sur-famille d’une famille génératrice dans E est encore génératrice dans E.

e Dans K[X], toute famille de polynomes de degrés deux a deux différents forme une famille libre. De
telles familles de polynémes sont appelées familles a degrés échelonnés.

e La réciproque est-elle vraie?

e Soient E un espace vectoriel, £ une famille libre et x un vecteur de E. On a 1’équivalence :

la famille (%, z) est libre <= xz ¢ Vect(.¥).

Deux théorémes en dimension finie

Définition 9 Soit F un K-espace vectoriel. On dit que I'espace E est de dimension finie s’il existe une
famille génératrice finie. En d’autres termes, il existe p vecteurs 1, - - -, x, tels que tout vecteur y de E puisse
s’écrire comme combinaison linéaire de ces p vecteurs.

On dit que 'espace E est de dimension infinie s’il n’est pas de dimension finie.

Exemple 10 o L’espace C est un R-espace vectoriel de dimension finie. L’espace des vecteurs de R? est de
dimension finie. L’espace des polyndémes de degrés inférieurs ou égaux a 1000 est de dimension finie.

e L’espace des polynomes K[X] ou des fonctions R® est de dimension infinie. L’espace R est un Q-espace
vectoriel de dimension infinie.

e Si R est le corps de base, par exemple :

Vect(X” ;nE N) = R[X], mais Vect(X" ; nE Z) # R(X).

On dispose du théoréme suivant connu sous le nom du théoréme de la base incompléte/extraite.




Théoréme 1 Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soient .Z une famille libre et ¢ une famille
génératrice.

° ‘ théoréme de la base incompléte ‘ : il existe une base #Z de E comportant un nombre fini de vecteurs
telle que . C %B. Autrement dit, toute famille libre peut étre complétée en une base de E.

° |théoréme de la base extraite| : il existe une base &’ de E comportant un nombre fini de vecteurs
telle que %' € 4. Autrement dit, de toute famille génératrice, on peut en extraire une base de E.

On peut énoncer le résultat plus fort suivant qui compacte les deux énoncés précédents :

il existe une base finie £ telle que :

L CAhBACLUY

Autrement dit, étant données une famille libre .Z et une famille génératrice ¥ dans un espace vectoriel F de
dimension finie, on peut compléter la famille libre .Z pour former une base finie % en piochant les vecteurs
dans la famille génératrice ¢ .

Théoréme 2 Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient . une famille libre et ¢ une famille
génératrice. Alors :

Card(.¥) < Card(¥)

Autrement dit, dans un espace vectoriel de dimension finie, toutes les familles libres contiennent un nombre
fini de vecteurs et n’importe quelle famille libre contient toujours moins ou autant de vecteurs que n’importe
quelle famille génératrice.

Corollaire 1 Dans un espace vectoriel de dimension finie, toutes les bases Z de E comportent exactement
le méme nombre d’éléments. On appelle dimension de ’espace vectoriel E, le nombre de vecteurs commun
a toutes les bases et on le note dim(E).

‘ Méthode : Comment exploiter le théoréme de la base incompléte?‘
» dans un espace de dimension finie, il existe forcément des bases finies
» toute famille libre dans un espace E de dimension finie peut étre complétée en une base de E
» si (e1,---,e,.) est une famille libre dans £ de dimension finie, on peut compléter cette fa-
mille en une base (e1,---,e,) de E et les espaces Vect(ey, - - -,e,) et Vect(e, 41, -+, €,) sont
supplémentaires dans E.

Méthode : Comment exploiter le théoréme sur les cardinaux?
Soit (1, -+, x,) une famille & p vecteurs dans un espace £ de dimension finie
» si p = dimF, pour montrer que la famille est une base, il suffit de montrer qu’elle est libre (ou
bien qu’elle est génératrice) seulement
» si p > dimF, la famille est liée
» si p < dimF, la famille n'est pas génératrice.

Exemple 11 Dans C?, que peut-on dire d’une famille de p vecteurs dans les cas suivants : p < d, puis p > d
et enfin lorsque p = d.




2.3 Calculs de dimensions

Définition 10 Soit F un espace vectoriel de dimension finie, puis % = (z;);e; une famille de vecteurs. On
appelle rang de la famille .7 et on note Rg(.%), la dimension de I’espace vectoriel engendré par cette
famille.

Exemple 12 e Sous les notations, déterminer une CNS sur Rg(#) pour que la famille .% soit libre. Déter-
miner une CNS sur Rg( F) pour que la famille .7 soit génératrice dans E.
e Si # = (x1,--+,x,) est une famille de r > 2 vecteurs de E, comparer les rangs de & et de ¥ =

Tk

=1l k;&z 1<ikr

Proposition 3 Soit £ un K-espace vectoriel. On a équivalence entre les deux assertions suivantes :
e l’espace E n’est pas de dimension finie
e il existe une famille libre infinie & vecteurs dans F.

Exemple 13 o L’ensemble K[X] est un K-espace de dimension infinie, la famille ¥ = (X” i n e N) étant

libre et infinie.
e [’ensemble R est un Q-espace vectoriel de dimension infinie. De plus, si I’entier n est fixé dans N*, le

polynéome X" — 2 est irréductible sur Q et en posant o = /2, alors la famille (1, Q- ,a"_l) est Q-libre
dans R.

Proposition 4 Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie.

e si F' est un sous-espace de F, alors F' est de dimension finie et dimF < dimFE et 1’égalité des dimensions
se transforme en égalité d’ensembles

e si I et G sont deux sous-espaces de E, alors dim(F + G) = dimF + dimG — dim(F N G) [formule de
Grassmann]| De plus, dim(F + G) = dim(F') + dim(G) si et seulement si F' et G sont en somme directe. Dans
ce cas, si Br est une base de F et B est une base de G, alors (Br, Ba) sera une base de FF & G

e si F,---, F, sont des sous-espaces de E, alors dim(F; + - - Z dim(F;) et égalité a lieu si et

seulement si la somme des F; est directe. La encore, si ’on découpe une base % de F en p morceaux disjoints
P, alors les Vect(%;) sont en somme directe et si l'on a des espaces G; en somme directe, en recollant des

P
bases %; de G;, on obtient une base de @ G;.
i=1
e si F' et G sont de dimension finie sur K, on peut munir F' x G des opérations (zp,z¢) + (yr,yc) =
(xp+yr,zc+yc) et A-(z,y) = (A2, X-y) pour former un espace vectoriel sur K et dans ce cas, dim(F x G) =
dimF + dimG

Méthode : Comment montrer une égalité entre deux espaces vectoriels F' et G 7

» montrer les deux inclusions
» montrer une seule inclusion puis I'égalité des dimensions finies.




2.4 Deux exemples fondamentaux
2.4.1 Espaces K"

Pour tout n € N, I’ensemble K™ des n-uplets d’éléments dans le corps K muni de ’addition et de la multiplication
coordonnées par coordonnées forme un espace vectoriel de dimension n. La famille (e1,---,e,), avec :

Vie{l,---,n}, e;=(0,---,0,1,---,0) le 1 étant en i-éme place

forme une base de K™ appelée base canonique de K™.

Exemple 14 e Montrer que la famille de vecteurs (u; = (2,1),u2 = (1,2)) forme une base de R2.

e Montrer que la famille de vecteurs (u; = (1,0,1),uz = (0,1,0),u3 = (2,1,1)) forme une base de R3.
Déterminer les coordonnées du vecteur k selon cette base. Montrer que ’ensemble des vecteurs dont la somme
des coordonnées selon cette base est nulle forme un espace vectoriel et en déterminer une base.

e La famille (1,4) est la base canonique de C en tant que R-espace vectoriel.

e Soient a, b et ¢ trois nombres réels. Déterminer une CNS sur a, b et ¢ pour que a + bj + cj? soit nul.

2.4.2 Espaces K,[X]

Soit n € N. On note K,[X] ’ensemble des polynomes de K[X] de degré inférieur ou égal & n. Il s’agit d’un
sous-espace vectoriel de K[X] de dimension (n+1). La famille (1, X, ---, X™) forme une base de K, [X] appelée base
canonique de K,[X].

Exemple 15 Soit (P, - - -, P,) une famille de polynémes non nuls dans K,,[X] de degrés deux & deux distincts
(famille & degrés échelonnés). Alors la famille (P, - -, P,,) forme une base de K, [X].

Pour tout n € N, la famille (X(X -1 (X—k+ 1))O forme une base de K, [X].

RN

Si (Qk)ken est une famille de polynomes tels que :
Vk € N, deg(Qx) = k,

alors la famille (Qg)ren est une base de R[X].

Méthode : Comment trouver une base d'un espace vectoriel de dimension finie ?

Si F' est un sous-espace d'un espace de dimension finie F :

» prendre x dans E/

» résoudre les équations d'appartenance a F'; pour cela :
e obtenir un systéme linéaire d'équations
e résoudre le systéme par la méthode du pivot de Gauss
e résoudre en exprimant les inconnues en fonction d'un nombre minimum d'autres inconnues

(appelés paramétres)

» faire apparaitre une combinaison linéaire de x en fonction de vecteurs connus et de scalaires
issus des paramétres

» la famille de ces vecteurs connus forme une base de F.

Méthode : Comment calculer la dimension d'un espace vectoriel de dimension finie ?

» trouver une base de cet espace
» compter le nombre de vecteurs dans cette base.

Exemple 16 e Montrer que I’ensemble d’équation  + y — 5z = 0 est un sous-espace vectoriel de R3 puis en
déterminer une base et sa dimension.
56175624*1'3751'4:0

e Montrer que E = { (z1,2,3,24) €R? | T1 + 2% x4 =0
1 2 — T4 =

} est un espace vectoriel et en

déterminer une base puis sa dimension.




n
e Soit (a1, -+ ,an) un élément non nul de C™. Montrer que l’ensemble H = {:E eC"| Z ay T = 0} est

k=1
un espace vectoriel et en déterminer une base.

e Soit o/ une partie finie de C. Montrer que 1’ensemble :
{Pecix]| P(«) = {0}}

est un espace vectoriel et en déterminer une base.

Applications linéaires

Définitions

Définition 11 Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Soit f : E — F une application. On dit que
I’application f est linéaire si :

o V(z,2) € B, f(z+2') = f(z) + f(z')

eVAeE K,V e E, f(A-2) =X f(x).

‘ Méthode : Comment montrer qu'une application f : E — F est linéaire?

» prendre x et 2/ dans E, \ dans K
» vérifier que f(A-z+2') =\ f(x) + f(2').

Définition 12 On note .Z(E, F) I’ensemble des applications linéaires de E dans F. Lorsque E = F, les
applications linéaires f : E — E sont appelés endomorphismes de E. L’ensemble des endomorphismes de
E est noté Z(FE).

Une application linéaire f : E — F' bijective est appelée isomorphisme linéaire ou isomorphisme.

Un endomorphisme bijectif f: F — F est appelé automorphisme linéaire ou automorphisme.

Exemple 17 e L’ensemble des fonctions dérivables sur R est un espace vectoriel et 'application f — f est
linéaire.

e Pour tout K-espace vectoriel E et pour tout A € E, x — X - z est un endomorphisme de E appelé
homothétie de rapport \.

e L’application & — e® n’est pas un endomorphisme dans Z(R).

Définition 13 Soit f : F —> F une application linéaire entre deux K-espaces vectoriels. On appelle noyau
de f et on note Kerf, I’ensemble :

Kerf = {:c €E| f(z) = OF}.

On appelle @mage de F et on note Imf, ’ensemble :

Imf = f(E) = {y €F|JxcEy= f(:c)}.

10




Proposition 5 Soit f : F — F une application linéaire. Alors, le noyau Kerf est un sous-espace vectoriel
de F et 'image Imf est sous-espace vectoriel de F. De plus, ’application f est injective si et seulement si
Kerf = {0g} et 'application f est surjective si et seulement si Imf = F.

Méthode : Comment montrer qu'une application linéaire f est injective ?

» prendre x dans Ker f
» montrer que x = 0p.

Exemple 18 Déterminer le noyau des applications linéaires suivantes :
o z — Re(z) € Z(C), sur C en tant que R-espace vectoriel
o fr—2f"+3f + f e Z(C*([R,R))
o f(z,y,2) = (2x — by + 2,5y — 3z,32 — 2y + 2x) € L(R3).

3.2 Caractérisations des applications linéaires sur une base

Théoréme 3 Soient E et F' deux K-espaces vectoriels, 'espace F étant de dimension finie.
Soit # = (e1,---,ep) une base de E. Soit (y1,---,Yp), p vecteurs quelconques de 'espace F'. Alors, il existe
une unique application linéaire f : E — F' telle que :

ViE{l,'--,p}, f(ei):yi-

Il s’agit de ’application :
E — F

) P P
f- x:Z)\i-ei — Z)\’yz
=1 =1

Corollaire 2 Deux applications linéaires qui coincident sur une méme base sont égales.

Proposition 6 Soient F et F' deux K-espaces vectoriels, I’espace E étant de dimension finie.
Soit # = (e1,---,ep) une base de E. Soit f : E — F une application linéaire. Alors :
e la fonction f est injective si et seulement si la famille (f(e1),- -, f(ep)) est libre;
e la famille (f(e1),- -, f(ep)) est toujours une famille génératrice dans Im(f);
e la fonction f est surjective si et seulement si la famille (f(e1),---, f(ep)) est génératrice dans F';
e la fonction f est bijective si et seulement si la famille (f(e1),- -, f(ep)) est une base de F.

Méthode : Comment construire une application linéaire qui nous arrange?

» prendre une base adaptée au probléme (e, - -, e,)
» construire une application linéaire f en prenant des vecteurs f(e;), f(e2) ... f(e,) adéquats.

Définition 14 Soit f € Z(E, F) une application linéaire, ’espace E étant de dimension finie. L’espace Im f
est alors de dimension finie. On appelle rang de f, le nombre :

Rg(f) = dim(Imf) = dim f(FE).
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3.3 Théoréme du rang

Théoréme 4 Soient E et F' deux K-espaces vectoriels, avec I’espace E de dimension finie. Soit f € Z(E, F),
une application linéaire. Alors, on dispose de la formule suivante :

dim(F) = dim(Kerf) + Rgf.
Plus précisément, si S est un supplémentaire de Ker(f) dans E, alors I'application :

S — Im(f)
s — e

est un isomorphisme linéaire.

Méthode : Comment exploiter le théoréme du rang?
Pour montrer qu'une application linéaire f : ' — I’ est une bijection
» vérifier que les espaces F et F' sont de méme dimension finie
» montrer que [ est injective (ou bien surjective) seulement
» on peut aussi vérifier que f transforme une base de F en une base de F.

Pour calculer la dimension d'un espace vectoriel F :
» partir d'un bon espace vectoriel connu F
» trouver un isomorphisme f: F — F
» alors : dimF = dimF".

Exemple 19 e Montrer que ’ensemble H = {P eR,[X] | PQ1) = 0} est un espace vectoriel et en trouver
une base.

eSi fe X(E,F), avec E de dimension finie, alors f injective <= Rgf = dimFE

e Montrer que I’ensemble des suites u vérifiant u, 1o = U1 + u, est un espace vectoriel et en déterminer

une base. .,
=il
e Soit P(X) = X — Zaka un polynéme scindé & racines simples dans C[X]. On note A1, -+, \g les
k=0

racines de P(X).
Montrer que ’ensemble des suites u vérifiant :

d—1

Vn €N, uyrqg= E ak * Untk
k=0

est un espace vectoriel et en déterminer une base.

e Montrer que dans un espace de dimension finie F, si F et G sont deux sous-espaces de E, alors dim(F') +
dim(GQ) = dim(F) <= 3f € ZL(E), F = Kerf et G =Imf.

e Montrer que pour tout (z1,---,z,) deux a deux distincts dans C, l'application ¢ : P(X) —
(P(z1),- -+, P(zy)) est un isomorphisme de C,,_;[X] vers C". En déduire l'existence des polynémes inter-
polateurs de Lagrange P;(X) tels que P;(z;) = d;, puis que (P, -, P,) forme une base de C,,_1[X]. En
déduire également que pour tout Q(X) € C[X] de degré n — 1, la famille (Q(X + z1), -+, Q(X + z,,)) forme
une base de C,,—1[X].

e Soient a et b deux endomorphismes de E, espace de dimension finie. Montrer I’équivalence suivante :

Ker(a) = Ker(b) <= Ip € GL(E), a=pob.

3.4 Espace Z(E,F)
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Proposition 7 Si F et F sont deux espaces vectoriels sur K, 'ensemble Z(E, F') est encore un K-espace
vectoriel. De plus, si E et F sont de dimension finie, alors Z(E, F)) aussi et : dim(Z(E, F)) = dim(E)xdim(F).

3.5 Structure de K-algébre

Définition 15 Soient &/ un ensemble et K un corps.
On considére sur ’ensemble &7 deux lois de compositions internes notées + et X et une loi de composition
externe entre le corps K et ’ensemble .27 notée -.
On dit que le quadruplet (o7, +, X, -) est une K -algébre ou plus simplement que I’ensemble &7 est une algébre
(sous-entendu algebre associative et unitaire) si les conditions suivantes sont réalisées :

e le triplet (7, +,-) est un K-espace vectoriel

e le triplet (&7, 4+, X) est un anneau

e pour tous scalaires A et y dans K, pour tous a et b dans <7 :

(A-a) x (u-b) = (A 1) - (a x b).

Exemple 20 o Si L est un sur-corps de K, alors le quadruplet (L, +, X, X) est une K-algébre.
e Si K est un corps, alors ’ensemble K[X] des polynémes est une K-algebre.
e Si &7 est une K-algébre et si Z est une partie de o7, alors ’ensemble £ est une sous-algébre de <7 si et
seulement si :
V(a,b) € B?, VANEK, \-a+be B
V(a,b) € #?, axbe B
1y e B

e Si &/ est une K-algébre et si x € &7, ’'ensemble :
K[s] = {P(z) € o/ ; P(X) € K[X]}

est la plus petite sous-algébre de &7 pour I'inclusion contenant x.

3.6 Algébre Z(E)

Proposition 8 Soit F un K-espace vectoriel.

e Le quadruplet (Z(E), +,0,-) est une K-algebre, d’élément nul 0.4 (g) et d’élément unité idg.

e Si ’espace E est de dimension finie, alors I’algébre .Z(E) est encore de dimension finie et dim(Z(E)) =
(dimFE)2.

e L’algébre .Z(FE) est commutative si et seulement si dim(E) < 1.

e L’algébre Z(F) est intégre si et seulement si dim(FE) < 1.

3.7 Homothéties, projecteurs, symétries

3.7.1 Homothéties

Ce sont les applications de la forme A : E — E )
r —> -

3.7.2 Projecteurs

Définition 16 Soit F un K-espace vectoriel. Soient F' et G deux espaces supplémentaires de £. On appelle

projection (ou un projecteur) sur lespace F, parallélement & I’espace G, application linéaire notée pp

définie de la fagon suivante : si x € F, on pose © = xp + g, ol xp € F et xg € G. On définit alors
E — F

I’ lication : 2 .
application : pp P T G
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‘ Méthode : Comment savoir si un endomorphisme f est un projecteur?‘
» montrer que fo f = f
» |'application f est alors le projecteur sur Imf = Ker(f — idg) parallélement a Kerf.

‘ Méthode : Comment caractériser un projecteur f?‘
» déterminer Kerf et Imf
» le projecteur f est la projection sur Imf parallélement a Kerf.

Exemple 21 e L’application z — $e(z) est un projecteur sur R parallélement & iR.
e Pour tout n € N*, I'application qui & tout polynéme P(X) € K[X] associe le reste dans la division
euclidienne de P(X) par X™ est un projecteur sur K,,_1[X], parallélement & X" - K[X].

e Expliciter la projection p € Z(R"), sur H = {zGR”| sz =0, parallélement & G =
k=1

Vect((1,---,1)).

3.7.3 Symétries

Dans ce paragraphe, on considére un corps de caractéristique différente de 2, pour avoir : 2 # 0 dans le corps K.

Définition 17 Soit F un K-espace vectoriel. Soient F' et G deux espaces supplémentaires de . On appelle

symétrie par rapport & l'espace F, paralléelement & I'espace G, 'application linéaire notée sp définie de la

facon suivante : si « € E, on pose ¢ = zp + g, ou zr € F et ¢ € G. On définit alors ’application :
E — E

Sp : .
B r=2r+Trg +—— T —2Tg

Méthode : Comment savoir si un endomorphisme f est une symétrie ?
» montrer que fo f =id
» |'application f est alors la symétrie par rapport a Ker(f — id) parallélement a Ker(f + id).

Méthode : Comment caractériser une symétrie f 7
» déterminer Ker(f —id) et Ker(f +id)
» la symétrie f est la symétrie par rapport a Ker(f —id) parallélement a Ker(f + id).

i
Exemple 22 o f:2+— Z est une symétrie sur C.

e si p est un projecteur, 2p — id est une symétrie.

Exemple 23 Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie.
Montrer que les seuls endomorphismes f € Z(F) tels que :

Vge Z(E), fog=gof

sont les homothéties.
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4.2

Dualité

Hyperplans et formes linéaires

Définition 18 Soit F un K-espace vectoriel. On appelle forme linéaire, toute application linéaire ¢ : £ —
K appartenant donc & Z(F, K). On appelle hyperplan de E, tout noyau d’une forme linéaire non nulle. On
appelle dual de E, ’ensemble noté E* défini par E* = Z(F, K).

Proposition 9 e Si H est un hyperplan de ’espace E, alors pour tout vecteur z € E\ H, on a :
H @ Vect(z) = E.
e Si I est un sous-espace de E et s'il existe un vecteur non nul y € F tel que :
F & Vect(y) = E,

alors I’espace F' est un hyperplan.
e En dimension finie, les hyperplans sont exactement les sous-espaces de E de dimension dim(E) — 1.

Exemple 24 o Pour tout A € K, ensemble (X — \) - K[X] des multiples de (X — A) est un hyperplan de
K[X].
d
e Dans R, les hyperplans sont exactement les ensembles associés aux équations cartésiennes Z ag Tk =0,
k=1
avec (a1, --,aq) non nul dans R%,

Formes linéaires coordonnées et base duale

Proposition 10 Soit E de dimension finie. Soit & = (e1,- -, e,) une base de E. Si i € {1,---,n}, Papplica-
E K
tion e} : ‘ . : o ou x; est la coordonnée de x selon le vecteur e; de la base 4 est une forme linéaire.
K3
De plus, la famille B* = (e}, - - -, e) forme une base de E* appelée base duale de A.

Réciproquement, toute base de E* est une base duale d’une certaine base de F.

Exemple 25 Soient z1,- - -, 2z, des nombres complexes tous différents.

(Cnfl[X] — C
P(X) +—— P(z)
2. De quelle base de C,,_1[X], cette base est-elle la base duale ?

1. Montrer qu’en posant ¢; : , on définit une base (¢1,- -, ¢n) de C,—1[X]*.

Espaces affines, sous-espaces affines

Premiéres notions, notations

Définition 19 Soit E un K-espace vectoriel . Chaque élément 4 de E est un vecteur. On peut aussi considérer
le point de vue plutdt géométrique et considérer que les éléments de E sont des points et que les vecteurs sont
des différences de points : f=AB <= i=B- A<= B=A+1i.

De ce point de vue, on dit que E est un espace affine. On note O le point vecteur nul : il est parfois appelé
origine.
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Proposition 11 relation de Chasles
Pour tous points A, B et C de E : AB + BC = A0,

5.2 Sous-espaces affines

Dans toute la suite, on se donne un espace affine E (c’est-a-dire un espace vectoriel sur un corps K).

Définition 20 Soit o/ une partie de E. On dit que &/ est un sous-espace affine de F s’il existe un point (2
de F et un sous-espace vectoriel F' de E tels que :

o =Q+F={Q+ucE|ueF}

Soient 2 un point de F et F' un sous-espace vectoriel de E. On appelle sous-espace affine passant par € et
dirigé par F, le sous-espace affine 2 + F. Ce sous-espace vectoriel F' est appelé direction de </ et noté :
F=4g.

Méthode : Comment montrer qu'une partie de E' est un espace affine?
Soit &7 une partie de E. Pour vérifier qu'il s'agit d'un sous-espace affine de E :
» montrer qu'il existe un point € dans &
» montrer que |'ensemble F' = {W | M € 7} est un sous-espace vectoriel de E.

Exemple 26 e Tout singleton {Q} est un sous-espace affine.
e L’ensemble des solutions de I’équation matricielle A - X =Y, d’inconnue X est soit vide, soit un sous-
espace affine de ./, 1 (K).
e [’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire est un sous-espace affine. Déterminer la
structure des solutions de 1’équation :
Yy’ +y +y=cosu.

Déﬁniiig)n % Soient .27 et A deux sous-espaces affines de E. On dit que le sous-espace affine .o/ est paralléle
ABsid CA.

Proposition 12 Soit f € Z(E, F) une application linéaire. Soit y € F. On a l’alternative suivante :

e ou bien I’équation f(z) = y d’inconnue x € E n’admet aucune solution

e ou bien cette équation admet au moins une solution zg et dans ce cas, les solutions forment exactement
le sous-espace affine zy + Kerf passant par x( et dirigé par Kerf.

Exemple 27 Interpréter sous forme d’équation affine, les problémes suivants :
e I’ensemble des suites v arithmético-géométriques de la forme w11 = 3u, +5
e I’ensemble des solutions de I’équation différentielle 3" + 2y’ — 3y = e®
r+y+z2=6

e la résolution du systéme { e 3r=1
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