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1 Construction, premiéres propriétés

1.1 Sous-ensemble de suites, opérations

Soit K un corps commutatif . On définit Pensemble K™ des suites u € KN s’annulant a partir d’un certain rang
(3no € N, Vn = ng, u, = 0k) sur lequel on pose :
e une addition + : u+ v = (up + Vp)nen

e une maultiplication x : (u x v) = <Z U -vn_k> = Z U; - Vj
k=0

neN itj=n neN
e une maultiplication par les scalaires - : A - u= (A X tup)nen

Proposition 1 L’ensemble (K™, 4, x) est un anneau commutatif d’élément nul la suite nulle 0 = (0,0, 0, - - -)
et d’élément unité 1 = (1,0,0, - - ).

1.2 Notations définitives

On pose X = (0,1,0,0,---) dans K™,

Proposition 2 Pour tout n € Nyona: X"=X-X---X =(0,---,0,1,0,0,0, - ), avec un seul 1 précédé
de n zéros.

Etant donnée une suite v = (u,)nen de 'ensemble KM soit ng un rang a partir duquel la suite u s’annule. On peut

no +oo
alors poser : u = E Up - X" = E Up - X"
=0

n=0

Définition 1 Etant donné un corps K commutatif, on appelle polynéme a une indéterminée a coeffi-
cients dans le corps K, tout élément de K™,

no —+o0
Les polynémes seront notés : P(X) = Z ap - X" = Z apn - X"
n=0 n=0

On note K[X] ensemble des polynémeg a coefficients dans K & une indéterminée X.

Exemple 1 Le polynéme P(X) = X? 4 X + g appartient au choix & Q[X], R[X] ou & C[X]. Le polynome
Q(X) = X% + i appartient seulement & anneau C[X].

1.3 Degré et valuation

+oo
Définition 2 Soit P(X) = Z an - X" un polynome dans K[X].
n=0
On définit le degré du polynome P, noté deg(P) de la fagon suivante :
e si le polynome P est le polynéme nul, alors deg(0) = —oo
e si le polynome P n’est pas le polynome nul, alors deg(P) = max{n € N | a,, # 0}. Par conséquent :




2.1

Définition 3 Soit P(X) un polynome non nul de K[X]. On pose p = deg(P) € N.

On appelle coefficient dominant du polyndome P(X) le coefficient non nul a,. C’est le coeflicient du terme
de plus haut degré dans le polynéme P(X).

On appelle terme dominant du polynéme P(X) le mondéme a, XP, lorsque P(X) est non nul.

On dit que le polynéme P(X) est unitaire si son coeflicient dominant est égal a 1.

Exemple 2 o Tous les polynéomes X", pour n € N sont unitaires.
e Déterminer les degrés et les valuations des polynomes suivants dans C[X] : Py (X) = 1 +2X — 7X° et
Py(X) = —6X% 4+ 7X5 — 8X10,

no
Définition 4 Soient P et @) deux polynomes dans K[X]. On pose P(X) = Z an - X", pour un certain entier
n=0

no. On définit la composée des deux polyndomes P o Q(X) par :

PoQ(X)=)  an- (QX)"
n=0

Proposition 3 Soient P et () deux polynémes dans K[X], A dans K. Alors :
o deg(P + Q) < max{deg(P),deg(Q)}, avec égalité lorsque deg(P) # deg(Q)
e deg(\ - P) = deg(P) lorsque A # 0

(
o deg(P x Q) = deg(P) + deg(Q)
e deg(P o Q) = deg(P) x deg(Q), lorsque Q(X) est non constant.

Exemple 3 e Tester les formules ci-dessus avec les polynomes P;(X) =1+ X2 et Q1(X) = —X? et d’autre
part : Po(X) =1+ X2 et Qo(X) = —2X72;
e Soient P(X) =1+ X et Q(X) = —2+ X? dans C[X]. Calculer Po Q(X) et Q o P(X).

Premiéres caractéristiques de I’anneau K[X]|

Proposition 4 L’anneau K[X] est intégre.

Proposition 5 L’ensemble K[X]* des inversibles de ’anneau K[X] est formé des polynémes constants non
nuls (c’est-a-dire des polynomes de degré 0).

Arithmétique des polynémes

Division euclidienne




Proposition 6 Soient A et B deux polynomes de K[X] avec B # 0. Alors, il existe un unique couple (Q, R)
de polyndmes dans K[X] tels que :

e A=B-Q+R

o deg(R) < deg(B).
Le polynoéme @ s’appelle le quotient dans la division euclidienne de A par B et le polynéme R s’appelle le
reste.

Méthode : Comment faire une division euclidienne entre polynémes?

Pour calculer la division euclidienne de P(X) par Q(X) :

» poser le signe de division

» écrire en haut a gauche P(X) sous forme développée selon les puissances décroissantes

» écrire en haut a droite Q(X) sous forme développée selon les puissances décroissantes

» écrire le premier monéme aX? de sorte que le produit de celui-ci par Q(X) corresponde au
méme terme dominant dans P(X)

» effectuer le produit, I'écrire sous forme développée selon les puissances décroissantes en dessous
de P(X)

» effectuer la différence

» recommencer le processus : le quotient est obtenu en dessous de QQ(X) et le reste est tout en

dessous de P(X).

2.2

Exemple 4 Effectuer la division euclidienne de A(X) = X% —4X%+2X?+3X + 2 par B(X) = X3 +3X2%—
5X +4.

Idéal d’un anneau commutatif

Définition 5 Soit (A, +, X) un anneau commutatif. Soit I une partie de A.
On dit que I est un zdéal de A si on a les deux conditions suivantes :

e P’ensemble (I,+) est un sous-groupe de (A4, +) (autrement dit, I contient I’élément nul 04 et pour tout
(r,y) € >, onax—yel.)

e pour tout x € I et pour tout a € A,ona:axx € I.

Exemple 5 Pour tout anneau commutatif (A, +, X) et pour tout élément a € A, ’ensemble que I’on note
I=a-A={axxz € A|xe A} est un idéal de A.

Définition 6 On dit que 'anneau A est principal si tous les idéaux I de A sont de la forme I = a - A. Un
tel élément a sera appelé générateur de I’idéal I.

Proposition 7 L’anneau K[X] est principal. Plus précisément, si I est un idéal de K[X] non réduit a {0}
(si I ={0}, alors I =0 K[X]), il existe un unique générateur unitaire de l'idéal I.




2.3 PGCD, PPCM, relation de Bezout et théoréme de Gauss

Définition 7 Soient A et B deux polynomes dans K[X]. On définit le PGCD des deux polynomes A et B,
noté A A B par :

esi A=B=0,alors ANB=0

esi A#0ou B#0,l'ensemble I = A-K[X|+ B -K[X]={A-U+B-V e K[X]|(UV) e K[X]*} est
un idéal de K[X] non réduit & {0}. On note A A B le générateur unitaire de cet idéal.
On dit que deux polynémes A et B sont premiers entre eux si: ANB=1.

Définition 8 Soient A et B deux polynomes dans K[X]. On définit le PPCM des deux polynomes A et B,
noté AV B par :

esiA=0ouB=0,alors AVB=0

esi A#0et B#0,'ensemble I = A- K[X]|N B - K[X] est un idéal de K[X] non réduit & {0}. On note
AV B le générateur unitaire de cet idéal.

On dispose des mémes résultats d’arithmétique que dans Z.

Proposition 8 Soient A et B deux polynémes non nuls dans K[X].
e Si P divise A et si P divise B, alors P divise A A B.
e Si A divise P et si B divise P, alors AV B divise P.
e ANB=1<+= 3(U,V) € K|X]?, AU + BV =1 [relation de Bezout]; algorithme d’Euclide
> si Adivise (B-C)etsi AANB =1, alors A divise C'
o > siAdivise C, si B divise C et si AA B =1, alors (A - B) divise C' } [théoréme de Gauss|
> siAANC=1let BAC =1, alors(A-B)AC =1

2.4 Polyndémes irréductibles

Définition 9 Soit P(X) € K[X]. On dit que le polynoéme P(X) est irréductible dans K[X] si le polynéme
P(X) n’est pas constant et :

Y(Q,R) € K[X]?, P(X)=Q(X)-R(X)= deg(Q) = 0 ou deg(R) = 0.

Remarque 1 Un polynome n’est pas irréductible si on peut le factoriser en deux polynémes non constants.

Proposition 9 Tous les polynomes de degré 1 dans K[X] sont irréductibles.

Théoréme 1 Sout P(X) € K[X] un polynéme non constant. Alors, il existe :
e un nombre £ € K*

e des polynomes irréductibles unitaires mq (X), - - -, m(X) différents
e des entiers a4, - - -, o, dans N*
tels que :

P(X)=¢& m(X)* - . (X).

De plus, cette décomposition appelée factorisation du polynome P(X) en produit d’irréductibles est
unique & ordre preés.




Deux autres opérations

Dérivation
+oo
Définition 10 Soit P(X) = Z an - X" un polyndome dans K[X]. On définit le polyndéme dérivé par :
n=0
—+oo —+o0
P(X)= Zn.an.X"*1 — Z(n+1)'an+1 CXT
n=0 n=0

On définit par récurrence les polynomes dérives P(F)(X).
Exemple 6 Pour tous entiers naturels n et k, calculer (X™)®).

Proposition 10 On dispose des propriétés suivantes pour tous polynémes P et ) dans K[X], pour tout
scalaire A € K et pour tout n € N :

e (P+Q) =P +Q et(\-P)=X-P

e (P-Q)=P-Q+P-Q

° (Pn)/ — TL'P/ 'Pnfl

« (PoQ) = (PoQ) x @

Proposition 11 Si K est un corps de caractéristique nulle, alors pour tout polynéme P(X) non constant,
on a : deg(P’) = deg(P) — 1.
En particulier, pour tout polynome P(X) € K[X] et pour tout entier k& > deg(P), on a : P*) = 0.

Evaluation

2

Définition 11 Soient P(X) = Z an - X" un polynéme dans K[X] et = un élément de K. On appelle éva-
n=0

luation du polynome P(X) en x et on note abusivement P(x) le nombre :

P(z) = ian -~z
n=0

L’application 2 — P(z) de K dans K est appelée fonction polynomiale associée au polynome P(X).

Exemple 7 e Dans le corps Z/7Z (corps des congruences modulo 7), quelle est la fonction polynomiale
associée au polynéme P(X) = X7 — X ?

e Si P(X) est un polynéme non nul & coefficients complexes de valuation s et de degré d, déterminer un
équivalent de P(z), lorsque |z| tend vers oo et lorsque z tend vers 0.




3.3 Formule de Taylor

Proposition 12 Soit K un corps de caractéristique nulle. Soient P(X) € K[X] et a € K. Alors, on a :

deg(P) (n) a
PX)= 3 Pn,() (X — a)"

4 Racines de polynémes

4.1 Définitions

Définition 12 Soit P(X) € K[X] ou K est un corps commutatif. Soit a € K.
On dit que le nombre a est une racine du polynéme P(X) si P(a) = 0.

Proposition 13 Soit P(X) € K[X]. Soit a € K. Alors, a est une racine de P(X) si et seulement si (X — a)
divise P(X) dans K[X].

Définition 13 Soit P(X) dans K[X]. Soit @ une racine du polynéme P(X). Alors (X — a) est un facteur
irréductible unitaire divisant P(X).

On appelle multiplicité de la racine a dans le polynéme P(X), 'exposant de (X — a) dans la décom-
position de P(X) en facteurs irréductibles.

Remarque 2 o Par extension, si a n’est pas une racine de P(X), on pourra dire que a est une racine de P(X) de
multiplicité égale & 0.
e On dit que la racine est stmple si elle est de multiplicité égale & 1 et double si sa multiplicité vaut 2.

Proposition 14 Soit P(X) un polynoéme non nul dans C[X]. Soit A € C.

e Si \ est une racine de multiplicité v > 1 dans le polynéme P(X), alors A est une racine de multiplicité
v — 1 dans le polynéme dérivé P’(X).

e La multiplicité de A dans le polynome P(X) est le plus petit entier k tel que P*)(\) # 0.

4.2 Factorisation des polyn6mes

Proposition 15 Soit P(X) un polynome non nul dans K [X]. On pose p = deg(P). Alors, le polynome P(X)
admet un nombre fini de racines Ay, ---, A.. En notant aq, - - -, a, les multiplicités respectives de ces racines,
il existe un polynome Q(X) n’admettant aucune racine dans K tel que :

P(X) = [T (X = 2™ - Q(x).
k=1
Le nombre 7 est appelé le nombre de racines comptées sans multiplicités du polynéme P(X).

Le nombre Z ay est appelé le nombre de racines comptées avec multiplicités du polynéme P(X).
k=1




Exemple 8 Combien le polynome P(X) = (X?+1)%-(X? —1)- (X3 —1)? admet-il de racines comptées avec
ou sans multiplicité dans 'anneau R[X]? dans ’anneau C[X]?

Théoréme 2 Tout polynéme non nul admet toujours moins de racines comptées avec ou sans multiplicités
que son degré. En particulier, le seul polynéme admettant une infinité de racines est le polynéme nul.

Définition 14 Soit P(X) un polynéme non nul dans K[X]. On dit que le polynéme P(X) est scindé sur
K si le nombre de ses racines comptées avec multiplicités est exactement égal & son degré.

Exemple 9 On pose f : z+——> e~*". Montrer que pour tout n € N, il existe un seul polynéme P, (X) € R[X]
scindé & racines simples et tel que :

2

Ve e R, f™M(z) = P,(z) e .

Exemple 10 [polynomes de Tchebychev]
1. Montrer que pour tout n € N, il existe un seul polynéme T,,(X) € R[X] tel que :

VO € R, Ty, (cosf) = cos(nb).
2. Montrer que la suite (75,(X))nen vérifie le probléme :

Th(X)=1 ThW(X)=X
Vi €N, Toyo = 2X Toir(X) — Tn(X)

3. Déterminer pour tout n € N le terme dominant de 75, (X).

4. Déterminer les racines du polyndme et vérifier que T;,(X) est scindé & racines simples dans [—1,1].

. . ™ o - .
5. Déterminer les entiers ¢ € N* tel que le nombre cos — soit irrationnel.
q

4.3 Polynéme conjugué dans C[X]

—+o0
Définition 15 Soit P(X) = Z a, X" un polynoéme & coefficients complexes.
n=0

On appelle polynéme conjugué de P(X), le polynome noté P(X) :

P(X) = iom X" e C[x].

Proposition 16 On dispose des propriétés suivantes.
e Si P € C[X], on a ’équivalence :

P=P < P(X)cR[X].




e Si P(X) e C[X]et A eC, alors : .
P(\) = P()).

e Pour tous polynomes P et @ dans C[X], pour tout a € C,

5 Irréductibles de R[X] et C[X]
5.1 Anneau C[X]

Le théoréme suivant est fondamental pour 1’étude des facteurs irréductibles de C[X].

Théoréme 3 | théoréme de d'Alembert-Gauss |

Tous les polyndomes non constants dans C[X] sont scindés. Autrement dit :
e tout polyndéme non constant dans C[X| admet au moins une racine complexe
o les seuls facteurs irréductibles de C[X] sont les polynomes de degré 1.

On dit que le corps C est algébriquement clos.

Méthode : Comment factoriser un polynéme dans C[X]?

Soit P(X) un polynéme dans C[X]. Pour obtenir sa factorisation :
» trouver une racine A évidente dans I'ensemble {0, +1, +2}
» déterminer la multiplicité de A dans P(X) : pour cela
dériver P(X)
calculer alors |'évaluation en A
recommencer les dérivations puis calculer les évaluations en A jusqu'a tomber sur une éva-
luation non nulle en A
compter le nombre de fois ot on a dérivé pour aboutir & une évaluation non nulle pour la
premiére fois : c'est la multiplicité o de A dans P(X)
» effectuer la division euclidienne de P(X) par (X — A\)* : on trouve le reste nul et le quotient
Q(x)

» tout recommencer avec (Q(X) jusqu'a tomber sur un polynéme de degré inférieur a 2.

Exemple 11 e Factoriser dans C[X] le polynome P(X) = X6 + 10X5 + 38X* + 61X3 + 14X?2 — 68X — 56.
e Soit n € N*. Factoriser X™ — 1 et X™ + 1 dans C[X].
e Soit, P un polynéme non nul dans C[X]. Soit A une racine du polynéme P de multiplicité égale & o € N*.
Alors, le complexe A est une racine de P’ de multiplicité égale & o — 1.

5.2 Anneau R[X]

Proposition 17 Soit P(X) un polynome dans R[X]. Soit A un nombre complexe. Alors : P(A) = P(}).
Par conséquent, si le complexe A est une racine de P(X), alors A aussi, avec la méme multiplicité.

Le théoréme suivant est une conséquence du théoréme de d’Alembert-Gauss :




Théoréme 4 Les polynomes irréductibles de R[X] sont :
e les polynomes de degré 1;
e les polyndomes de degré 2 & discriminant strictement négatif.

Méthode : Comment factoriser un polynéme dans R[X]?

Soit P(X) un polyndme dans R[X]. Pour obtenir sa factorisation :
» factoriser P(X) dans C[X]
» regrouper les racines complexes de P(X) par conjugués
» former les facteurs irréductibles (X — «), avec « racine réelle de P(X)
» former les facteurs irréductibles (X — A\)(X — X) = X2 — 2Re(\) - X + |A|%, avec ) racine
complexe non réelle de P(X).

Exemple 12 e Factoriser dans R[X] le polynome X* + X2 + 1.
e Soit n € N*. Factoriser X™ — 1 et X™ + 1 dans R[X].

5.3 Anneau Q[X]

Dans I'anneau Q[X], les choses sont plus difficiles. Par exemple, il n’y a pas d’expression simple des polynémes
irréductibles dans Q[X].

Exemple 13 o Pour tout n € N*, le polynéme X™ + 2 est un polynéme irréductible dans Q[X].
e Le polynéme 4X3 + 3X2 + X + 7 est irréductible dans Q[X].

6 Relations entre coefficients et racines

Méthode : Comment trouver les relations entre coefficients et racines de polynémes ?
Soit P(X) un polyndme scindé. On pose : P(X) = ag + a1 X + as X* + - - + a, X" et d’autre part :
n

P(X)=a, H(X — A\g), avec les coefficients ayg, - - -, a, et les racines Ay, ---, \,. Pour trouver les
k=1
formules entre ay, et le reste :
» calculer le terme en X* dans la forme développée : a;,

» développer la forme factorisée

. - >
» isoler le terme en X* dans cette expression : a, - (—1)" " - Z H A
[IC[[].,TL] 5 #(I):n—k] pel

» identifier les deux coefficients en X*.

Exemple 14 e Développer complétement le polynoéme (X — a)(X — 8)(X — v)(X —9).
e Si P(X)=X64+4X°—-6X3+2X +2, déterminer la somme et le produit des racines complexes de P(X)
comptées avec multiplicités.
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